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奖励收集斯坦利最小树的混合拉格朗日与分散搜索算法

潘常春 , 杨根科
(上海交通大学 自动化系 , 上海 200240)

摘　要 : 针对 PCSTP 问题 ,提出了 HL GSS 混合算法. 通过拉格朗日松弛策略 ,将 PCSTP 问题转化为简单的 CMST

问题 ;然后由 Volume 算法求解 PCSTP 的拉格朗日对偶问题并获得其下界. 用 SS 算法优化原问题的可行解 ,利用求

解拉格朗日对偶问题过程中获得的原始2对偶信息来指导 SS 算法的搜索. 仿真结果表明 , HL GSS 比 SS 降低了算法

的搜索空间 ,加速了算法的收敛性.
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Abstract : The HL GSS is proposed for the PCSTP. The problem is t ransformed into an easier t ractable CMST

problem by using the method of Lagrange relaxation. A lower bound is obtained by solving the Lagrange dual p roblem

and using the Volume algorithm. Then , the SS algorithm is used to optimize the feasible solutions of the PCSTP. The

primal2dual information produced during solving the Lagrange2dual problem is exploited to guard the SS algorithm in

the underlying procedure. The simulation result s show that the proposed algorithm intensifies the search in the most

promising regions of the solution space and thus speeds up the search time comparing with the SS algorithm.
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1 　引 　　言
　　奖励收集斯坦利最小树问题 ( PCSTP) 是组合

优化问题研究的热点问题之一. 很多实际问题 (比如

有线电视线路的铺设、电信光缆的布局、城市公交站

点的安排等)都可以抽象为此类问题. 从理论上看 ,

PCSTP 是 Steiner 最小树问题 ( STP) 的一种泛化.

因为 STP 是 N P2hard 问题[1 ,2 ] ,所以 PCSTP 也必

定是 N P2hard 问题. 多年来 ,研究者做了大量关于

PCSTP 的研究[ 1 ,3 ,4 ] . 一般讲 ,对于此类问题主要有

3 种方法 :1)数学规划方法 ;2) 启发式方法 ;3) 混合

算法. 数学规划方法是基于精确的数学模型的求解 ,

能够得到问题的最优解或比较接近最优解的次优

解 ,但需要耗费大量的时间 ,这对于大规模问题是难

以接受的. 而启发式方法则比较灵活 ,求解速度快 ,

但对于解的质量如何无法判断 ,类似于黑箱操作 ,这

就需要对解的质量和运行时间进行折衷. 相对于上

述方法 ,混合算法[4 ,5 ] 显示出了很大的优越性 ,它能

综合多种算法的优点 ,获得高质量的解.

　　本文提出的算法就是通过数学分析深入了解问

题本质 ,得到比原始信息更为丰富的信息 ,称之为二

次信息. 在综合二次信息和原始信息的基础上 ,采用

启发式方法求解问题 ,所得到的解将比直接在原始

信息的基础上采用启发式方法所得到的解好得多.

更重要的是 ,在大部分情况下 ,二次信息能为启发式

算法提供更为明确的结束准则或更为有效的搜索

域 ,而启发式方法则是以达到一定的运行代数后而

结束的.

　　本文针对 PCSTP ,提出了基于拉格朗日松弛与

分散搜索混合算法 ( HL GSS) . 通过问题的分解2合
成 ,利用求解拉格朗日对偶问题过程中获得的原始2
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对偶信息来寻求问题的最优解. 从方法论的角度看 ,

这种方法能够很方便地推广到其他类型的组合优化

问题.

2 　数学模型描述
　　考虑 PCSTP 中的一种形式 : 给定限额问题

(Quota p roblem) [1 ] . 给定一个连通的无向图

G = (V , E) .

其中 :V = { 1 ,2 , ⋯, n} 是节点集 ; E 是对应的弧集 ,

每一条弧 e ∈ E都对应一个权 Ce . 通常认为 G是连

通的 ,每一个节点 i ∈V 都对应于一个非负的奖励

p i ≥ 0 . 不失一般性 , 设节点 1 为根节点 ( Root

node) ,且认为 p1 = 0 . 现在给定奖励额度 Q ,目标是

在无向图 G中寻求一子树 T = ( S , E( S) ) ,其中 S Α
V 为节点集 , E( S) Α E为构成的子树的弧集 ,且满

足条件 :根节点 1 ∈S , ∑
j ∈S

p j ≥Q ,使得子树 T 中的

所有弧的权重之和最小 ,即 minimize ∑
e∈E( S)

Ce .

　　为了简化问题 , PCSTP可以方便地转换为约束

最小生成树 (CMST) 问题[4 ] ,只要在原图 G中引入

一个哑节点 0 , 得到一个增广图 �G = ( �V , �E) . 其中 :

�V = V ∪{ 0} , �E = E ∪{ e{ 0 , j} , j ∈V } . 为了使

PCSTP 的每一个可行解都对应 �G 中的一个生成树 ,

对 �G中的生成树定义如下约束 :

　　约束 1 　定义哑节点 0 到其他实际节点的权为

0 ,即 C{ 0 , j} = 0 , j ∈V . 为了与哑节点对应 ,这里将

原节点称作实际节点.

　　约束 2 　在生成树中 ,弧 e{ 0 ,1} 始终属于构成

最小生成树的弧集合. 因为 1 是根节点 ,必须将它包

括在内.

　　约束 3 　在生成树中 ,除根节点 1 之外的所有

实际节点 , 即 j ∈V \ { 1} , 一旦与哑节点 0建立了连

接 ,就不能与其他节点建立连接.

　　约束 4 　与哑节点 0 连接的实际节点的奖励的

总和不能超过 �Q , �Q = ∑
i ∈V

p i - Q. 这对应了 PCSTP

中访问实际节点的奖励总和必须大于 Q.

　　图 1 形象地描述了 PCSTP 中如何将一个原图

G中的子树转换为增广图 �G 中的一个受约束的生成

树 (图 1 中虚线表示扩充的弧) . 因此 ,任意一个满足

图 1 　PC2STP问题转化为 CMST问题

约束的 �G中的生成树都由两部分组成 :一部分是由

实际节点构成的子树 (如图 1中 1 ,2 ,4 ,6 ,7) ,这部分

对应了原 PCSTP问题的一个可行解 ;另一部分由哑

节点 0 和没有被选中的实际节点构成子树 (如图 1

中 0 , 3 , 5) . 两个子树通过弧 e{ 0 ,1} 连接.

　　由此可建立 CMST 问题的线性整数规划模型 :

如果弧{ i , j} 存在于最优解中 ,则取自变量 x{ i , j} =

1 ;否则 x{ i , j} = 0 . 优化目标

　　ZCMSTP = min ∑
{ i , j} ∈�E

C{ i , j} x{ i , j} . (1)

　　s. t .

　　x{ 0 ,1} = 1 ; (2)

　　x{ 0 , j} + x{ i , j} ≤1 ,

　　　Π j ∈V \ { 1} ,{ i , j} ∈ E; (3)

　　 ∑
j ∈V \ { 1}

x{ 0 , j} p j ≤�Q ; (4)

　　x{ i , j} ∈{ 0 , j} ,且 x = { x{ i , j} } 是

　　定义在 �G中的一个生成树. (5)

其中 :式 (1) 为目标 ;式 (2) ～ (4) 分别对应上述约

束 2 ～约束 4 .

3 　拉格朗日松弛及其对偶算法
　　由式 (1) ～ (5) 可知 ,约束 3 和约束 4 属于复杂

约束 ,如果能将它们松弛 ,则原问题就变得简单了.

　　分别对约束集式 (3) 和 (4) 引入拉格朗日算子

αj
{ i , j} ≥0 ( j ∈V \ { 1} , ( i , j) ∈E) 和β≥0 ,得到如下

拉格朗日函数 :

ZLB (α,β) =

min ∑
{ i , j} ∈�E

C{ i , j} x{ i , j} +

∑
{ i , j} ∈E, j ∈V \ { 1}

αj
{ i , j} ( x{ 0 , j} + x{ i , j} - 1) +

β( ∑
j ∈V \ { 1}

x{ 0 , j} p j - �Q) , (6)

s. t . 式 (2) , (5) .

化简得

ZLB (α,β) = min ∑
{ i , j} ∈�E

�C{ i , j} x{ i , j} + K(α,β) ,

s. t . 式 (2) , (5) . (7)

式中

�C{ i , j} = C{ i , j} +αj
{ i , j} +αi

{ i , j} , Π{ i , j} ∈ E\δ(1) ;

�C{ 1 , j} = C{ 1 , j} +αj
{ 1 , j} , Π{ 1 , j} ∈δ{ 1} ;

�C{ 0 , j} =βp j + ∑
{ i , j} ∈δ( j)

αj
{ i , j} , Π j ∈V \ { 1} ;

K(α,β) = - ∑
j = V \ { 1}

∑
{ i , j} ∈δ( j)

αj
{ i , j} - β�Q .

其中 :α = {αj
{ i , j} } , j ∈V \ { 1} ,{ { i , j} } ∈ E为矢量 ,

δ( j) 是与节点 j 相连的所有弧的集合.

　　显然 ,给定 (α,β) 之后 , 问题 (7) 已变成一个定

义在 �G中的简化了的 CMST 问题 , 且 ZLB (α,β) 是
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ZCMSTP 的一个下界. 由于此时的 CMST 问题的约束

已经大大简化 ,如果不考虑约束 (2) ,它就是一个最

小生成树 (MST) 问题. 对于 MST 问题 ,采用多项式

算法可以解决 ,如 Prim’s 算法. 首先将弧 e{ 0 ,1} 添

加到所选的树中 ,即可使用 Prim’s 算法求解余下的

MST 问题.

　　为能快速产生 PCSTP 问题的可行解 ,本文根

据文献[4 ] 提出的 MPA 算法 ,进行了一些改进 ,添

加了一个自适应的系数ρ.ρ的用途是为了能在算法

早期更多地考虑奖励大的节点 ,而在算法后期更多

地考虑弧的权重. 改进后的 MPA 算法步骤如下 :

　　Step1 : 初始化

S = { 1} ; q = 0 ;U = V \ { 1} .

　　Step2 : 节点选择策略

　　While q < Q do

　　1) 对所有的 j ∈U ,计算比例系数

f j =
min

i ∈S
{ C{ i , j} }

( p j )
ρ .

其中 :定义ρ = ( Q - q) / Q , 该参数用来描述奖励

p j ( j ∈U) 对于所选择节点的影响程度 ,根据定义

可以确定 0 ≤ρ≤1 .

　　2) 取 k = arg ( min
j ∈U

f j ) .

　　3) 取 S = S + { k} , q = q + pk ,U = U\ { k} .

　　End (while) .

　　Step3 : 构造最小树

　　用 Prim’s 算法求解定义在节点子集 S 及其对

应弧集合中的 MST 问题 ,得到树 T.

　　Step4 :节点删除策略

　　1) 取 P = { j ∈S\ { 1} :q - p j ≥Q且 deg ( j) =

1} ,其中 deg ( j) 表示节点 j的度. 对于每一个 j ∈P ,

定义γj 为树 T 中连接到节点 j 的弧的权重.

　　2) 如果存在 P = Á ,则算法停止 ;否则 ,令 S =

S\ { k} ,其中 k = arg (max
j ∈P

γj ) .

　　容易证明 , MPA 算法的复杂度与 Prim’s 复杂

度相同.

　　对于任意一组可行的 Lagrange 乘子 (α,β) ,

ZLB (α,β) 总是原问题的一个下界 ,这里希望能够找

到接近最优解的下界. 定义如下的 Lagrange 对偶问

题 :

ZLD = max
α≥0 ,β≥0

( ZLB (α,β) ) .

　　采用文献[6 ] 提出的 Volume 算法来解决上述

Lagrange 对偶问题. 这种算法是次梯度法的一种延

伸 ,与典型的次梯度法相比 ,具有以下优点 :

　　1) 能够同时给出原始问题和对偶问题的解 ;

　　2) 定义了更为明确的算法停止准则.

　　Volume算法已成功应用于多种组合优化问题 ,

如集分割问题、集覆盖问题和最大割问题[7 ] 等. 下

面给出具体流程.

　　Step1 : 初始化

　　1) 令 �π = [α0 ,β0 ]T , 其中 [α0 ,β0 ] 为可行的

Lagrange 向量乘子.

　　2) 解 ZLB (α0 ,β0 ) ,令 �x 为当前问题的最优解 , �z
= ZLB (α0 ,β0 ) .

　　3) 令 t = 1 .

　　Step2 :

　　1) 计算次梯度向量 �v = [�δ, �γ] ,其中

�δj
{ i , j} = �x{ 0 , j} + x{ i , j} - 1 ,

　Π j ∈V \ { 1} ,{ i , j} ∈V ;

�γ = ∑
j ∈V \ { 1}

�x{ 0 , j} p j - �Q.

　　2) 计算步长θt ,令

θt =ρU - �z
‖�v ‖2 .

其中 :ρ∈[0 ,2 ] 为步长系数 ,U 为最优的目标值. 采

用人工上界的方法逼近最优目标值 ,U 被初始化为

U = 1 . 05 3 ZLB (α0 ,β0 ) .

　　3) 令πt = �π+θt�v ,并令[αt ,βt ] = πt .

　　4) 解 ZLB (αt ,βt ) ,令 x t 为当前问题的最优解 ,

并令 z t = ZLB (αt ,βt ) .

　　5) 令 v t = [δt ,γt ] ,其中

δt j

{ i , j} = x t
{ 0 , j} + x t

{ i , j} - 1 ,

γt = ∑
j ∈V \ { 1}

x t
{ 0 , j} p j - �Q.

　　Step3 :

　　1) 计算系数λt (λt 用以估计原始问题的最优

解) ,令λopt = arg (minλ‖λv t + (1 - λ) �v ‖2 ) .

　　2) 如果λopt < 0 ,则令λt =λmax / 10 ;否则 ,令λt

= min (λmax ,λopt ) .

　　3) 令 �x =λt x + (1 - λt ) �x .

　　Step4 : 如果 z t > �z ,则令 �z = z t , �π = πt .

　　Step5 : 如果连续 300代运算都没有当前最优解

获得提升 , 则算法停止 ; 否则令 t = t + 1 , 返回

Step1 .

　　注 1 　在运算迭代过程中 ,当前最优解超过人

工上界 0 . 95U 时 ,增加人工上界U = U 3 (1 + 5 %) .

　　注 2 　本文中 ,当 t = 1时取ρ= 0 . 1 . 如果 z t <

�z 保持连续 50 次迭代过程 , 且ρ > 10 - 4 , 则令ρ =

ρ3 0 . 67 ;如果出现 z t > �z ,且 �v ·v t ≥0 ,ρ< 1 ,则令

ρ=ρ3 2 . 取λmax 初始值为 0 . 001 ,每隔 100 代 ,计算

�z 的增长幅度 , 若其增长幅度小于 1 % , 且λmax >

10 - 5 ,则λopt 减半[4 ,7 ] .
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4 　混合拉格朗日与分散搜索算法
　　需要指出的是 ,根据问题的定义 ,对于未选中

的节点没有加惩罚 , 所以在大多数情况下 , 通过

Volume 算法求解 Lagrangian 对偶问题得到的最终

的收敛解大都是不可行解 (如果得到的是可行解 ,则

表明得到了原有问题的最优解) ,即只是原问题的一

个下界. 通常的方法是将获得的下界作为一个部分

解 ,通过一系列的修补策略使得这个不可行解变为

可行解[8 ] . 这种方法只用到了最后的下界信息 ,而抛

弃了在求解 Lagrange 对偶问题过程中获得的大量

信息. 文献[ 9 ] 证明 , TSP 的最优解所包含的弧一定

包含在求解 Lagrange 对偶问题过程中获得的弧集

中 ,而且对于 MST 问题有同样的结果. 所以通过保

留求解 Lagrange 对偶问题过程中得到的弧集合 ,本

文认为对于最优解的搜索可以限制在这个范围

内[2 ,4 ] . 将所有构成这些 MST 问题解的这些弧集合

用 E 表示 ,这里只保留弧 ,不必保留求解 Lagrange

对偶问题过程中弧对应的权 �C{ i , j} ,因为每次迭代弧

的权都是随着 Lagrange 乘子的改变而改变的. 本文

提出的 HL GSS 算法就是为了利用这个特性.

HL GSS 的流程如图 2 所示.

图 2 　HL GSS流程

　　SS 算法[10 ] 是一种基于启发式的进化算法 ,最

早由 Glover 于 1977年提出 ,已成功应用于多种优化

问题 ,如图着色问题、并行机问题和 VRP TW 问题

等[11213 ] . 其主要思想是 :构建2提升2合成. 构建策略

就是通过一些启发式方法产生初始的参考解集 ,用

Ref Set 表示 ,一般不超过 20 个 , 这些解不仅要求质

量高 ,而且还要兼有多样化 ;提升策略是指对参考集

合中的解采取局部搜索策略进行处理 ,以提高解的

质量且保持解的多样性 ;合成策略是指通过策略挑

选参考解集中的一些子集 ,将这些子集通过合成机

制组合为一个解 , 并用最后产生的新解来更新

Ref Set ;然后根据更新的 Ref Set 进行新一次搜索.

　　由此可见 ,对于 SS 算法 ,初始解的选择是很重

要的. 在求解 Lagrange 对偶函数的过程中 ,对给定

的一组 Lagrange 乘子 , 每次迭代都会改变弧的权

重 ,构成一个新图 Gt = (V , Et ) . 其中 t 为对应的迭

代次数 ,当前的弧权的计算见式 (7) . 利用 MPA 算

法作用于 Gt 上 ,可获得一个可行解 ,随着 Lagrange

乘子的不断更新 ,会产生一系列不同的连通图. 不必

每代都采用 MPA 求解 ,而是每隔若干代利用 MPA

作用于 Gt 产生一个可行解 ,并保留在可行解集中 ,

用 PriSet 表示 ;然后从 PriSet 中取大约 10 个质量最

好的解作为 SS 算法的 Ref Set . 后续的 SS 算法搜索

的空间将限定在简化图 �G = (V , �E) 内 ,令此时弧的

权为 �Ce , e ∈�E仍保持为原来的权 Ce . 选取策略可参

见文献[10 ] , Tree2Tabu2Search ( T TS) 局部搜索策

略[14 ] 可应用问题的提升策略 ,组合策略和 SS 算法

框架实现可参见文献 [13 ]. 限于篇幅 , 在此不再赘

述.

5 　仿真结果
　　采用与文献[4 ] 相同的产生规则 ,产生 n 个节

点 ( n = 100～500) ,弧的数量为3 n和6 n ,规则如下 :

节点的坐标为二维均匀分布的整数 ,分布区间为[0 ,

120 ]. 为保持图的连通性 ,在图中产生一个生成树.

这里将弧集{ e : ( vi , v i+1 ) , i = 1 ,2 , ⋯, n - 1} 首先加

入图中 ,其余的弧随机生成并添加到图中. 弧的权重

定义为

C{ i , j} = [10 ( x i - x j )
2 + ( y i - y j )

2 ] ,

其中[ x ] 表示大于等于 x 的最小的整数. 节点的奖

励 p j ( j ∈V ) 为均匀分布在[1 ,30 ] 中的整数. 在每

一个例子中 ,取相应的限额

Q = [η∑
j ∈V

p j ] ,

图 3 　HL GSS 和 SS收敛曲线(η = 0. 6 ,500/ 5 000)

图 4 　HL GSS和 SS收敛曲线(η = 0. 8 ,500/ 5 000)
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表 1 　定额系数η = 0. 6 的仿真结果

规模 m ×n
搜索空间减少
比例 (RP) / %

Volume 算法

LB t/ s

SS 算法

Sol t/ s Gap/ %

HL GSS 算法

Sol t/ s Gap/ %

100/ 600 72 8 367 18. 84 9 080 30. 24 8. 52 8 563 28. 32 2. 41

100/ 1 000 65 7 039 21. 32 7 448 29. 24 5. 81 7 193 30. 01 2. 19

200/ 1 200 68 17 290 45. 76 19 266 63. 21 11. 43 17 523 52. 34 1. 35

200/ 2 000 57 13 525 125. 34 14 794 50. 23 9. 38 13 655 46. 78 0. 98

300/ 1 800 69 27 439 160. 87 30 831 121. 65 12. 36 27 897 100. 35 1. 67

300/ 3 000 57 21 561 173. 56 22 600 150. 65 4. 82 21 783 135. 23 1. 03

400/ 2 400 55 38 648 104. 68 42 378 147. 63 9. 65 38 783 113. 93 0. 38

400/ 4 000 58 30 086 158. 92 32 204 180. 12 1. 04 30 122 132. 74 0. 12

500/ 3 000 62 44 410 329. 16 47 212 191. 25 6. 31 44 663 145. 89 0. 52

500/ 5 000 59 39 500 353. 69 40 740 250. 27 2. 14 39 670 202. 37 0. 43

平均偏差 / % 7. 21 1. 14

表 2 　定额系数η = 0. 8 的仿真结果

规模 m ×n
搜索空间减少
比例 (RP) / %

Volume 算法

LB t/ s

SS 算法

Sol t/ s Gap/ %

HL GSS 算法

Sol t/ s Gap/ %

100/ 600 64 10 329 20. 85 10 870 35. 23 5. 24 10 468 30. 21 1. 37

100/ 1 000 63 9 385 24. 03 9 686 42. 58 3. 21 9 448 40. 13 0. 65

200/ 1 200 71 29 810 54. 48 32 240 103. 25 8. 15 29 926 87. 54 0. 39

200/ 2 000 69 19 890 85. 52 20 511 120. 32 3. 12 19 914 100. 58 0. 12

300/ 1 800 54 33 875 101. 13 35 057 180. 56 3. 49 33 885 153. 82 0. 03

300/ 3 000 59 28 370 108. 48 28 733 231. 39 1. 28 28 523 176. 35 0. 55

400/ 2 400 31 51 530 230. 12 53 174 160. 12 3. 19 51 607 130. 32 0. 18

400/ 4 000 58 42 374 157. 43 42 764 280. 32 0. 92 42 556 204. 35 0. 43

500/ 3 000 42 68 323 345. 27 69 013 304. 27 1. 01 68 507 224. 78 0. 29

500/ 5 000 47 54 861 305. 32 55 207 360. 54 1. 63 54 872 243. 24 0. 02

平均偏差 / % 3. 11 0. 41

其中η是定额比例系数 ,这里分别取η = 0 . 6 ,0 . 8 ,

这样共有 20 个仿真算例.

　　基于 M a t l a b 平台进行仿真 , 计算机为

PentiumIV 2. 8 GHz ,512 M 内存. 仿真结果如表 1

和表 2 所示. 其中搜索空间减少比例 ( RP) = (1 -

| �E | / | E | ) 3 100 % , Gap = (Sol - LB) / LB ,LB

为通过 Volume 算法得到的下界 , t 为算法的运算时

间.

　　从仿真结果可以看出 (迭代次数均为 200 代) ,

HL GSS算法的所有偏差都保持在 3 %以内 ,而且随

着定额系数η的增大 ,偏差逐渐减少 ,而 SS 算法的

偏差则较大. 图3和图4为 HL GSS和 SS分别对于两

个规模最大算例而进行的收敛性仿真分析. HL GSS

算法由于搜索空间缩小 ,在 40 ～ 60 代左右就已经

收敛 ,而单独使用 SS 算法则在 140 ～ 180 代左右才

收敛. 所以搜索空间的减少对于加速 SS算法效果是

相当有利的.

6 　结 　　语
　　实践证明 ,将启发式算法与数学规划相结合的

混合算法是非常有效的. 本文提出的混合算法是对

SS 算法与数学规划相结合的一种尝试 ,本质上是对

启发式算法和数学规划方法的浅层次组合. 未来的

研究应着重进行两种甚至多种算法的有机组合 ,进

而能够对算法的性能作出有界估计. 这类研究无论

是在理论上还是应用上都具有十分重要的意义.
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