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参数摄动系统的鲁棒 H ∞状态估计
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摘　要: 基于 Shaked 提出的参数依赖型有界实引理, 研究具有凸多面体参数摄动系统的鲁棒 H ∞状态估计问题. 采

用线性矩阵不等式技术, 推导出此类不确定系统的全阶鲁棒 H ∞滤波器存在的充分条件, 并将滤波器的设计转化为

一个凸优化的求解问题. 与传统的基于二次稳定的滤波方案相比, 该滤波器设计方法具有较小的保守性.
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Abstract: T he p rob lem of robust H ∞ filtering fo r system s w ith uncerta in param eters residing in a po lytope is

discussed based on the param eter2dependen t bounded real lemm a p ropo sed by Shaked. By m eans of linear m atrix

inequality techn ique, the ex istence condit ion fo r the fu ll2o rder robust H ∞ filters is derived. T he filter design is

transfo rm ed in to a convex op tim ization p rob lem in term s of linear m atrix inequality, w h ich can be so lved via efficien t

in terio r po in t a lgo rithm s. T he p ropo sed filter design p rocedure is m uch less conservative than earlier resu lt that is

based on the quadratic stab ility no tion.
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1　引　　言
　　卡尔曼滤波是线性估计理论中较为重要的方法

之一, 该方法建立在精确的数学模型基础上, 并假设

噪声输入为严格的高斯过程或高斯序列. 然而实际

问题往往不能满足这两个条件, 经常导致滤波发散.

近年来, 国内外学者针对这一问题进行了大量研究,

提出一系列有效的滤波算法[1～ 8 ]. 鲁棒 H ∞滤波[1～ 5 ]

综合考虑了这两方面的不确定性, 其主要思想是针

对具有不确定性的系统模型设计稳定的滤波器, 并

使噪声输入到估计误差的衰减水平 (H ∞范数) 小于

给定值. 鲁棒 H ∞ 滤波主要有基于代数黎卡提

(A R E) [1, 2 ]和线性矩阵不等式 (LM I) [3～ 5 ]两种方法.

采用A R E 方法得到的结果常包含一些需要调整的

参数, 而基于LM I 的研究方法正受到越来越多的

关注. 文献[ 3, 4 ]针对一类具有凸多面体参数不确定

性的系统, 提出了基于凸优化的鲁棒H ∞滤波方法.

但其滤波器设计是建立在二次稳定概念基础上, 即

要求对于所有允许的不确定参数, 系统存在一个统

一的L yapunov 函数. 显然, 这样的要求比较苛刻,

由此导出的结果必然具有较大的保守性. 为此, 不少

学者进行了参数依赖型L yapunov 函数的研究, 试

图寻找和系统的不确定性相关联的L yapunov函数,
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以减小设计的保守性[9～ 11 ].

　　本文将文献 [ 9 ]的思想应用于滤波器的设计,

研究凸多面体不确定连续系统的鲁棒H ∞滤波问

题. 文中采用LM I 技术, 基于 Shaked 提出的参数依

赖型有界实引理[11 ] , 推导出此类不确定系统的全阶

鲁棒H ∞滤波器存在的充分条件, 并将滤波器的设

计转化为一个凸优化的求解问题. 由于滤波器的设

计建立在参数依赖型的性能准则基础上, 与传统的

基于二次稳定的滤波方法[3, 4 ]相比, 本文所得结果具

有较小的保守性, 同时算例也验证了该滤波器设计

方法的可行性.

2　问题描述
　　考虑如下线性连续时间系统:

xα( t) = A x ( t) + B Ξ( t) ,

y ( t) = C x ( t) + D Ξ( t) ,

z ( t) = L x ( t).

(1)

其中: x ( t) ∈ R n 为状态变量, Ξ( t) ∈ R q 为噪声输

入, y ( t) ∈R m 为测量输出, z ( t) ∈R p 为要估计的信

号. 假设不确定性系统矩阵可以表达为若干个顶点

矩阵的凸组合, 即

M • (A ,B , C ,D ,L ) ∈ R,

R • { (A ,B , C ,D ,L ) û (A ,B , C ,D ,L ) =

∑
k

i= 1
Σi (A i,B i, C i,D i,L i) ; Σi ≥ 0; ∑

k

i= 1
Σi = 1}.

(2)

构造如下形式的全阶滤波器:

x
õ̂

( t) = A F x^ ( t) + B F y ( t) ,

z^ ( t) = C F x^ ( t) ,
(3)

取状态变量 Ν( t) • {x ( t) T , x^ ( t) T }T , 则滤波误差系

统方程为

Ν
õ

( t) = AϖΝ( t) + BϖΞ( t) ,

e ( t) = CθΝ( t).
(4)

其中

Aϖ =
A 0

B FC A F

,Bϖ =
B

B FD
,

Cθ = [L 　 - C F ], e ( t) • z ( t) - z^ ( t).

于是噪声信号 Ξ( t) 到估计误差信号 e ( t) 的传递函

数为

T (s) = Cθ (sI - Aϖ) - 1Bϖ. (5)

　　定义 1[3, 4 ]　式 (5) 中传递函数 T (s) 的H ∞ 范

数定义为

‖T (s)‖∞ • sup
0≠Ξ∈L 2

‖e‖L 2

‖Ξ‖L 2

.

其中

‖e‖L 2 = (∫
∞

0
‖e ( t)‖2

2d t)
1ö2

,

‖Ξ‖L 2 = (∫
∞

0
‖Ξ( t)‖2

2d t)
1ö2

.

　　本文要研究的问题是, 在系统矩阵 (A ,B , C ,D ,

L ) 满足式 (2) 的情况下, 求出滤波器参数矩阵 (A F ,

B F , C F ) , 使系统 (4) 稳定, 并使噪声信号Ξ( t) 到滤波

误差 e ( t) 的传递函数的H ∞ 范数小于给定的 Χ(Χ>

0) , 即‖T (s)‖∞ < Χ.
　　注 1　 针对多面体不确定系统的特点, 下文中

每一问题的阐述都将采用如下顺序: 先阐述M ∈R
为任意确定性常值矩阵的情形, 然后由所得线性矩

阵不等式的仿射特性将其推广到不确定系统, 这种

思路对此类不确定系统具有一般性.

3　 主要引理
　　引理 1[12 ]　考虑系统 (1) , 假定M ∈R为任意

确定性常值矩阵, 则滤波误差系统 (4) 稳定且

‖T (s)‖∞ < Χ(Χ> 0) 的充要条件为: 存在矩阵 P

= P T > 0, P ∈R 2n×2n 满足

PAϖ + AϖTP PBϖ CθT

3 - I 0

3 3 - Χ2 I

< 0, (6)

其中“3 ”代表对应块的转置矩阵.

　　引理 1 为针对确定性系统的有界实引理, 由

Schu r 补引理及凸多面体不确定系统的内在特性,

很容易得到不确定系统的鲁棒H ∞ 性能准则.

　　推论 1　考虑系统 (1) , 设M ∈ R代表不确定

系统矩阵, 则系统 (4) 稳定且‖T (s)‖∞ < Χ(Χ> 0)

的充分条件为: 存在矩阵P = P T > 0, P ∈R 2n×2n 满

足

PAϖi + AϖT
i P PBϖi CθT

i

3 - I 0

3 3 - Χ2 I

< 0,

Π i = 1, 2, ⋯, k. (7)

其中 (Aϖi,Bϖi, Cθ i) 为系统 (4) 的顶点矩阵, 可由系统

(1) 的顶点矩阵和滤波器矩阵求出.

　　推论 1 为基于二次稳定概念的凸多面体不确定

系统的有界实引理, 要求对于系统的所有不确定参

数, 存在统一的正定矩阵P 满足以上条件. 文献[ 11 ]

通过将系统矩阵与L yap unov 矩阵分离给出了一个

具有较小保守性的参数依赖型有界实引理.

　　引理 2[11 ]　考虑系统 (1) , 假定M ∈R为任意

确定性常值矩阵, 则滤波误差系统 (4) 稳定且
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‖T (s)‖∞ < Χ(Χ> 0) 的充要条件为: 对于0 < Εν
1, 存在矩阵 P = P T > 0, P ∈ R 2n×2n 及矩阵 G ∈

R 2n×2n 满足
P - GT - G GT + ΕGTAϖT 0 GTCθT

3 - P Bϖ 0

3 3 - Χ2Ε- 1 I 0

3 3 3 - Ε- 1 I

< 0.

(8)

　　推论 2　考虑系统 (1) , 设M ∈R代表不确定

系统矩阵, 则系统 (4) 稳定且‖T (s)‖∞ < Χ(Χ> 0)

的充分条件为: 对于 0 < Εν 1, 存在矩阵P i = P T
i >

0, P i ∈R 2n×2n ( i = 1, 2, ⋯, k ) 及矩阵G ∈R 2n×2n 满

足
P i - GT - G GT + ΕGTAϖT

i 0 GTCθT
i

3 - P i Bϖi 0

3 3 - Χ2Ε- 1 I 0

3 3 3 - Ε- 1 I

< 0,

Π i = 1, 2, ⋯, k. (9)

　　注2　对于确定性系统而言, 引理1和引理2是

等价的, 其差别仅在于引理 2 通过引入一个附加矩

阵G , 消除了引理 1 中L yap unov 函数与系统矩阵之

间的耦合, 即引理 2 中不再含有正定矩阵 P 与系统

矩阵的乘积项, 这使得当将其应用于凸多面体不确

定系统时可以得到和系统不确定性相关联的

L yapunov 函数, 即对于凸多面体的每个顶点 i 允许

有不同的正定矩阵 P i 满足要求 (见推论 2) , 这是与

传统的二次稳定条件 (见推论 1) 的主要区别, 类似

的处理方法见文献[ 9～ 11 ].

　　通过解除L yapunov 矩阵和系统矩阵之间的耦

合来减小设计的保守性的思想最早在文献[ 9 ] 中提

出, 但受线性矩阵不等式特点的限制, 该方法只能应

用于不确定离散系统. 随后文献[ 11 ] 借助投影定理

将这种思想扩展到连续系统, 提出了与文献 [ 9 ] 具

有相同特性的稳定条件, 但该条件仍具有一定的局

限性, 无法应用于鲁棒H ∞ 性能问题. 文献[ 11 ] 则将

这种思想继续扩展到连续系统的H ∞ 性能问题.

4　 主要结果
　　 文献[ 3, 4 ] 给出了系统 (1) 基于引理 1 的鲁棒

H ∞ 滤波器的设计方法, 下面将推导系统 (1) 基于引

理 2 的鲁棒H ∞ 滤波器存在的充分条件.

　　首先考虑系统 (1) 中M ∈ R代表任意确定性

常值矩阵. 由引理 2 知, 保证滤波误差系统 (4) 稳定

且‖T (s)‖∞ < Χ(Χ> 0) 的充要条件为: 对于 0 <

Εν 1, 存在矩阵P = P T > 0, P ∈R 2n×2n 及矩阵G ∈

R 2n×2n 满足线性矩阵不等式 (8).

　　由式 (8) 有GT + G > 0, 则G 可逆. 将G , G - 1 及

P 表示为分块矩阵的形式, 即

G =
G 11 G 12

G 21 G 22

, G - 1 =
S 11 S 12

S 21 S 22

,

P =
P 11 P 12

P T
12 P 22

,

则有下式成立:

GG - 1 =
G 11S 11 + G12S 21 G 11S 12 + G 12S 22

G 21S 11 + G22S 21 G 21S 12 + G 22S 22

=
I 0

0 I
,

G - 1G =
S 11G 11 + S 12G 21 S 11G 12 + S 12G 22

S 21G 11 + S 22G 21 S 21G 12 + S 22G 22

=
I 0

0 I
.

(10)

　　不失一般性, 假设G 21 和 S 21 为可逆方阵[13 ]. 引

入矩阵

J G •
G 11 I

G 21 0
, J S •

I S 11

0 S 21

, (11)

则 J G , J S 可逆, 且有关系式G - 1J G = J S , GJ S = J G.

　　定义

Pδ •
P
δ

11 P
δ

12

P
δT

12 P
δ

22

= J T
s PJ s,

J 1 • d iag{J s, J s, I , I }.

用 J T
1 左乘、J 1 右乘不等式 (8) , 可得

J T
s (P - GT - G)J s J T

s (GT + ΕGTAϖT )J s 0 J T
s GTCθT

3 - J T
s PJ s J T

s Bϖ 0

3 3 - Χ2Ε- 1 I 0

3 3 3 - Ε- 1 I

< 0,

代入矩阵变量可得

Pδ11 - G
T
11 - G11

Pδ12 - I -

G
T
11S 11 - G

T
21S 21

G
T
11 ( I + ΕA T )

G
T
11 ( I + ΕA T )S 11 + ΕGT

21A
T
FS 21 +

ΕGT
11C

TB
T
FS 21 + G

T
21S 21

0 G
T
11L

T - G
T
21C

T
F

3 Pδ22 - S
T
11 - S 11 I + ΕA T ΕA TS 11 + ΕC TB

T
FS 21 + S 11 0 L T

3 3 - Pδ11 - Pδ12 B 0

3 3 3 - Pδ22 S
T
11B + S

T
21B FD 0

3 3 3 3 - Χ2Ε- 1I 0

3 3 3 3 3 - Ε- 1 I

< 0.

(12)
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　　由不等式 (12) 有G 11 + G T
11 > 0, 则G 11 可逆, 定义 J 2 • d iag{G - 1

11 , I , G - 1
11 , I , I , I }, 用 J T

2 左乘、J 2 右乘不

等式 (12) , 得

Pϖ11 - G
- T
11 - G

- 1
11

Pϖ12 - G - T
11 -

S 11 - G
- T
11 G

T
21S 21

ΕA TG
- 1
11 + G - 1

11

ΕA TS 11 + S 11 + G
- T
11 G

T
21S 21 +

ΕC TB
T
FS 21 + ΕG - T

11 G
T
21A

T
FS 21

0 L T - G
- T
11 G

T
21C

T
F

3 Pϖ22 - S
T
11 - S 11 G

- 1
11 + ΕA TG

- 1
11 ΕA TS 11 + ΕC TB

T
FS 11 + S 11 0 L T

3 3 - Pϖ11 - Pϖ12 G
- T
11 B 0

3 3 3 - Pϖ22 S
T
11B + S

T
21B FD 0

3 3 3 3 - Χ2Ε- 1I 0

3 3 3 3 3 - Ε- 1I

< 0,

(13)

Pϖ •
Pϖ11 Pϖ12

PϖT
12 Pϖ22

=
G - T

11 0

0 I

Pδ11 Pδ12

PδT
12 Pδ22

G - 1
11 0

0 I
. (14)

　　定义如下矩阵变量:

R • G - 1
11 , F • S 11,U • S T

21G 21R ,AϖF • S T
21A FG 21R ,BϖF • S T

21B F , CθF • C FG 21R. (15)

将式 (15) 代入矩阵不等式 (13) 可得

Pϖ11 - R T - R Pϖ12 - R T - F - U T ΕA TR + R
ΕA T F + ΕC TBϖT

F +

ΕAϖT
F + F + U T

0 L T - CθT
F

3 Pϖ22 - F T - F ΕA TR + R ΕA TF + ΕC TBϖT
F + F 0 L T

3 3 - Pϖ11 - Pϖ12 R TB 0

3 3 3 - Pϖ22 F TB + BϖFD 0

3 3 3 3 - Χ2Ε- 1 I 0

3 3 3 3 3 - Ε- 1 I

< 0.

(16)

　　总结以上推导, 可得如下定理:

　　定理 1　考虑系统 (1) , 设M ∈R为任意确定

性常值矩阵, 则保证滤波误差系统 (4) 稳定且

‖T (s)‖< Χ(Χ> 0) 的滤波器 (3) 存在的充要条件

为: 对于 0 < Εν 1, 存在矩阵 Pϖ11 = PϖT
11 > 0, Pϖ11 ∈

R n×n , Pϖ22 = PϖT
22 > 0, Pϖ22 ∈ R n×n , Pϖ12 ∈ R n×n , R ∈

R n×n , F ∈R n×n ,U ∈R n×n ,AϖF ∈R n×n ,BϖF ∈R n×m , CθF

∈R p×n 满足线性矩阵不等式 (16).

　　将定理 1 推广到凸多面体不确定系统, 可得系

统 (1) 鲁棒H ∞ 滤波器存在的充分条件:

　　推论 3　考虑系统 (1) , 设M ∈ R代表不确定

性矩阵, 则保证滤波误差系统 (4) 稳定且‖T (s)‖∞

< Χ(Χ> 0) 的滤波器 (3) 存在的充分条件为: 对于 0

< Εν 1, 存在矩阵 Pϖ11i = PϖT
11i > 0, Pϖ11i ∈R n×n , Pϖ22i

= PϖT
22i > 0, Pϖ22i ∈R n×n , Pϖ12i ∈R n×n , i = 1, 2, ⋯, k ,

R ∈ R n×n , F ∈ R n×n ,U ∈ R n×n ,AϖF ∈ R n×n ,BϖF ∈

R n×m , CθF ∈R p×n 满足如下线性矩阵不等式组:

Pϖ11i - R T - R Pϖ12i - R T - F - U T ΕA T
i R + R

ΕA T
i F + ΕC T

i B
ϖT

F +

ΕAϖT
F + F + U T

0 L T
i - CθT

F

3 Pϖ22i - F T - F ΕA T
i R + R ΕA T

i F + ΕC T
i B
ϖT

F + F 0 L T
i

3 3 - Pϖ11i - Pϖ12i R TB i 0

3 3 3 - Pϖ22i F TB i + BϖFD i 0

3 3 3 3 - Χ2Ε- 1 I 0

3 3 3 3 3 - Ε- 1 I

< 0,

Π i = 1, 2, ⋯, k. (17)

　　注 3　推论 3 将系统 (1) 的鲁棒H ∞ 滤波器存

在的充分条件转化为一个线性矩阵不等式组的可解

性问题. 若式 (17) 具有可行解, 则系统 (1) 存在形如

式 (3) 的鲁棒H ∞ 滤波器. 此时由式 (17) 有

R T + R F + R T + U T

3 F T + F
> 0, (18)
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显然U 可逆; 否则存在向量 x ≠ 0, 满足U x = 0, 则

有

[x T　 - x T ]
R T + R R T + F + U T

3 F T + F

x

- x
= 0,

这与式 (18) 矛盾, 因此矩阵U 非奇异. 又由 R 非奇

异, 可得U R - 1 可逆. 于是由U R - 1 = S T
21G 21, 可保证

分解出非奇异方阵S 21 和G 21
[13 ]. 此时由式 (15) 可唯

一构造出滤波器矩阵 (A F ,B F , C F ) 为

A F = S - T
21 AϖFR - 1G - 1

21 ,B F = S - T
21 BϖF ,

C F = CθFR - 1G - 1
21 . (19)

　　 式 (19) 给出了构造滤波器 (3) 参数矩阵的方

法. 因该方法所需的矩阵变量 S 21 和G 21 并未直接包

含在线性矩阵不等式组 (17) 中, 下面给出一种更为

简便的方法. 首先将滤波器 (3) 从 y ( t) 到 z
δ( t) 的传

递函数表示为

T zδy = C F (sI - A F ) - 1B F ,

将滤波器的参数矩阵 (19) 代入上式并考虑关系式U

= S T
21G 21R , 可得

T zδy =

CθFR - 1G - 1
21 (sI - S - T

21 AϖFR - 1G - 1
21 ) - 1S - T

21 BϖF =

CθF (sS T
21G 21R - AϖF ) - 1BϖF =

CθF (sI - U - 1AϖF ) - 1U - 1BϖF.

由此可知, 满足要求的滤波器参数矩阵亦可由下式

给出:

A F = U - 1AϖF ,B F = U - 1BϖF , C F = CθF , (20)

而式 (20) 中构造滤波器参数矩阵所需的矩阵变量

全部包含在式 (17) 中.

　　 注 4　对于给定的 0 < Εν 1, 式 (17) 不仅是关

于矩阵变量, 也是关于标量 Χ2 的线性矩阵不等式

组. 因此可将 Χ2 作为一个优化变量来得到最优扰动

衰减水平, 即可通过求解如下的凸优化问题来设计

系统 (1) 的最优全阶鲁棒H ∞ 滤波器.

m in
Pϖ11i, Pϖ12i, Pϖ22i, R , F ,AϖF ,BϖF , CθF , ∆

∆,

s. t. 式 (17) , ∆ • Χ2, 0 < Εν 1. (21)

则最优扰动衰减水平为 Χ3 = ∆3 , ∆3 为 ∆的最优

值, 且满足要求的滤波器参数矩阵可由式 (20) 求

出.

5　 算　　例
　　考虑如下二阶线性不确定连续系统[6 ]:

xα( t) =
0 - 1 + 0. 3Α
1 - 0. 5

x ( t) +
- 2 0

1 0
Ξ( t) ,

y ( t) = [ - 100　100 ]x ( t) + [ 0　1 ]Ξ( t) ,

z ( t) = [ 1　0 ]x ( t) ,

其中 Α为不确定参数且满足 - 1 ≤ Α≤ 1.

　　 采用文献[ 3, 4 ] 提出的鲁棒H ∞ 滤波器设计方

法, 可得最优Χ值为 5. 461 1 及相应的滤波器参数矩

阵为

A F = 106 ×
1. 123 4 - 1. 123 4

1. 129 9 - 1. 129 9
,

B F = 104 ×
1. 123 4

1. 129 9
, C F = [ 1　0. 999 3 ].

(22)

　　 通过求解式 (21) 所示的凸优化问题设计此系

统的鲁棒H ∞滤波器, 对于Ε= 0. 01可得最优Χ值为

5. 401 2 以及相应的滤波器参数矩阵为

A F = 103 ×
4. 508 0 - 4. 508 9

4. 668 9 - 4. 668 5
,

B F =
45. 077 7

46. 680 1
, C F = [ 1　0. 999 5 ]. (23)

　　由此可见, 采用本文方法可以获得较低的最优

扰动衰减指标.

　　下面对滤波误差系统的H ∞扰动衰减特性作以

简要分析. 图 1 给出了由以上两种滤波器构成的滤

波误差系统在 Α取不同值时的H ∞ 扰动衰减性能指

标. 图中曲线 (其中: ① 为文献 [ 3, 4 ] 的二次稳定方

法, ② 为本文方法) 的计算方法为: 令 Α在区间

[ - 1, 1 ] 上取值, 逐点采用引理 1 计算滤波误差系

统的H ∞ 扰动衰减性能指标. 由图可见, 两种方法设

计出的滤波器均能保证滤波误差系统的H ∞ 范数小

于所设计的指标.

图 1　 滤波误差系统的H ∞ 扰动衰减性能指标

6　 结　 　语
　　本文在 Shaked 提出的参数依赖型有界实引理

的基础上, 研究了具有凸多面体参数摄动系统的鲁

棒 H ∞滤波器的设计方法. 文献[ 10 ]指出, 通过将系

统矩阵和L yapunov 矩阵分离来构造参数依赖型

L yapunov 函数的方法在多目标设计中具有明显的

优点. 如何将参数依赖稳定性的思想引入具有极点
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约束以及其他性能指标约束的多目标滤波器设计

中, 从而得出具有较小保守性的滤波器设计方法是

有待于进一步研究的课题.
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