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摘 要: 研究具有对抗交互的一类非线性多智能体系统的二分一致性跟踪控制问题,借助有向符号图刻画智能体
之间的通信关系,并假定符号图是结构平衡的.进一步,借助符号图网络对二分一致性跟踪问题进行公式化描
述.基于最近邻原则,结合拉普拉斯矩阵、牵制矩阵、符号函数、耦合增益参数等,设计分布式控制律.利用Barbalat
引理和李亚谱诺夫函数证明整个闭环系统的渐近稳定性,在保持闭环系统稳定的条件下推导出耦合增益的下
界.最后通过仿真验证所提出方法的有效性.
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Abstract: This paper investigates the bipartite consensus tracking problem of one class of nonlinear multi-agent systems
with antagonistic interactions in details. The communication relationship among agents is depicted as a directed signed
graph, which is assumed to be structurally balanced. The bipartite consensus tracking problem is furthermore formulated
by integrating with the signed graph network. Based on the nearest neighborhood rule, a distributed control law is
designed accordingly with the aid of the Laplacian matrix, a pinning matrix, a signed function and a coupling gain
parameter. The asymptotic stability of the closed-loop system is rigorously proved by the Lyapunov function with the
aid of the Barbalat lemma. The lower bound condition for the coupling gain is derived to guarantee that the closed-loop
system is asymptotical stable. The effectiveness of the proposed approach is finally verified by simulation results.
Keywords: antagonistic interactions；nonlinear multi-agent systems；bipartite consensus tracking；signed graph

0 引 言

智能电网中网络的负载均衡、频率电压同步,智
能交通系统中无人车辆的自主驾驶,作战系统中无人
机的编队飞行,卫星系统中航天器与飞行器的姿态调
整与同步等,都蕴含着多智能体系统的一致性和协同
控制问题,近年来受到了广泛的研究与关注[1].

当多智能体系统中只存在协作交互时,智能体之
间可以通过局部交互实现全局的协同目标,此时智能
体之间的通信网络可以借助非负图进行刻画,节点
代表智能体,非负权重的边表示智能体间的协作交

互.然而,在社交网络、生物系统中往往存在某些不
愿意协作的个体,此时在系统中协作与对抗交互关系
并存[2].这种情况下,智能体之间的交互关系可以建
模成符号图.例如,在社交网络中,正权重的连接表示
友好关系,负权重表示敌对关系.在基因或蛋白质调
控网络中,正权重表示激活交互,负权重表示抑制作
用[3-4].
针对具有对抗交互的一阶智能体系统, Altafini[5]

扩展了一致性的概念,并设计了分布式控制协议,基
于符号图的性质,智能体最终分成了两组,这两组智
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能体最终的收敛目标符号相反,模相同,称之为二分
一致性.其是在假定符号图结构平衡且强连通的条
件下,给出了二分一致性可达的结论.所谓结构平衡,
是指符号图中的节点集可以分成两个子集,每个子集
内部节点相连的边的权值为正值,子集之间节点相连
的边的权值为负值[6].

在弱连通假设条件下, Hu等[7]研究了标量积分

器智能体系统的二分一致性问题,指出二分一致性可
达只需要符号图结构平衡且含有生成树,同时还探讨
了当有向符号图结构不平衡但满足生成树条件下的

系统一致性性能.在无向符号图下, Valcher等[8]针对

具有单输入的线性时不变系统,证明了二分一致性可
达当且仅当每个智能体状态空间模型可稳.在此基
础上, Zhang等[9-10]将广义线性系统二分一致性的相

关结论扩展到了有向符号图,在有领导者的情况下,
探讨了具有任意输入任意输出的异构线性多智能体

系统的二分输出同步问题. Meng等[11]针对弱连通的

有向符号图,将二分一致性推广到区间二分一致性,
指出当有向图结构平衡时,区间二分一致性可以退
化为二分一致性.进一步,在有向切换符号网络拓扑
下, Meng等[12]给出了一阶多智能体系统的二分一致

性收敛条件.
针对一阶积分器多智能体系统, Lu等[13]探讨了

在符合图满足条件平衡下的有限时间二分一致性问

题,所提出的有限时间控制方法能够改善系统的收敛
性能,具有扰动抑制能力,并且对于外界不确定性具
有鲁棒性,然而该有限时间控制方法对系统初始状态
依赖性强.针对异构线性多智能体系统,在引入观测
器的条件下, Zhang等[14]探讨了固定时间二分一致性

问题,解决了有限时间控制方法依赖系统初始状态的
难题. Liu等[15]分别在符号图满足结构平衡和不平衡

条件下,借助公共的非连续控制协议,通过选择不同
的控制增益,分别实现了有限时间和固定时间二分一
致性目标.

现实应用中,社交网络、生物系统、基因调控网
络、多移动机器人对抗系统中的生物个体、基因、移

动机器人的动力学特性往往是非线性的, Shahvali
等[16]探讨了非严格反馈非线性多智能体系统的有限

时间二分一致性问题, Yang等[17]探讨了具有执行器

故障的未知非线性多智能体系统的固定时间二分一

致性跟踪问题.总体而言, 此问题还有很大的研究空
间,特别地,迫切需要研究具有协作与对抗交互并存
的非线性多智能体系统的二分一致性问题,本文区别
于文献 [16-17],针对一类满足特殊条件的非线性多

智能体系统,在有向符号网络通信拓扑下,进一步探
讨二分一致性跟踪控制律的设计及闭环系统稳定性

分析问题.
本文的研究对象是一类特殊的非线性多智能体

系统,解决的是一类二分一致性跟踪控制问题,所设
计的控制律中引入领导者项,稳定性分析过程中引入
约束条件,推导出耦合增益满足的下界条件.

1 问题描述

本节借助符号图对二分一致性问题进行描述.
考虑如下非线性多智能体系统:

ẋi = f(t, xi) + ui. (1)

其中: i = 1, 2, . . . , n,xi(t) ∈ R为第 i个子系统的状

态,ui(t) ∈ R为控制输入, f : R+ × R → R为有界的

非线性连续函数.
领导者动力学演化特性描述如下:

ẋ0 = f(t, x0), (2)

其中x0(t) ∈ R为领导者的状态.
对抗交互是指系统中存在一些不愿意协作的

个体,两组智能体之间存在着对抗交互关系.具有
对抗交互的多智能体系统通信关系可以建模成符

号图[4].符号图通常表示为G(ν, ε,A), ν = {v1, v2,
. . . , vn}为包含n个节点的非空节点集, ε ⊆ ν × ν为

边集,A = [aij ] ∈ Rn×n为邻接矩阵.
当通信拓扑固定时,邻接矩阵A是常数矩阵,否

则A是时变矩阵,即A(t) = [aij(t)]n×n. (vj , vi)表示
从节点j到节点 i有一条边,意味着节点 i可以接收节

点 j. aij为边 (vj , vi)的权重,若(vj , vi) ∈ ε则aij ̸= 0,
否则aij = 0.假定图没有自环,意味着aii = 0.智能
体i与智能体j之间的交互可以是协作的(aij ⩾ 0),也
可以是对抗的 (aij < 0).很显然矩阵A不再是非负矩

阵,除非多智能体系统只存在协作交互.
若(vj , vi) ∈ ε,则节点j称作节点 i的邻居,Ni =

{vj ∈ ν : (vj , vi) ∈ ε}为节点i的邻居集.
定义1 对应于符号图G(ν, ε, A)的拉普拉斯矩

阵可以表示为L = [lij ]n×n,其中

lij =


∑
k∈Ni

|aik|, j = i;

−aij , j ̸= i.

(3)

注1 根据定义1可知,符号图对应的拉普拉斯
矩阵L行的和不再等于0,即L · 1 ̸= 0,除非系统中不
存在任何对抗交互.
节点vi的入度和出度分别定义为

degin(vi) =
∑
j∈Ni

|aij |, degout(vi) =
∑
j∈Ni

|aji|. (4)
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可得L = C−A,其中C为入度矩阵,其对角线元素为
degin(vi).

定义2 若存在两个非空节点集V1和V2,V1

∪
V2 = V ,V1

∩
V2 = ∅,使得aij ⩾ 0, ∀i, j ∈ Vs(s =

1, 2); aij ⩽ 0, ∀i ∈ Vs, j ∈ Vt, s ̸= t(s, t ∈ {1, 2}),则
称符号图G(ν, ε, A)是结构平衡的,否则称其为结构
不平衡[5].
本文需要设计分布式控制律ui(t)实现如下二分

一致性跟踪目标:

lim
t→∞

|xi(t)− x0(t)| = 0, ∀i ∈ V1;

lim
t→∞

|xi(t) + x0(t)| = 0, ∀i ∈ V2. (5)

由此便定义了二分一致性控制问题,即随着时间的
推移系统中的智能体分成两组,两组收敛目标的模相
同,符号却相反.
二分一致性问题与一般一致性问题的本质区别

在于后者智能体之间只存在协作交互关系,所有个体
期望通过局部交互协同到相同的目标,而前者不仅
存在协作交互,还存在对抗交互,最终所有个体的目
标状态不一致,呈现出二分现象,即一组智能体收敛
到一个目标状态,而另外一组智能体收敛到模相同符
号相反的目标状态.特别地,当集合V2退化成空集时,
二分一致性控制问题(5)便退化为一致性问题.
注2 与文献 [5]探讨一阶线性智能体系统的二

分一致性问题相比,本文期望一组智能体能够跟踪目
标领导者状态,一组智能体收敛到与目标领导者模相
同符号相反的状态,控制目标目的性强.文献 [6]是针
对一阶积分器多智能体系统,在系统中既存在协作交
互,又存在对抗交互的条件下,借助符号网络刻画子
系统间的通信关系,在领导者-跟随者框架下,研究了
二分一致性牵制控制问题.然而,现实应用中的生物
个体、基因、移动机器人等具有内在的非线性特性,本
文探讨一类非线性多智能体系统的二分一致性跟踪

控制问题,具有更广泛的应用性,所研究的被控对象
存在着复杂的非线性特性,给二分一致性跟踪控制律
的设计及闭环系统稳定性分析增加了难度.尽管文
献 [5]也对非线性二分一致性问题进行了研究, 但是
本文探讨的是二分一致性跟踪控制问题,是针对一类
特殊非线性多智能体系统展开的相关研究,所设计的
控制律中引入了领导者项,稳定性分析过程中引入了
约束条件,得到耦合增益的下界条件等相关结论.

2 控制器设计及稳定性分析

本节基于最近邻原则,借助拉普拉斯矩阵和牵制
增益矩阵,设计分布式控制律.借助Barbalat引理,利
用李亚谱诺夫函数,证明整个闭环系统的稳定性.

假设 1 对应于多智能体系统 (1)的符号图

G(ν, ε,A)是结构平衡的.
注3 当符号图结构平衡时,意味着存在一个变

换矩阵D,使得邻接矩阵A可以转化为一个非负矩

阵[18],即矩阵DTAD的元素都是非负的,其中变换矩
阵D = diag{σ1 σ2 . . . σn},σi ∈ {±1}.并且可知
D−1 = D,DT = D.
对于对抗交互下的多智能体系统,定义局部一致

性跟踪误差ei如下:

ei =
∑
j∈Ni

|aij |(sign(aij)xj − xi)+

γi(sign(σi)x0 − xi). (6)

其中

σi =

1, i ∈ V1;

−1, i ∈ V2.
(7)

γi为牵制增益,若智能体 i可以接收领导者的信息,
则γi > 0,否则γi = 0.于是,牵制增益矩阵定义为
G = diag{γ1 γ2 . . . γn}.

基于最近邻原则,设计如下分布式控制律:

ui =α
( ∑

j∈Ni

|aij |(sign(aij)xj − xi)+

γi(sign(σi)x0 − xi)
)
, (8)

其中α > 0为耦合增益.
|aij |来源于拉普拉斯矩阵L, γi来源于牵制矩阵

G,所设计的分布式控制律 (8)实现了他们与符号函
数sign(σi)、耦合增益 α的巧妙组合.
为便于下文的分析,定义一致性跟踪误差如下:

δi = xi − sign(σi)x0. (9)

将δi关于时间t求导,可得

δ̇i = ẋi − sign(σi)ẋ0. (10)

将式(1)和(2)代入(10),可得

δ̇i = f(t, xi)− sign(σi)f(t, x0) + ui. (11)

借助拉普拉斯矩阵L和牵制增益矩阵G,将控制
律 (8)代入 (10),可得对应于全局一致性跟踪误差的
闭环系统

δ̇ = −α(L+G)δ + F (t, δ). (12)

其中

δ =


x1 − sign(σ1)x0

...
xn − sign(σn)x0

 ,

F (t, δ) =


f(t, x1)− sign(σ1)f(t, x0)

...
f(t, xn)− sign(σn)f(t, x0)

 .
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拉普拉斯矩阵 L、 牵制增益矩阵G、 符号函数

sign(σi)、耦合增益α等均出现在了闭环系统 (12)中,
再次实现了这些关键动态的组合.令z = Dδ,有

ż = −αDT(L+G)Dz +DF. (13)

假设2 假定系统 (1)演化动力学特性f(t, xi)满

足

∥f(t, xi)− sign(σi)f(t, x0)∥ ⩽ l∥xi − sign(σi)x0∥.
(14)

注4 满足假设2的系统演化动力学特性是存在
的,例如f(t, xi) = sin(xi).当i ∈ V1时,σi = 1,有

|sinxi − sinx0| =∣∣∣2 cos xi + x0

2
sin xi − x0

2

∣∣∣ ⩽
2 · |xi − x0|

2
= |xi − x0|,

此时 l = 1.当i ∈ V2时,σi = −1,有

|sinxi + sinx0| =∣∣∣2 sin xi + x0

2
cos xi − x0

2

∣∣∣ ⩽ 2
∣∣∣sin xi + x0

2

∣∣∣ ⩽
2 · |xi + x0|

2
= |xi + x0|,

此时 l = 1.
类似的,函数f(t, xi) = cosxi也满足假设2,进一

步可以说明满足假设2的系统动力学特性是存在的,
此假设是合理的,区别于文献 [16-17],本文研究的非
线性多智能体系统 (1)是在满足假设2下的一类特殊
系统.
假设2在实际应用中的普适意义在于其刻画了

个体与领导者之间的动力学特性演化差异,受到其自
身状态与领导者状态差异间的约束,同时还受到其与
领导者之间是否存在协作或对抗交互关系的影响.
引理1 设ϖ(t) : R → R为时间区间 [t0,+∞)

上的一致连续函数[19], lim
t→∞

w t

t0
ϖ(υ)dυ存在且有界,

则当t → +∞时,ϖ(t) → 0.
定理1 考虑满足假设2的一类非线性多智能体

系统 (1),若对应于系统的符号图有一棵生成树且结
构平衡 (满足假设1),则至少有一个位于根节点的智
能体可以获得参考目标 (2)的信息,采用分布式控制
律 (8),存在矩阵P > 0,Γ = DT(L + G)D > 0,当耦
合增益满足

α >
2λmax(P )l

λmin(PΓ + ΓTP )
(15)

时,随着时间的推移,闭环系统 (13)是渐近稳定的,即
一致性跟踪误差δ → 0(t → +∞)且二分一致性跟踪

目标(5)可以实现.
证明 针对转换后的闭环系统 (13),选择如下李

亚谱诺夫函数:

V = zTPz. (16)

将函数 (16)沿系统 (13)状态轨迹关于时间 t求导,可
得

V̇ = zTP ż + żTPz =

zTP (−αDT(L+G)Dz + DF)+

(FTDT − αzTDT(L+G)TD)Pz =

− αzTPDT(L+G)Dz + zTPDF+

FTDTPz − αzTDT(L+G)TDPz. (17)

由于系统(1)演化动力学特性f(t, xi)满足假设2,有

∥F (t, δ)∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

∥f(t, x1)− sign(σ1)f(t, x0)∥

...
∥f(t, xn)− sign(σn)f(t, x0)∥


∥∥∥∥∥∥∥∥ ⩽

l

∥∥∥∥∥∥∥∥
∥δ1∥

...
∥δn∥

∥∥∥∥∥∥∥∥ = l∥δ∥, (18)

∥DF∥ ⩽ l∥z∥. (19)

令Γ = DT(L+G)D,可得

V̇ =

− αzT(PΓ + ΓTP )z + 2zTPDF ⩽

− αλmin(PΓ + ΓTP )∥z∥2 + 2∥z∥∥PDF∥ ⩽

− αλmin(PΓ + ΓTP )∥z∥2 + 2λmax(P )l∥z∥2 =

−
(
α− 2λmax(P )l

λmin(PΓ + ΓTP )

)
λmin(PΓ + ΓTP )∥z∥2.

(20)

选择恰当的耦合增益α满足

α >
2λmax(P )l

λmin(PΓ + ΓTP )
.

上式右端给出了耦合增益α满足的下界,其依赖于正
定矩阵P、置换矩阵D、拉普拉斯矩阵L、牵制矩阵G、

参数 l等.
由于∥z∥ ⩾ 0,可得 V̇ ⩽ 0.令

ϖ(z) =(
α− 2λmax(P )l

λmin(PΓ + ΓTP )

)
λmin(PΓ + ΓTP )∥z∥2,

(21)

可得

V̇ ⩽ −ϖ(z). (22)

不等式(22)两边积分可得w t

t0
ϖ(υ)dυ ⩽ V (t0)− V (t). (23)

由于0 ⩽ V (t) ⩽ V (t0),可得
w t

t0
ϖ(υ)dυ存在且有界,
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根据Barbalat引理1可得,当 t → +∞时,ϖ(z) → 0,
即z → 0.
由于 z = Dδ,随着时间的推移有 δ → 0,即

(xi − sign(σi)x0) → 0.可以得到在 i ∈ V1中有xi →
x0,在节点集 i ∈ V2中有xi → −x0,其意味着在分布
式控制律(8)下,二分一致性跟踪目标可以实现. 2

注5 由于通信中存在对抗交互,使得拓扑连接
要求更高,本文要求智能体之间的交互在理想网络
进行,若在数字网络下传输的信号量化或离散化,则
会导致系统模型有较大差异,分析更为复杂.对抗交
互使得拉普拉斯矩阵L行和不等于0,分布式控制律
(8)、一致性跟踪误差 (9)中出现了符号函数,尽管借
助正交矩阵D将误差系统转化为 (13),然而式 (13)中
F的存在使得闭环系统的稳定性分析具有一定的难

度.

3 仿真分析

考虑由4个智能体组成的非线性多智能体系统,
在系统中 f(t, xi) = sinxi,初始状态x1(0) = 0.5,

x2(0) = −1, x3(0) = 3, x4(0) = −2.
在场景 1中,智能体之间采用有向通信拓扑,如

图1所示.可以看出符号图含有有向生成树,智能体2
与智能体3之间存在对抗交互关系,其余智能体之间
是协作关系,此符号图是结构平衡的.

1

4

3

2

6-3

2

图 1 场景1中4个智能体之间的通信拓扑

采用二分一致性控制律,可得如图2所示的二分
一致性结果,智能体1与智能体2构成1组,智能体3
与智能体4构成另外1组,这两组结果符号相反,模相
等.
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图 2 场景1中有向通信拓扑下的
多智能体系统二分一致性结果

在场景2中,通信拓扑仍然采用图1所示的有向
通信拓扑,智能体之间的协作与对抗交互关系不变,
在此基础上,引入动态虚拟领导者 ẋ0 = sinx0,初值
为5,牵制增益γ1 = 1,其余为0.于是有

L+G =


1 0 0 0

−2 2 0 0

0 3 3 0

0 0 −6 6

 .

选择置换矩阵D = diag{1, 1,−1,−1}.对矩阵L+G

进行变换,则Γ = DT(L+G)D即为非负图对应的矩

阵结果.选取李亚谱诺夫函数矩阵P = I ,可得

λmin(PΓ + ΓTP ) = 2, λmax(P ) = 1.

在式(15)中, l = 1,于是可得定理1中α > 1.
进一步选择所提出的二分一致性跟踪控制律

(8),在耦合增益满足下界条件 (15)下, 二分一致性跟
踪结果如图3所示.由图3可见,智能体之间不仅实现
了二分一致性跟踪目标,智能体1与智能体2跟踪上
了动态虚拟领导者的状态演化,智能体3与智能体4
收敛到了与领导者模相等、符号相反的目标值.
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图 3 场景2中存在虚拟领导者时的多智能体
系统二分一致性跟踪结果

4 结 论

本文研究了一类特殊的非线性多智能体系统的

二分一致性跟踪控制问题,不仅考虑了智能体间的协
作交互,而且考虑了智能体间的对抗交互.所提出的
方法是分布式的,每个智能体只需要知道自己及邻居
的状态,通过分析闭环系统的稳定性得到耦合增益的
下界条件.在满足符号图结构平衡的条件下,通过选
取满足下界条件的耦合增益,在所设计的二分一致性
跟踪控制律下,一组智能体跟踪上领导者的状态值,
另一组智能体收敛到与领导者模相等符号相反的状

态值,实现了二分一致性跟踪目标.仿真实验验证了
所提出控制方法的有效性.
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