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一类具有输入饱和的组合系统的半全局分散镇定

翟　丁, 张庆灵, 陈跃鹏
(东北大学 理学院, 辽宁 沈阳 110004)

摘　要: 研究具有输入饱和组合系统在分散线性状态反馈控制作用下半全局镇定问题。首先给出饱和

函数和 M 矩阵的定义和性质;然后指出所研究的问题是寻找一个分散状态反馈, 使得第 i 阶闭环子系

统和完全闭环系统在给定条件下一致渐近稳定;进而运用 M 矩阵理论, 给出了比较简单的具有输入饱

和对称组合系统分散半全局镇定的充分条件。
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Semiglobal decentralized stabilization

for a class of composite systems with input saturation
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( Co lleg e of Science, Nor theastern U niver sity , Shenyang 110004, China )

Abstract: The problem o f semig lobal stabilization fo r composite sy st ems w ith input saturat ion is dis-

cussed by using decentralized linear state feedback cont ro l. A fter giv ing the definitio n of satur ation

function and M -matr ix w it h their pr opert ies, the problem of finding a decentr alized linear state feedback

t o make the ith closed-lo op subsystem and t he over all colsed-lo op sy stem unifo rm ly a symptotically sta-

ble is presented. Finally, by M-ma trix theor y a simpler sufficient condit ion for t he symmet ric composite

sy st em with input sat ur ation to be semig lobally decentralized st abilized is obta ined.
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1　引　　言

　　近年来, 针对组合系统镇定问题的研究已取得

了一些结果[ 1, 2]。输入饱和是控制系统的一个普遍特

征,为此许多学者研究了具有输入饱和的控制系统。

Sussmann
[ 3]
用非线性反馈研究了一类线性系统的

全局渐近镇定问题; Saberi
[ 4]用线性反馈研究了同

类系统的半全局镇定问题。然而,几乎没有人注意到

具有输入饱和的组合系统的分散半全局镇定问题。

本文针对具有输入饱和的组合系统的分散控制

问题进行探讨。利用 M 矩阵理论, 给出了具有输入

饱和对称组合系统分散半全局镇定的充分条件。对

称组合系统大量出现在电力系统、双机提升系统、大

规模并行计算以及人工神经元网络等领域,由 Lun-

ze 提出并称之为对称组合系统
[ 5～7]。

由于对称组合系统结构的特殊性, 许多具有输

入饱和的对称组合系统的分散结构分析和设计问题

都可以简化。本文利用这一特点给出了简洁的有关

分散半全局镇定的结论。

2　预备知识

　　本文中 �m( �) 和 �M( �) 分别表示矩阵的最小和
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最大特征值, 定义‖H‖ = ‖H‖2。

首先介绍饱和函数的定义。

定义 1　若函数 �: R m→ R
m 满足:

1) �( u) 是分散的,即

�( u) = [ �1 ( u1 ) , �2 ( u2) ,⋯, �m( um) ] T

　　2) �j 是半全局 Lipschitz的, j = 1, 2,⋯, m;

3) s�j ( s) > 0,� s ≠ 0;

4) min lim
s→0+

�j ( s)
s

, lim
s→0-

�j ( s)
s

> 0;

5) lim
� s�→∞

inf ( � �j ( s) � ) > 0。

则称 �为饱和函数。
注 1　易知函数

�( t) = t ,　arctg ( t) ,　sign( t) m in{ � t� , 1}
都是饱和函数。对于饱和函数�: R m→R

m,存在 >

0, 使得

　s[ �j (!s) - sat  ( s) ] ≥ 0

�!≥ 1,　� j = 1, 2,⋯, m

其中　　　sat  ( s) = sign( s) m in{ �s� ,  }
下面给出 M 矩阵的定义和性质。

引理 1
[ 6]　假设 W = [W ij ] ∈ R

N×N 是一个非

正对角实方阵,则下面的结论等价:

1) W 的所有主子式都是正的;

2) W 的所有顺序主子式为正;

3) 存在一个所有元素都是正的向量 x (或 y ) ,

使得Wx (或 W
T
y ) 非负;

4) W 是非奇异的, 且 W
- 1 中的元素都是非负

的;

5) 存在d1, d 2,⋯, dN且d j > 0, j = 1, 2, ⋯, N ,

使得d iw ii > ∑
N

j= 1, j≠i

d j �w ij � ;

　　6) W 特征值的实部都是正的。

定义2
[ 6 ]　若矩阵 W 满足引理 1中的任一个条

件,则称 W 为 M 矩阵。

引理2
[ 6]　一个非对角元素非正的实方阵W 是

M 矩阵的充要条件是: 存在一个元素为正的对角矩

阵 D ,使得 W
T
D + DW 为对称正定矩阵。

3　问题描述

　　考虑如下具有输入饱和的线性系统

x
 
i = A ix i + ∑

N

j= 1, j≠i

A ij x j + B i�i ( ui )

i = 1, 2,⋯, N ( 1)

其中: x i ∈ R
n
, u i∈ R

m
, A i ∈R

n×n
, B i∈ R

n×n
, �i: R

m

→ R
m
( i = 1, 2,⋯, m ) 是饱和函数, A ij ∈ R

n×n
( i≠

j ) 是交联矩阵。

本文讨论的问题是:对于给定的有界子集 U ∈

R
Nn
, 存在有界子集U 1, U 2 ,⋯, UN∈R

n
, 使得U � U 1

× U2×⋯× UN。研究的问题是寻找一个分散状态

反馈

u i = K ix i,　i = 1, 2,⋯, N ( 2)

其中 K i ∈ R
m×n
为反馈矩阵,使得:

第 i 阶闭环子系统

x
 
i = A ix i + B i�i ( K ix i) ( 3)

在包含点 x i = 0的吸引域∀ i 一致渐近稳定, 且U i∈

∀ i;对于完全闭环系统, 有

x
 
i = A ix i + ∑

N

j= 1, j≠i

A ij x j + B i�i( K ix i )

i = 1, 2, ⋯, N ( 4)

在包含点 x i = 0的附近区域 ∀ 一致渐近稳定,且 U

∈ ∀ ,即系统( 1) 的分散半全局镇定问题。

在系统( 1) 中,假设: A 1 = A 2 = ⋯= A N , B1 =

B 2 = ⋯ = BN , A ij = A 12。则系统( 1) 可重新表示为

x
 
i = A 1x i + ∑

N

j = 1, j≠i

A 12x j + B1�i( u i)

i = 1, 2, ⋯, N ( 5)

　　具有形式( 5) 的系统称为输入饱和对称组合系

统。Lunze 等
[ 5～7]

研究了不具有输入饱和的对称组

合系统, 本文则研究具有输入饱和对称组合系统的

分散半全局镇定问题。

4　主要结果

　　对于第 i 个子系统,选择一个连续函数 Qi : ( 0,

1] → R
n×n 使得 Q i( #) 是正定的, 且 #∈ ( 0, 1] ,

l im
#→0

Q i( #) = 0。一种简单的情形是取 Qi ( #) = #I。

设P i( #) 是代数 Riccati方程

A
T
i P i( #) + P i( #) A i -

P i( #) B iB
T
i P i ( #) + Qi ( #) = 0

的唯一正定解且与 #相关。当 #取值确定时, Qi ( #)
可分解为 Qi ( #) = C i( #) CT

i ( #) , ( A i , C i( #) ) 能观。设
( A i , B i ) 能稳,则该 Riccat i方程存在正定解。

从注 1可以看出,存在  i > 0,使得

s[ �ij (!s) - sat  
i
( s) ] ≥ 0

� !≥ 1, 　� j = 1, 2,⋯, m ( 6)

其中　　　sat  
i
( s) = sign( s) min{ �s� ,  i }

设 c
2
i = sup{ x T

i P i( #) x i: x i ∈ Ui , #∈ ( 0, 1] } , 可

以看出 #*i > 0,使得

‖B
T
i P

1/ 2
i ( #*i ) z i‖≤  i

� z i ∈ { z i ∈ R
n
:‖z i‖≤ ci} ( 7)

则由文献[ 4] 中定理 1, � #i ∈ ( 0, #*i ] ,� p i > 0, 状
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态反馈

ui = - ( 1 + p i ) B
T
i P i ( #i) x i ( 8)

满足式( 3)。

下面给出状态反馈( 8) 满足式( 4) 的充分条件。

定理1　如果存在Q i( #i ) , #i∈ ( 0, #*i ] , i = 1, 2,

⋯, N ,使得矩阵W = [ w ij ] ,其中

w ij =

�m( Q i( #i ) )
2�M ( P i( #i ) ) ,　i = j

- ‖A ij‖,　i ≠ j

( 9)

是 M 矩阵, 则状态反馈( 8) 满足式( 3) 和( 4)。

证明　设 P i = P i ( #i ) , z i = P
1/ 2
i x i , uL i =

- B
T
i P ix i = - B

T
i P

1/ 2
i z i ,令

V ( x ) = ∑
N

i= 1
f ix

T
i P ix i = ∑

N

i= 1
f iz

T
i z i

其中: f i( i = 1, 2,⋯, N ) 为正数, x
T
= [ x

T
1 , x

T
2 ,⋯,

x
T
N ]。对 V ( x ) 求导,得

V
 = ∑

N

i= 1

f i ( z Ti z i + z
T
i z
 
i ) =

∑
N

i= 1

f i ( z
T
i P

1/ 2
i A

T
i P

1/ 2
i +

∑
N

j = 1, j≠i

z
T
j P

- 1/ 2
j A

T
ijP

1/ 2
i +

�Ti ( u i) BT
i P

1/ 2
i ) z i + z

T
i (P

1/ 2
i A iP

- 1/ 2
i z i +

∑
N

j = 1, j≠i

P
1/ 2
i A ijP

- 1/ 2
j z j + P

1/ 2
i B i�i( u i) ) =

- ∑
N

i= 1
f i [ z

T
i ( P

- 1/ 2
i QiP

- 1/ 2
i +

P
1/ 2
i B iB

T
i P

1/ 2
i ) z i ] -

∑
N

i= 1
2u

T
L i[ �i ( 1 + ∃i) uL i - uL i] +

2∑
N

i= 1
f i ∑

N

j= 1, j≠i

x
T
i P iA ij x j

　　对于 x ∈U � U1×U 2×⋯×UN , x i � U i,有

‖z i‖ ≤ c i。由式( 7) , 得 ‖uL i‖ ≤  i, 因此 uL i =

sat  
i
( uL i)。由式( 6) 得2uT

L i[ �i ( 1 + ∃i ) uL i - uL i] > 0,

所以

V
�

≤

- ∑
N

i= 1
f i�m( Qi )‖x i‖

2
+

2∑
N

i= 1
f i ∑

N

j= 1, j≠i

‖A ij‖‖P i‖‖x i‖‖x j‖ ≤

- X
T
(W

T
PF + FPW ) X

其中W 由式( 9) 给出,且

X = (‖x 1‖,‖x 2‖,⋯, ‖x N‖)
T

P = diag (‖P1‖,‖P2‖, ⋯,‖PN‖) =

　 　diag(�M ( P1 ) , �M( P2 ) ,⋯, �M ( P N ) )

F = diag ( f 1 , f 2, ⋯, f N )

W 是一个M 矩阵,因此 PW 也是M 矩阵。由引理 2,

存在矩阵 F使得 W
T
PF + FPW 正定。这样, 对于任

意的 x ∈ U ,有 V
�

< 0。□

下面给出一个简单的系统( 5) 的分散半全局镇

定充分条件。

首先给出如下引理:

引理 3　矩阵

G =

a b ⋯ b b

b a ⋯ b b

! !  ! !
b b ⋯ b a

是 M 矩阵的充要条件为 b < 0且 a + ( N - 1) b >

0。

证明　令

S =
1

N

1 0 ⋯ 0 1

0 1 ⋯ 0 1

! !  ! !
0 0 ⋯ 1 1

- 1 - 1 ⋯ - 1 1

∈ R
N×N

计算得

S - 1 =

1

N

N - 1 - 1 ⋯ - 1 - 1

- 1 N - 1 ⋯ - 1 - 1

! !  ! !

- 1 - 1 ⋯ N - 1 - 1

1 1 ⋯ 1 1

∈ RN×N

且

S
- 1
GS =

a - b ⋯ 0 0

!  ! !
0 ⋯ a - b 0

0 ⋯ 0 a + ( N - 1) b

∈ R
N×N

由于相似变换不改变矩阵的特征值,矩阵 G 的特征

值为 a - b和a + ( N - 1) b。由定义2和引理 2得,

G 是M矩阵的充要条件为a > 0, b< 0, a - b> 0和

a + ( N - 1) b > 0。□

定理2　假设 U � U 1× U 1×⋯×U 1∈R
Nn ,

如果存在 Q 1( #1 ) , #1∈ ( 0, #*1 ] ,使得
�m( Q 1( #1 ) ) / 2�M ( P 1( #1 ) )

‖A 12‖
> N - 1
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则系统( 5) 的半全局分散控制问题可解。此时, 状态

反馈为

ui = - ( 1 + ∃1 ) BT
1P 1 ( #1) x i

∃1 > 0, 　i = 1, 2,⋯, N ( 10)

　　证明　对于系统( 5) ,由于

w ij =

�m( Q 1( #1 ) )
2�M ( P ( #1) ) ,　i = j

- ‖A 12‖,　i≠ j

根据定理 1和引理 3,系统( 5) 分散半全局镇定的充

分条件是

- ‖A 12‖ < 0

�m( Q) / 2�M ( P ) - ( N - 1)‖A 12‖ > 0

即　　　
�m( Q ) / 2�M ( P)
‖A 12‖

> N - 1 □

5　结　　语

　　本文运用 M 矩阵理论,研究了一类具有输入饱

和的组合系统在半全局分散状态反馈控制作用下的

镇定问题,得到了该系统可镇定的充分条件。这一方

法同样适用于广义系统 [ 8]。
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