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摘要: 自适应鲁棒控制(ARC)能克服参数不确定性与扰动对系统的影响, 具有良好的输出跟踪性能. 然而常
规ARC的参数估计值难以逼近真值. 为实现高性能的控制与准确的参数估计, 本文提出了基于复合自适应律
的自适应鲁棒控制(CAARC). 该方法同时采用了输出误差与参数估计误差的相关信息构造自适应律, 具有比常
规ARC更好的参数估计效果.本文在理论上证明了CAARC的闭环稳定性与参数估计误差的收敛性,并通过分析表
明CAARC具有比常规ARC更好的输出跟踪性能,最后通过仿真验证了该方法的有效性.
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An adaptive robust control for linear motors based on
composite adaptation
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Abstract: The adaptive robust control(ARC) not only reduces the influence of parametric uncertainties and disturbance
to the system, but also provides a good performance in output tracking. However, the parameter estimates of traditional
ARC do not give good approximations to the true values of the corresponding parameters. To achieve a high perfor-
mance control and accurate parameter estimation, we propose a novel composite-adaptation-based adaptive robust control
method(CAARC). This method combines the information of output tracking error with the parameter estimate error in
constructing the adaptation law, which gives a better result in parameter estimation than that from the traditional ARC.
The close-loop stability and the convergence of parameter estimates are also proved. It has been shown by analysis that
CAARC has a better tracking performance than the traditional ARC. Finally, the effectiveness of the proposed method is
demonstrated by simulation.
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1 引引引言言言(Introduction)
为提高控制系统的鲁棒性与输出跟踪性能, YAO

和TOMIZUKA提出了自适应鲁棒控制(ARC)[1,2]. 对
存在未知参数与不确定非线性的对象, ARC能保
证系统的全局稳定性, 并使输出误差在无外扰的
情况下渐近趋于零[2]. LI 和YAO把ARC应用于直
线电机的控制当中, 取得了良好的控制效果[3∼5].
YUN和YAO对上述方法进行改进, 使得ARC能够运
用到输入受约束的系统当中[6]. 然而以上ARC的自
适应律只能保证参数估计值有界,难以实现参数估
计值收敛于真值.

针对常规ARC参数估计值难以逼近真值的问题,
本文对其自适应律进行改进, 提出了基于复合自适
应律的自适应鲁棒控制(CAARC).该方法能使参数
的估计值逼近真值,从而能实现对系统运行状况与

故障的监测. 通过理论与仿真表明CAARC具有良好
的输出跟踪性能.

2 直直直线线线电电电机机机模模模型型型与与与问问问题题题描描描述述述(Linear motor
model and problem formulation)
一般的无铁芯直线电机,由于电流环的调节时间

很短[4],故可忽略其电流动态特性. 本文采用的电机
模型如下[4]:

M · ÿ = u− F, F = Ff + Fr − Fd. (1)

该模型考虑了摩擦与推力纹波的影响,其中y为负载

位置, M为惯量负载与铁芯的总质量, Ff为摩擦力,
Fr为推力纹波, Fd为外部扰动.工程上一般认为摩擦
力Ff与负载运动速度ẏ之间满足

Ff(ẏ) = Bẏ + Ffn(ẏ), (2)

其中: B为粘性摩擦系数; Ffn(ẏ)为摩擦力中的非线
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性项,可表示为[7]

Ffn(ẏ) = [fc + (fs − fc)e−|ẏ/ẏs|ξ ]sgn ẏ, (3)

其中: fs为最大静摩擦力, fc为库仑摩擦力, ẏs和ξ为

用于描述Stribeck效应[7]的参数. 定义∆ = Fd − Fr,
则由(1) (2)可得如下状态方程:




ẋ1 = x2,

Mẋ2 = u−Bx2 − Ffn + ∆,

y = x1.

(4)

上式中: x1为电机输出位置, x2为速度.该模型包含
非线性项Ffn与不确定项∆,且参数M ,B未知.

本文研究的问题是: 设计一个控制器, 使得系
统(4)的输出y对期望轨迹yd的跟踪误差尽可能小,
并实现对M ,B,Ffn等未知参数的在线估计.

3 模模模型型型变变变换换换与与与假假假设设设条条条件件件(Model transforma-
tion and assumption)
为设计ARC,需先对被控对象作一些假设,并对

其模型进行变换.由式(3)可知摩擦模型在x2 = 0处
不连续,而实际电机不能输出不连续推力,故采用连
续函数F̄fn逼近式(3),其中

F̄fn = AfSf(x2), (5)

其中: Af为未知参数, Sf为已知的连续函数. 定义集
总扰动d = F̄fn − Ffn + ∆,则模型(4)的第2式可表示
为

Mẋ2 = u−Bx2 −AfSf + d, (6)

假设d的标称值为dn. 参数M , B, Af和dn均未知,需
要在线估计.定义参数向量

θ = [θ1, θ2, θ3, θ4]T = [M, B,Af , dn]T,

则电机模型可化为{
ẋ1 = x2,

θ1ẋ2 = u− θ2x2 − θ3Sf + θ4 + d̃.
(7)

其中d̃ = d − dn. 实际电机参数M , B, Af和dn均有

界,且边界一般已知或可测,故作如下假设:

假假假设设设 1{
θ∈Ωθ :={θ : θi min 6θi 6θi max, i=1,· · ·, 4},
d̃ ∈ Ωd := {d̃ : |d̃| 6 δd},

(8)
其中:

θmin = [θ1 min, · · · , θ4 min]T,

θmax = [θ1 max, · · · , θ4 max]T,

且θmin, θmax与δd均为已知.

为便于设计ARC,定义如下中间变量[4,8]:

p = ė + k1e = x2 − x2eq, x2eq := ẏd − k1e, (9)

其中: e = y − yd(t)为输出跟踪误差, yd(t)为y的

期望跟踪轨迹, k1 > 0为反馈增益. 由式(9)可知:
e(s)/p(s) = 1/(s + k1) = Gp(s). 由于Gp(s)为稳
定传递函数,因此如果p趋于零,则e也趋于零. 根据
式(7)和(9)可得

Mṗ = u− θ1ẋ2eq − θ2x2 − θ3Sf + θ4 + d̃ =

u + ϕTθ + d̃, (10)

其中:

ϕT = [−ẋ2eq,−x2,−Sf(x2), 1],

ẋ2eq = ÿd − k1ė = ÿd + k1ẏd − k1x2.

4 基基基于于于复复复合合合自自自适适适应应应律律律的的的自自自适适适应应应鲁鲁鲁棒棒棒控控控

制制制(Adaptive robust control based on com-
posite adaptation)
常规ARC能保证系统输出误差指数收敛到原点

附近,并且能在无扰动情况下使输出误差渐近趋于
零. 而对于未知参数的估计值, 一般只能保证其有
界. 如果要使参数的估计值逼近真值, 则输入信号
应当满足持续激励条件[9]. 对于实际系统,此条件往
往不能满足, 因此常规ARC难以实现准确的参数估
计. 本文提出的CAARC方法, 能在比持续激励更弱
的条件下, 实现未知参数的准确估计, 从而具有更
好的在线学习能力. 本节先对常规ARC的性能进行
分析, 再具体阐述CAARC的设计方法, 然后详细分
析CAARC输出跟踪与参数估计的性能.

4.1 常常常规规规ARC的的的性性性能能能分分分析析析(Performance analysis
of the traditional ARC)

1) 常规ARC的控制律为:

u = ua + us, ua = −ϕTθ̂, (11)

其中: ua为自适应控制项; us为鲁棒控制项,其形式
如下:

us = us1 + us2, us1 = −k2p. (12)

k2为选定的正数, us2需要满足以下条件:

p(us2 − ϕTθ̃ + d̃) 6 ε, (13a)

pus2 6 0, (13b)

其中: θ̃ = θ̂ − θ, ε为设计参数,一般取很小的正值.
满足式(13)的us2可由下式求得

[1,4]

us2 = − 1
4ε

h2p. (14)

上式中, h为满足h > ‖θmax − θmin‖ · ‖ϕ‖ + δd的任

意连续函数.
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2) 常规ARC的自适应律为:
˙̂
θ = Projθ̂(Γτ), τ = ϕp, (15)

其中Γ为一正定对角矩阵; Projθ̂为向量的投影算子,
定义如下:

Projθ̂(·) = [Projθ̂1
(·1), · · · , Projθ̂p

(·p)]T, (16)

其中:

Projθ̂i
(·i) =





0, θ̂i = θi max,且·i > 0,

0, θ̂i = θi min,且·i < 0,

·i, 否则.

(17)

定定定理理理 1 [4] 若被控对象(7)满足假设1,并采用控
制律为(11∼13),自适应律为(15)组成的ARC,则系统
具有如下性质:

1) 系统所有状态均有界, 且正定函数Vs =
(1/2)Mp2有上界,其上界定义为

Vs 6 exp(−λt)Vs(0) + (ε/λ)[1− exp(−λt)],

其中λ = 2k2/θ1 max.

2)如果d̃ = 0,则系统的输出跟踪误差最终收敛
到零,即: 当t →∞,有e → 0.

证证证 略,请参考文献[4].

由定理1的证明可知, 常规的ARC虽然能保证误
差e最终趋于零,但不能保证参数估计误差θ̃趋于零,
只能通过投影算子,使θ̂保持在Ωθ以内.

4.2 CAARC的的的设设设计计计(Design of CAARC)
参数的在线估计值除用于设计自适应控制律以

外,还能用于系统工作状态的检测或故障诊断[9],因
此如果能使参数的估计值较好地逼近真值,则能扩
大自适应鲁棒控制器的应用范围.

为了使参数的在线估计值θ̂能逼近其真值θ,需要
改进常规ARC的自适应律. CAARC采用了复合自适
应律,不仅利用了系统输出的误差信息,还利用了参
数估计的误差信息.该方法能使参数估计误差在比
持续激励更弱的条件下收敛到零,从而使参数估计
值能逼近真值.

假设d̃ = 0. 则式(10)可表示为:

Mṗ = u− θ1ẋ2eq − θ2x2 − θ3Sf + θ4. (18)

定义回归向量ϕ0为: ϕ0 = [ẋ2, x2, Sf ,−1]T, 则由
式(18)与(9)可得关于θ的线性关系式:

ϕT
0 θ = u. (19)

CAARC的控制律与自适应律分别如下:

1) CAARC的控制律为:式(11)∼(13);

2) CAARC采用复合自适应律,形式如下:

˙̂
θ = Projθ̂(Γτ − γΓ (P θ̂ −Q)), τ = ϕp, (20)

其中: P (t) =
w t

0
ϕ0ϕ

T
0 dr, Q(t) =

w t

0
ϕ0udr, γ为可

选的正数.

注注注 1 由式(19) (20)和P (t), Q(t)的定义可知

˙̂
θ = Proj

θ̂
(Γϕp− γΓ (

w t

0
ϕ0ϕT

0 drθ̂ −
w t

0
ϕ0ϕT

0 θdr)) =

Proj
θ̂
(Γϕp− γΓ

w t

0
ϕ0ϕT

0 drθ̃). (21)

可见该自适应律不仅包含系统输出误差信息p,还包含与参

数估计误差有关的项
w t

0
ϕ0ϕT

0 drθ̃,故将其称为复合自适应

律.

4.3 CAARC的的的稳稳稳定定定性性性证证证明明明及及及性性性能能能分分分析析析(Stability
proof and performance analysis of CAARC)
引引引理理理 1 对于任意的τ与τ ′,下式成立:

θ̃T(Γ−1Projθ̂(Γτ − Γτ ′)− τ) 6 −θ̃Tτ ′. (22)

证证证 当取τ0为任意值时,投影自适应律
˙̂
θ = Projθ̂(Γτ0), τ0 = ϕp.

可使参数的估计值具有如下性质[10]:
P1 : θ̂ ∈ Ωθ := {θ̂ : θmin 6 θ̂ 6 θmax},
P2 : (θ̂ − θ)T(Γ−1Projθ̂(Γτ0)− τ0) 6 0,∀τ0.

令τ0 = τ − τ ′,由P2可得:

θ̃T(Γ−1Projθ̂(Γτ − Γτ ′)− (τ − τ ′)) 6 0.

从而有式(22)成立. 证毕.

定定定理理理 2 对于被控对象(7),采用控制律为式(11)
∼(13),自适应律为式(21)组成自适应鲁棒控制器,则
系统具有如下性质:

A) 系统所有状态均有界, 且正定函数Vs =
(1/2)Mp2是有上界的,其上界定义为

Vs(t) 6 exp(−λt)Vs(0) + (ε/λ)[1− exp(−λt)],
(23)

其中λ = 2k2/θ1 max.

B) 如果d̃ = 0,则:

1) 系统的输出跟踪误差渐近趋于零,即: 当t →
∞,有e → 0.

2) 如果存在t0 > 0使得P (t0)非奇异,则参数估
计误差也趋于零,即: 当t →∞,有θ̃ → 0.

证证证 A)的证明: 根据式(10) (11)和(12)可得

V̇s = −k2p
2 + p(us2 − ϕTθ̃ + d̃). (24)

注意到式(13a),可得

V̇s 6 −k2p
2+ε = −2k2Vs/M+ε 6 −λVs+ε, (25)

由此可得式(23),故结论A)成立.
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下面证明B):选取如下Lyapunov函数:

Va = Vs + (1/2)θ̃TΓ−1θ̃.

如果d̃ = 0,由式(24)可知

V̇a = −k2p
2 + p(us2 − ϕTθ̃) + θ̃TΓ−1 ˙̂

θ,

把式(20)代入上式可得

V̇a =−k2p
2 + p(us2 − ϕTθ̃) +

θ̃TΓ−1Projθ̂(Γτ − γ(ΓP θ̂ − ΓQ)).

根据式(13b),以及P ,Q和τ的定义可得:

V̇a 6− k2p
2 − θ̃Tτ + θ̃TΓ−1Projθ̂(Γτ−

γΓ (
w t

0
ϕ0ϕ

T
0 dr)θ̂ + γΓ

w t

0
ϕ0ϕ

T
0 θdr) =

− k2p
2 + θ̃T(Γ−1Projθ̂(Γτ − γΓP θ̃)− τ).

根据引理1可得

V̇a 6 −k2p
2 − γθ̃TP θ̃. (26)

由上式可知p ∈ L2. 易知, ṗ有界,故p一致连续.根据
Barbalat引理可知当t → ∞,有p → 0从而根据式(9)
有e → 0. 因此, B)中1)成立. 下面证明2): 由P的定

义可知P (t0)为半正定矩阵. 因此,如果P (t0)非奇异,
则有λmin(P (t0)) > 0,即P (t0)正定. 对于t > t0,有

P (t) =
w t0

0
ϕ0ϕ

T
0 dr +

w t

t0
ϕ0ϕ

T
0 dr =

P (t0) +
w t

t0
ϕ0ϕ

T
0 dr.

由于P (t), P (t0)与
w t

t0
ϕ0ϕ

T
0 dr均为半正定矩阵, 因

此λmin(P (t)) > λmin(P (t0)). 综上可知,如果存在t0
> 0使得P (t0)非奇异, 则对于t > t0有矩阵P (t)正
定,且λmin(P (t)) > λmin(P (t0)) > 0. 又因为γ > 0,
从而有当t > T时,式(26)的右端负定,故V̇a < 0,根
据Lyapunov定理可得当 t → ∞时, p → 0且 θ̃ → 0.
因此B)中的2)成立. 证毕.

注注注 2 如果系统的参考输入yd能使得对应的回

归向量ϕ0满足持续激励条件,即存在正数α1, T对于任

意t > 0满足:
w t+T

t
ϕ0ϕT

0 dr > α1I [9],则由定理2中的B)可

知, CAARC能保证当t →∞,有θ̃ → 0. 然而要注意的是,定

理2中的P (t0)非奇异比持续激励条件更弱.

注注注 3 由式(26)可知, 在扰动d̃ = 0的情况下, 如果增

大γ, 则参数估计误差将以更快的速度收敛到零. 然而, 在

有扰动情况下,过大的γ会导致参数估计值在自适应过程中

有较大的波动.因此应选取合适的γ,使系统具有足够的参

数收敛速度,同时保证自适应过程对扰动的鲁棒性.

注注注 4 由式(14)和(24)可得

V̇s = −(k2 +
1

4ε
h2)p2 + p(−ϕTθ̃ + d̃).

在上式中, p(−ϕTθ̃ + d̃)代表模型不确定性(参数不确定性

与扰动)对系统的影响.在扰动d̃ = 0的情况下, 如果θ̃ = 0,

则p指数收敛到零. 在瞬态响应过程中,由于常规ARC对应

的θ̃难以趋于零,模型不确定性的影响较大,因此影响了系

统输出误差的收敛速度.而CAARC能以较短的时间使θ̃趋

于零,参数不确定性对其瞬态性能影响较小,因此在瞬态过

程中具有比常规ARC更小的跟踪误差.

5 仿仿仿真真真结结结果果果与与与分分分析析析(Simulation results and
analysis)
本文仿真采用式(1)作为直线电机模型, 各模型

参数与文献[4]一致,取值如下:

M = 0.1 V/(m · s−2),

B = 0.27 V/(m · s−1),

Ffn(ẏ) = 0.09(1 + 0.1 · exp(−1000ẏ))sgn ẏ V,

Fd − Fr = −0.005 + 0.01rand(1) V,

其中rand(1)为集合[0,1]内的一个随机数.
已知参数向量θ的取值范围为[θmin, θmax],其中:

θmin = [0.02, 0.24, 0.08,−1]T,

θmax = [0.12, 0.35, 0.12, 1]T.

选取Sf(x2)=(2/π) arctan(9000x2), 易知Af的期望

值为0.09.另外,集总扰动为d = AfSf−Ffn+Fr−Fd.
由于AfSf , Ffn和Fr − Fd均关于原点对称, 因此d的

标称值dn为0. 综上可知,等价模型(7)对应的参数向
量θ为: θ= [0.1, 0.27, 0.09, 0]T, 可见θ ∈ [θmin, θmax].
根据上述直线电机模型参数, 可按照前文所述的方
法设计自适应鲁棒控制器,得到的控制器参数如下:

1) 常规ARC:设计鲁棒控制项为: us = −ksp. 控
制器的增益系数选为: k1 = 400, ks = 32. 自适应律
的参数选为: Γ = diag{40, 40, 40, 100}.

2) CAARC:取γ=50,其他参数和常规ARC一致.
该仿真参考输入yd为幅值为0.1 m,频率为0.5 Hz

的正弦信号,采用ODE45的数值算法,跟踪误差曲线
如图1所示.
由图1可见, CAARC具有更小的跟踪误差, 从而

可以提高直线电机位置控制的精度.由于Stribeck摩
擦模型具有不连续性, 因此导致系统的输出误差
在速度换向时存在跳变. 由图1可见CAARC比常
规ARC的误差值跳变明显减小.

常规ARC由于参数估计值难以逼近真值,其自适
应项ua往往不能较好地抑制模型不确定性的影响.
而CAARC能使参数的在线估计值不断逼近真值,从
而能通过自适应控制项逐渐消除模型不确定性的影

响,因此具有比常规ARC更小的跟踪误差. 图2∼5给
出了两种方法参数在线估计的不同效果.
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图 1 系统跟踪误差曲线

Fig. 1 The curve of tracking error of the system

图 2 参数θ1(M)的在线估计值

Fig. 2 Online estimation of parameter θ1(M)

图 3 参数θ2(B)的在线估计值

Fig. 3 Online estimation of parameter θ2(B)

图 4 参数θ3(Af)的在线估计值

Fig. 4 Online estimation of parameter θ3(Af)

图 5 参数θ4(dn)的在线估计值

Fig. 5 Online estimation of parameter θ4(dn)

由图2∼5可以看出,两种方法的参数估计值均能
保持在集合Ωθ以内.常规ARC虽然能保证参数的在

线估计值有界, 但不能收敛到真值; 而CAARC能使
参数估计值收敛到真值.
以上仿真结果表明, CAARC具有良好的参数在

线估计效果,而常规ARC的参数估计有较大的偏差.
此外,从误差曲线可以看出CAARC比常规ARC更快
地跟踪上参考输入, 因此具有比常规ARC更快的响
应速度.

6 结结结论论论(Conclusion)
本文针对常规自适应鲁棒控制器参数估计值不

能逼近真值的问题,提出了基于复合自适应律的改
进方法. 该方法同时利用了系统输出误差信息与参
数估计误差信息对未知参数进行在线估计,具有比
常规ARC更好的参数估计能力, 从而能提高自适应
鲁棒控制器的性能.本文证明了该方法的系统闭环
稳定性,以及参数估计误差的收敛性. 理论推导和仿
真结果表明, 基于复合自适应律的自适应鲁棒控制
器具有比常规ARC更好的参数在线估计效果,从而
具有更好的控制性能.
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