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具具具有有有随随随机机机通通通讯讯讯时时时延延延的的的离离离散散散网网网络络络化化化系系系统统统的的的H∞滤滤滤波波波器器器设设设计计计
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摘要:由于传感器和滤波器是通过有限带宽的网络连接的,因此系统的测量数据经常会出现时延,而且时延是随
机的. 本文讨论了具有一步随机通讯时延的离散网络化系统的H∞滤波器设计问题.利用线性矩阵不等式方法设计
线性滤波器使得滤波误差系统是均方意义下指数稳定并具有给定的H∞性能.滤波器参数通过凸优化技术求解一
个线性矩阵不等式得到. 数值仿真表明设计方法的有效性.
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H-infinity filter design for discrete-time networked systems with
random communication delays

WANG Wu, LIN Qiong-bin, YANG Fu-wen
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Abstract: The sensors and filter are connected via a limited bandwidth communication channel. The system measure-
ments are often subject to randomly varying communication delays. A H-infinity filtering problem is proposed for linear
discrete-time networked systems with random communication delays. The problem addressed here is the design of a linear
H-infinity filter such that the error systems are exponentially mean-square stable and guarantee a prescribed H-infinity per-
formance in term of linear matrix inequality (LMI). The filter is then obtained by solving a LMI using convex optimization
techniques. A numerical example is also provided to demonstrate the validity of the proposed design approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
随着网络技术的发展,被控对象与控制器,滤波

器通过网络连接构成网络化系统.由于网络传输带
宽的限制, 信息传输过程中经常存在时延. 众所周
知, 时延是造成系统不稳定和性能下降的主要因
素[1]. 由于网络通讯时延是随机的和时变的,这使得
系统分析与设计变得十分复杂. 近年来,学者们采用
概率论的方法来描述这种随机时延,比如文献[2]假
设时滞具有独立的转移概率分布;文献[3]将随机时
延看作已知概率分布的白噪声;文献[4, 5]采用有限
维的马尔可夫过程来描述随机时延; 文献[6, 7]采用
取值为0和1的Bernoulli序列来描述系统的随机时延.
对确定时滞系统的控制与滤波已取得许多成果,但
对这类具有随机时延的系统的研究还是刚刚开始.
本文沿用文献[6, 7]描述随机时延的方法, 考虑系统
测量数据由于传感器和滤波器连接网络的带宽限

制而出现的一步随机通讯时延, 利用线性矩阵不等
式方法设计线性全阶滤波器, 所设计的滤波器使得
滤波误差系统是均方意义下指数稳定并具有给定

的H∞性能.

2 问问问题题题的的的描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下线性离散系统:{

x(k + 1) = Ax(k) + Bw(k),
z(k) = Lx(k) + Tw(k).

(1)

其中: x(k) ∈ Rn是系统状态向量, w(k) ∈ Rm是外

部扰动, 属于l2[0,∞), z(k) ∈ Rp是被估计状态, A,
B, L, T 是已知的实矩阵. 具有一步随机通讯时延的
测量输出描述为:{

y(k) = Cx(k),
ŷ(k) = r(k)y(k) + (1− r(k))y(k − 1).

(2)
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其中: y(k) ∈ Rr是测量输出向量, C是已知的实矩

阵, 随机变量r(k) ∈ R是一个满足Bernoulli分布的
序列,其取值为0和1,它的概率为:

Prob{r(k) = 1} = E{r(k)} := r̄, (3)

Prob{r(k) = 0} = 1− E{r(k)} := 1− r̄. (4)

其中r̄是已知的正数.

注注注 1 一步随机通讯时延解释为:当系统测量数据在

一个采样周期内到达, ŷ(k) = y(k);而系统测量数据在一个

采样周期至两个采样周期之间到达, ŷ(k) = y(k − 1). 可见,

在第k采样周期内,得到的系统测量输出为y(k)的概率是r̄,

y(k − 1)的概率是1− r̄.

假假假设设设 1 矩阵A渐近稳定.

本文的目标是设计n阶滤波器:{
x̂(k + 1) = Af x̂(k) + Bf ŷ(k),
ẑ(k) = Cf x̂(k) + Df ŷ(k),

(5)

其中: x̂(k) ∈ Rn表示状态估计, Af , Bf , Cf , Df 是要

设计的滤波器参数.
根据式(1)(2)和式(5),可以得到如下增广系统:{
xf(k+1)=Aclxf(k)+Adclxf(k−1)+Bclw(k),
zf(k) = Cclxf(k) + Cdclxf(k − 1) + Dclw(k),

(6)
其中:

xf(k) =

[
x(k)
x̂(k)

]
,

zf(k) = z(k)− ẑ(k),

Acl =

[
A 0

r(k)BfC Af

]
= Acl0 + (r(k)− r̄)Acl1,

Adcl =

[
0 0

(1−r(k))BfC 0

]
=Adcl0−(r(k)−r̄)Adcl1,

Bcl =

[
B

0

]
,

Ccl =[L−r(k)DfC − Cf ]=Ccl0 − (r(k)− r̄)Ccl1,

Cdcl =[−(1−r(k))DfC 0]=Cdcl0+(r(k)−r̄)Cdcl1,

Dcl = T,Acl0 =

[
A 0

r̄BfC Af

]
,

Acl1 =

[
0 0

BfC 0

]
, Adcl0 =

[
0 0

(1− r̄)BfC 0

]
,

Adcl1 =

[
0 0

BfC 0

]
, Ccl0 = [L− r̄DfC − Cf ],

Ccl1 = [DfC 0], Cdcl0 = [−(1− r̄)DfC 0],

Cdcl1 = [DfC 0].

本文的目标是设计形如式(5)的全阶滤波器,有:
a) 在外部扰动w(k) = 0情况下, 滤波误差系

统(6)是均方意义下指数稳定的;
b)在零初始条件下,滤波误差系统(6)具有H∞性

能γ(γ > 0),即
∞∑

k=0

E
{‖z(k)‖2

}
<γ2

∞∑
k=0

E{‖w(k)‖2},∀w(k) 6=0. (7)

定定定义义义 1 如果w(k) = 0, 存在κ > 1, 0 < τ <

1使得

E
{‖xf(k)‖2

}
6κτkE{‖xf(0)‖2},∀xf(k) 6=0, (8)

系统被称为均方意义下指数稳定的.

引引引理理理 1 [7] V (η(k))为Lyapunov函数. 如果存在
λ > 0, µ > 0, ν > 0和0 < ψ < 1使得

µ‖η(k)‖2 6 V (η(k)) 6 ν‖η(k)‖2, (9)

E{V (η(k+1))|η(k))}−V (η(k))6λ−ψV (η(k)).

(10)

那么有

E{‖η(k)‖2}6 ν

µ
(1−ψ)kE{‖η(0)‖2}+ λ

µψ
. (11)

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
定定定理理理 1 给定γ > 0且扰动w(k) = 0. 如果存在

正定对称阵P和R,使得


−P +R 0 AT
cl0P aAT

cl1P

0 −R AT
dcl0P −aAT

dcl1P

PAcl0 PAdcl0 −P 0
aAcl1P −aAdcl1P 0 −aP


<0 (12)

成立,其中a = (1 − r̄)r̄,那么系统(6)是均方意义下
指数稳定的.

证证证 系统(6)中令w(k)=0.取Lyapunov函数为:

V (k)=xT
f (k)Pxf(k)+xT

f (k−1)Rxf(k−1), (13)

其中P和R为正定对称阵.
那么

E{V (k+1)|x(k),· · ·, x(0), x̂(k),· · ·, x̂(0)}−V (k)=

(Acl0xf(k) + Adcl0xf(k − 1))TP (Acl0xf(k) +

Adcl0xf(k − 1)) + E(r(k)− r̄)2(Acl1xf(k)−
Adcl1xf(k−1))TP (Acl1xf(k)−Adcl1xf(k−1))+

xT
f (k)(R− P )xf(k)− xT

f (k − 1)Rxf(k − 1) =

ηT(k)Λη(k), (14)

其中:

η(k) =

[
xf(k)

xf(k − 1)

]
, Λ =

[
Λ1 Λ2

ΛT
2 Λ3

]
,
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Λ1 = AT
cl0PAcl0 + aAT

cl1PAcl1 − P + R,

Λ2 = AT
cl0PAdcl0 − aAT

cl1PAdcl1,

Λ3 = AT
dcl0PAdcl0 + aAT

dcl1PAdcl1 −R,

a = E(r(k)− r̄)2 = (1− r̄)r̄.

由Schur补引理,式(12)等价于Λ < 0,因此有

E{V (k+1)|x(k),· · ·, x(0), x̂(k),· · ·, x̂(0)}−V (k)=

ηT(k)Λη(k) 6 −λmin(−Λ)ηT(k)η(k) 6
−αηT(k)η(k), (15)

其中0 < α 6 λmin(−Λ).
必然存在0 < α 6 ν, 其中ν = max{λmax(P ),

λmax(R)},有

E{V (k+1)|x(k),· · ·, x(0), x̂(k),· · ·, x̂(0)}−V (k)6
−αV (k)/ν = −ψV (k), 0 < ψ < 1. (16)

又

µ‖η(k)‖2 6 V (η(k)) 6 ν‖η(k)‖2, (17)

其中µ = min{λmin(P ), λmin(R)}.
那么有

E{‖xf(k)‖2} 6 E{‖η(k)‖2} 6
ν

µ
(1−ψ)kE{‖η(0)‖2}=ν

µ
(1−ψ)kE{‖xf(0)‖2}. (18)

由定义1可得系统(6)是均方意义下指数稳定的.
证毕.

定定定理理理 2 给定γ > 0. 如果存在正定对称阵P和

R,使得


R−P 0 0 AT
cl0P CT

cl0 aAT
cl1P aCT

cl1

∗ −R 0 AT
dcl0P CT

dcl0 −aAT
dcl1P −aCT

dcl1

∗ ∗ −γ2I BT
clP DT

cl 0 0
∗ ∗ ∗ −P 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −I 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −aP 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −aI




<

0 (19)

成立,其中a = (1− r̄)r̄,那么系统(6)是均方意义下
指数稳定的且具有给定的H∞性能.

证证证 由Schur补引理式(19)成立隐含式(12)成立,
所以系统(6)是均方意义下指数稳定的.
当w(k) 6= 0时,

E{V (k+1)|x(k),· · ·, x(0), x̂(k),· · ·, x̂(0)}−V (k)=

ηT(k)Λη(k) + wT(k)BT
clPBclw(k) +

2wT(k)BT
clP (Acl0xf(k) + Adcl0xf(k − 1)), (20)

那么

E{V (k + 1)} − E{V (k)}+

E{zT
f (k)zf(k)} − γ2E{wT(k)w(k)} =

ηT(k)Λη(k) + wT(k)BT
clPBclw(k) +

2wT(k)BT
clP (Acl0xf(k) + Adcl0xf(k − 1)) +

E{(Cclxf(k) + Cdclxf(k − 1) + Dclw(k))T

(Cclxf(k) + Cdclxf(k − 1) + Dclw(k))} −
γ2wT(k)w(k) =



xf(k)
xf(k−1)

w(k)




T 


Ψ11 Ψ12 Ψ13

∗ Ψ22 Ψ23

∗ ∗ Ψ33







xf(k)
xf(k−1)

w(k)


 ,

(21)

其中:

Ψ11 = AT
cl0PAcl0+aAT

cl1PAcl1+

CT
cl0Ccl0+aCT

cl1Ccl1+R−P,

Ψ12 = AT
cl0PAdcl0 − aAT

cl1PAdcl1 +

CT
cl0Cdcl0 − aCT

cl1Cdcl1,

Ψ13 = AT
cl0PBcl + CT

cl0Dcl,

Ψ22 = AT
dcl0PAdcl0+aAT

dcl1PAdcl1+

CT
dcl0Cdcl0+aCT

dcl1Cdcl1−R,

Ψ23 = AT
dcl0PBcl + CT

dcl0Dcl,

Ψ33 = BT
clPBcl + DT

clDcl − γ2I.

由Schur补引理,式(19)成立即有

E{V (k + 1)} − E{V (k)}+

E{zT
f (k)zf(k)}−γ2E{wT(k)w(k)}<0, (22)

∞∑
k=0

{E{V (k + 1)} − E{V (k)}+

E{zT
f (k)zf(k)}−γ2E{wT(k)w(k)}}<0, (23)

∞∑
k=0

E{‖zf(k)‖2}<γ2
∞∑

k=0

E{‖w(k)‖2}+

E{V (0)}−E{V (∞)}. (24)

因为零初始xf(0) = 0且系统是均方意义下指数
稳定的,所以

∞∑
k=0

E{‖zf(k)‖2} < γ2
∞∑

k=0

E{‖w(k)‖2}. (25)

证毕.
下面给出滤波器的设计方法.

定定定理理理 3 给定γ > 0. 如果存在正定对称阵R1,
R2, Y和W ,矩阵R3, M , N , Z, Df ,使得式(26)成立,
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R1 −W ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
R2 −W R3 − Y ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

0 0 −R1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 −R2 −R3 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 −γ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

WA WA 0 0 WB −W ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Y A + r̄ZC + M Y A + r̄ZC bZC bZC Y B −W −Y ∗ ∗ ∗ ∗
L− r̄DfC −N L− r̄DfC −bDfC −bDfC T 0 0 −I ∗ ∗ ∗

0 0 0 0 0 0 0 0 −aW ∗ ∗
aZC aZC −aZC −aZC 0 0 0 0 −aW −aY ∗
aDfC aDfC −aDfC −aDfC 0 0 0 0 0 0 −aI




< 0, (26)

其中a = (1− r̄)r̄, b = 1− r̄,那么系统(6)是均方意
义下指数稳定的且具有给定的H∞性能.此时滤波
器的参数为:{

Af =(W−Y )−1M, Bf =(W−Y )−1Z,

Cf = N, Df = Df .
(27)

证证证 由定理2知, 系统(6)是均方意义下指数稳
定的且具有给定的H∞性能的充分条件是式(19)成
立.
取P和P−1为

P =

[
Y U

UT ?

]
, P−1 =

[
X V

V T ?

]
, (28)

其中X和Y是Rn∗n阶正定对称阵, U和V是满秩阵,
?为任意阵. 构造矩阵Π1, Π2为

Π1 =

[
X I

V T 0

]
,Π2 =

[
I Y

0 UT

]
, (29)

有PΠ1 = Π2.
取变换阵Γ1 = diag{Π1,Π1, I,Π1, I,Π1, I}.
并令

ΠT
1 RΠ1 =

[
XR1X XRT

2

R2X R3

]
,

对式(19)进行合同变换,即左乘ΓT
1 右乘Γ1得(30):




XR1X−X ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
R2X−I R3−Y ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

0 0 −XR1X ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 −R2X −R3 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 −γ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

AX A 0 0 B −X ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Y AX+r̄UBfCX+UAfV

T Y A+r̄UBfC bUBfCX bUBfC Y B −I −Y ∗ ∗ ∗ ∗
LX−r̄DfCX−CfV

T L−r̄DfC −bDfCX −bDfC T 0 0 −I ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 −aX ∗ ∗

aUBfCX aUBfC −aUBfCX −aUBfC 0 0 0 0 −aX −aY ∗
aDfCX aDfC −aDfCX −aDfC 0 0 0 0 0 0 −aI




<0. (30)

取变换阵

Γ2 = diag{X−1, I,X−1, I, I,X−1, I, I,X−1, I, I},
对式 (30) 进行合同变换, 即左乘ΓT

2 右乘Γ2得

式(31):



R1−X−1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
R2−X−1 R3−Y ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

0 0 −R1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 −R2 −R3 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 −γ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

X−1A X−1A 0 0 X−1B −X−1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Y A+r̄UBfC+UAfV

TX−1 Y A+r̄UBfC bUBfC bUBfC Y B −X−1 −Y ∗ ∗ ∗ ∗
L−r̄DfC−CfV

TX−1 L− r̄DfC −bDfC −bDfC T 0 0 −I ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 −aX−1 ∗ ∗

aUBfC aUBfC −aUBfC −aUBfC 0 0 0 0 −aX−1 −aY ∗
aDfC aDfC −aDfC −aDfC 0 0 0 0 0 0 −aI




<0. (31)
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令W = X−1, UAfV
T = MW−1, UBf = Z,

CfV
T = NW−1,即得到式(26).
滤波器传递函数为

Tf = Cf(zI −Af)−1Bf + Df =

NW−1V −T (zI−U−1MW−1 ·
V −T )−1U−1Z+Df =

N(zI − (UV TW )−1M)−1 ·
(UV TW )−1Z + Df , (32)

那么滤波参数可取为{
Af =(UV TW )−1M, Bf =(UV TW )−1Z,

Cf = N, Df = Df ,
(33)

由PP−1 = I ,有Y X + UV T = I ,可得

UV TW = W − Y, (34)

将式(34)代入式(33)即为式(27). 证毕.
定理3给出了非Gauss噪声输入下的H∞滤波器

的设计方法,它将系统(1)的H∞滤波器存在的充分
条件转化为一个线性矩阵不等式的可解问题, 即
可通过求解如下的凸优化问题来设计H∞滤波器:

min
s.t.(26)R1,R2,R3,Y,W,M,N,Z,Df ,δ

δ = γ2, (35)

相应的滤波器由式(27)来求取.

4 仿仿仿真真真例例例子子子(Simulation example)
系统的参数如下:

A =

[
0.85 − 0.24
0.12 0.85

]
, B =

[
0.4

−0.2

]
,

L = [0.4 0.3], C = [0.2 − 0.4],

T = 0.3, r̄ = 0.6.

利用MATLAB LMI Toolbox对优化问题(35)进
行寻优,得最优γ = 1.2207下的滤波器参数为:

Af =

[
0.7947−0.2171
0.1250 0.8297

]
, Bf =

[
0.6319

−0.1721

]
,

Cf = [0.3837 0.2528],

Df = 0.2612.

假设干扰输入

w(k) =





2, 20 6 k < 30,

−2, 50 6 k < 60,

0,其他.

在这样的干扰输入下,随机变量r(k)的实现如
图1, 可得系统的状态和滤波器的估计状态, 见

图1. 并可算得‖zf(k)‖2=

√
∞∑

k=0

zT
f (k)zf(k)=5.3038,

‖w(k)‖2 =

√
∞∑

k=0

wT(k)w(k)=8.9443,那么

‖zf(k)‖2/‖w(k)‖2 = 0.5930 < 1.2207.

可见本文提出的设计方法是有效的.

图 1 随机变量r(k),外部干扰w(k),系统的状态
和滤波器估计的状态

Fig. 1 Stochastic variable r(k), the disturbance input w(k),

the state of system and the state of filter

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了具有一步随机通讯时延的离散网

络化系统的H∞ 滤波器设计.采用Bernoulli分布的
随机变量来描述系统测量数据的一步随机通讯时

延. 利用LMI方法给出了全阶滤波器存在的充分
条件, 所设计的滤波器使得滤波系统均方指数稳
定且具有给定的H∞性能.文中的方法可推广到不
确定系统的滤波器设计.
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