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摘要:人工智能和量子物理是上世纪发展起来的两个截然不同但又影响深远的学科.近年来,它们在数据科学方
面的结合引起了学术界的高度关注,形成了量子机器学习这个新兴领域.利用量子态的叠加性,量子机器学习有望
通过量子并行解决目前机器学习中数据量大,训练过程慢的困难,并有望从量子物理的角度提出新的学习模型. 目
前该领域的研究还处于探索阶段,涵盖内容虽然广泛,但还缺乏系统的梳理. 本文将从数据和算法角度总结量子机
器学习与经典机器学习的不同,以及其中涉及的关键加速技巧,针对数据结构(数字型、模拟型),计算技巧(相位估
计、Grover搜索、内积计算),基础算法(求解线性系统、主成分分析、梯度算法),学习模型(支持向量机、近邻法、感
知器、玻尔兹曼机)等4个方面对现有研究成果进行综述,并建议一些可能的研究方向,供本领域的研究人员参考.
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Abstract: Artificial intelligence and quantum physics are two most influential disciplines developed in the last centu-
ry. Recent years, their marriage in data science attracted much attention, forming the frontier field of quantum machine
learning. Exploiting quantum superposition, quantum machine learning provides the hope for resolving difficulties in big
data and training process, and new learning models illuminated by quantum physics. So far, the field is still in its infancy.
Although many problems had been explored, a systematic theory is still lacking. This review will summarize the major
differences in data structure and algorithms between classical and quantum machine learning, as well as the key accel-
eration techniques. Several topics will be covered, including the data structure (digital and analog), computation skills
(phase estimation, Grover search and inner product), fundamental algorithms (linear equation, principle component analy-
sis and gradient algorithms) and several learning models (supporting vector machine, nearest-neighbor method, perceptron
networks and Boltzmann machine). Finally, we propose several promising directions in this field.
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1 引引引言言言(Introduction)
机器学习,尤其是基于人工神经网络的深度学习

近年来得到了迅猛发展[1]. 而在量子信息科学领域,
它与量子计算技术的结合也正在成为一个飞速发展

的研究方向.事实上,机器学习的思想很早就应用于
量子力学系统的优化控制中,并在量子化学和物理实
验的广泛应用中获得巨大成功[2]. 近年来,随着深度

学习的流行,各种机器学习算法被用来探索量子多体
物理中许多难于解析分析的问题,并得到了许多有趣
的结果.

机器学习与量子物理结合的另一个自然思路是利

用量子状态的叠加和量子算法的加速,来解决当前数
据科学中数据量巨大,训练过程缓慢的困难.这方面
的研究在量子计算的发展初期实际已经有人开始研
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究,但是限于实验条件和当时学术界对量子计算发展
前景的困惑,并没有得到长足的发展.近年来,随着量
子计算机在计算规模和稳定性的突破,基于量子算法
的机器学习重新得到关注,并成为一个迅速发展的研
究方向[3].

事实上,从经典–量子的二元概念出发可以将机器
学习问题按照数据和算法类型的不同分为4类(如
表1),本文将对C–Q(利用经典算法解决量子物理问
题)进行简单介绍,然后重点对Q–C(利用量子算法加
速机器学习)进行综合讨论,因为本文认为后者更体现
量子机器学习的本质所在,对未来机器学习的发展推
动作用更为巨大. Q–Q是一个开放的领域,也在此不
做评论.

表 1 机器学习的分类
Table 1 Classification of machine learning problems

简称 算法类型 数据类型 应用举例

C–C 经典 经典 传统机器学习

C–Q 经典 量子 用机器学习解决量子多体

物理问题;量子优化控制
Q–C 量子 经典 量子支持向量机等

Q–Q 量子 量子 量子反馈控制

量子系统控制中的一个基本问题是对控制对象的

建模,即对系统的哈密顿量以及确定扰动,噪声等参
数特征进行辨识,这些问题都属于C–Q的范畴.例如,
研究人员提出使用贝叶斯推断中的似然函数对量子

系统的哈密顿量进行学习,并进行了实验验证,结果
表明学习算法具有一定的鲁棒性,即使假设模型结构
中有缺项,学习结果仍是实际模型的最佳近似[4–5].

基于一定量的量子测量数据出发判断和确定其未

知量子态的性质,例如如何判别一个量子态是分离还
是纠缠的,也可以看作一类机器学习问题.研究人员
提出用监督式学习的方法对量子态做分类,容易理解,
直接使用量子模型,量子数据的全量子方式,其分类

正确率比使用经典模型和经过量子随机存储器(quan-
tum random access memory, QRAM)调用转换的量子
数据的半经典方式更高. 其后,他们提出不需要使用
QRAM的量子态分类方法,且算法所需的经典存储器
规模仅随训练比特数以对数速度增长[6]. 此外,他们
还专门研究了光子相干态的分类问题,发现对训练样
本和反射信号进行联合全局测量,比先对训练集进行
基于高斯测量的幅值估计,再对反射信号进行状态判
别的识别率要高[7]. 对于量子系统演化所对应的酉变
换,如何从有限样本集中进行辨识学习,也是一个重
要的问题.该问题可以归结为一个双重优化问题,同
时需要最优输入态和最优测量[8]. 近年来,也有学者
开始着手于研究用机器学习方法获取量子系统的属

性和统计参数,如相变点,期望值等. 该思想也可用于
量子多体系统的模拟问题.在此不做重点描述.

利用量子理论改进机器学习(Q–C)的方法大致可
以分为两种: 1)通过量子算法使某些在经典计算机上
不可计算的问题变为可计算的,从而大幅降低机器学
习算法的计算复杂度,如量子退火(quantum anneal-
ing, QA)算法、Gibbs采样等; 2)量子理论的并行性等
加速特点直接与某些机器学习算法深度结合,催生出
一批全新的量子机器学习模型,如张量网络、概率图
模型(probabilistic graphical model, PGM)等.

2 数数数据据据的的的量量量子子子化化化表表表达达达和和和读读读写写写(Quantum data:
expression, read-in and read-out)
量子机器学习的训练数据必须以某种可以为量子

计算机识别的格式载入,经过量子机器学习算法处理
以后形成输出,而此时的输出结果是量子格式的,需
要经过测量读出得到笔者所需的最终结果(如图1所
示). 因此,量子机器学习的复杂度与这3个过程都有
关系.大致说来,基于量子相位估计的学习算法可以
实现算法的指数加速,但是对数据的载入和完整结果
的读出要求很高,而基于量子搜索的算法相对较复杂,
但是数据的读入读出则相对比较容易. 本章介绍常用
的两种方式以及为之需要匹配的读入读出方式.

图 1 量子机器学习的基本流程

Fig. 1 The basic process of quantum machine learning

2.1 数数数字字字型型型(Digital type)
众所周知,数字计算机中所有数据都是有限字长

的. 假设某训练数据向量为x⃗ = [x1 · · · xn],若每个
元素都用长度为m的二进制数据表示,则整个向量需
要 n ·m个比特,在量子计算机中它们对应于 N =

n ·m个量子位. 每个数据向量都对应于输入态希尔伯
特空间的一个基矢|x⃗⟩.
这其实是一个量子化的过程. 类似的,输出数据y⃗

= [y1 · · · yq]也可以用适当长度的二进制数表示相
应,并通过量子化对应于输出态希尔伯特空间的一个
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基矢. 对比下面将要提到的模拟型数据,这种表示通
过冯诺伊曼投影测量即可进行读出,其代价是最低的.
进一步,如果训练数据集中有M个数据,自然的方式
是用N ·M个量子位存储这些数据,但这样耗费的资
源无疑十分巨大,特别在海量数据集的情形下. 为此
可以充分利用量子系统的叠加特性,将这些数据以

“叠加”的方式存储在N个比特上,用状态
∑
j

cj|x⃗j⟩

表示. 这样可以存储最2N个数据向量,并且数据处理
可以并行进行,其中单个或多个数据的提取根据数据
特征(模式)采用Grover算法搜索得到,因此称作量子
关联存储器(quantum associative memory, QAM).另
一种方式是用log(M)个比特标记数据下标(地址),从
而数据可以并行存储在log(M) + n ·m个比特中,其
中第j个数据表示为|j⟩|x⃗j⟩. 可以通过设计存储器根
据寻址请求调用相应的数据,以叠加方式

∑
j

cj|j⟩|x⃗j⟩

并行载入数据,这是与经典数据载入非常不同的地方.
这里的概率幅系数cj对应于经典数据处理中的随机采

样概率分布,但是以相干叠加的方式进行,使得后续
的数据处理可以并行进行,设计巧妙的算法利用相干
性带来的相长相消得到期望的结果,以实现量子加
速(quantum speed-up).

2.2 模模模拟拟拟型型型(Analog type)
训练数据还可以用半模拟的方式编码在量子态上.

假设x⃗ = [x1 · · · xn]已经归一化,则可以用log(n)个

比特,其中数据分量对应于用叠加态|x⃗⟩ =
n∑

k=1

xk|k⟩

中各基矢的概率幅系数. 与数字型数据相比,这种编
码方式可以极大节省所需的量子位资源,并避免数字
化带来的圆整误差. 但它的最大问题是制备和读出的
困难,精确制备这样的量子态在实验上是非常困难的
事,而读出所需的精确层析技术也需要通过大量的重
复实验才能准确重构这样的量子态. 由于所需重复样
本随测控精度提高而上升,因此也需要很大的时间复
杂度代价.

与数字型数据类似,如果训练数据集中有M个数

据,可以用log(M)个比特表示下标,从而用log(n·M)

个比特表示整个数据集,而且数据可以以
∑
j

cj|j⟩

|x⃗j⟩的方式并行加载和处理.

2.3 量量量子子子数数数据据据集集集的的的转转转换换换 (Transformation of quan-
tum data sets)
从经典数据到量子数据的转换,需要通过存储器

来实现. 对于数字型数据,其实对应于一个量子化的
数字逻辑电路,或者一个量子子程序,通过执行该子
程序将寄存器的状态制备到训练数据对应的状态. 这
个子程序是模块化的,由于在机器学习中会经常随机
抽取或者检索该数据集中的数据,因此它常常作为一

个oracle供Grover算法调用,而调用的次数则成为衡
量机器学习算法复杂度的重要指标之一.这类存储器
具有专用名称—量子关联存储器(quantum associative
memory, QAM)[9].

显而易见,模拟型量子数据是最节省资源的存储
方式,但是从物理实现的角度上,需要对量子寄存器
进行精确地状态制备和存储,利用所谓的QRAM调
用[10]. ∑

j

cj|j⟩
QRAM→ ∑

j

cj|j⟩|xj⟩. (1)

在训练过程中,还应该能够高效地根据访问地址
调用所需数据,这些对量子系统的控制,以及量子计
算机体系结构和算法设计提出了重要挑战.此外,数
据的读出是另外一个困难问题,因为在这种情况下,
通常需要对寄存器状态的最终值进行测量读出,而这
需要大量耗时的状态层析,如果不精心设计的话,所
需代价甚至可能超过存储节省的资源.

3 量量量子子子计计计算算算的的的加加加速速速技技技巧巧巧 (Speed-up skills of
quantum computation)

3.1 相相相位位位估估估计计计(Phase estimation)
相位估计指对于一个特征向量是|u⟩的酉算符U ,

估计它相应的特征值e2πiφ,它是Shor算法,解线性方
程等很多量子算法的核心部分. 量子相位估计被广泛
运用的根本原因是由于它数字型和模拟型数据的桥

梁.

相位估计中的关键部分是量子傅里叶变换[11]. 都
知道离散的傅里叶变换是把一组长度为N的向量[x1

· · · xn]变换为[y1 · · · yn],其中

yk =
1√
N

N−1∑
j=0

e
2πijk

N . (2)

类似地,量子傅里叶变换是一个线性的酉变换,它
将一组正交基{|0∠, · · · , |N − 1⟩}变换为另一组正交
基:

|k⟩ = 1√
N

N−1∑
j=0

e
2πijk

N |j⟩. (3)

相比于经典快速傅里叶变换,用量子线路实现的
量子傅里叶变换可以实现O[N logN ]到O[log2N ]的

指数加速.利用量子傅里叶变换,相位估计算法可以
将待估计的相位转化到由t个量子比特编码的数字量

上,其中2−t对应于估计精度,这样就将φ以模拟信息

的形式编码到辅助比特上,最后经过反傅里叶变换就
得到了φ.

3.2 Grover搜搜搜索索索(Grover search)
很多数据处理算法都有遍历或搜索数据的需求,

比如要找到N个数据中的最小值.在经典计算机上,
这需要O(N)次操作才能找到,因为最糟糕的情况是
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最后一次操作才找到最大值.但是奇妙的是, Grover
在1996年提出一个量子搜索算法[13],只需要O(

√
N)

次就能找到答案. Grover算法的思路是将所有的数据
以相干叠加在一起,并设计量子线路(Grover oracle)
使目标数据对应的概率幅反相,然后将所有态的幅值
以平均态为轴进行翻转. 如此迭代这两个酉操作,正
确解的幅值就慢慢放大,并在

√
N次左右达到最大,

这样如果对量子态进行测量,就可以以接近1的概率
得到目标解.理论证明,对于这样的问题Grover算法
是最优的方案[14].

正如其他的量子算法一样, Grover算法也是以小
于1的概率给出的正确解. 如果一个问题的搜索空间
是N ,正确解的个数是K,则Grover算法需π

√
N /K/4

次迭代可以以最大概率给出正解. 如果不知道正确解
的个数,则算法最多需要π(2 +

√
2)
√
N /4次迭代.第

一个量子支持向量机[15]就是通过Grover算法来寻找
优化目标的最小值.

3.3 内内内积积积运运运算算算(Inner product)
求取向量内积是很多机器学习算法中的基本运算,

例如支持向量机中核函数的运算.针对模拟型数据,
量子算法可以通过引入幅值比特和测量,将计算复杂
度降到O(1),但其缺点是测量可能会破坏数据,因此
该算法通常在算法的最后读出时使用. 针对数字型数
据,可以用m个量子比特编码,通过量子傅里叶加法
器和量子傅里叶乘法器来得到内积的结果[12],那么内
积运算所用的门复杂度是O(m3),相比于经典运算能
实现指数加速[16]. 在量子SVM算法中[17],这两种内
积的运算都发挥作用,其中数字型内积运算加速核函
数的实现,而模拟型内积运算用于读出最后的判别结
果,极大降低了运算复杂度.

4 数数数据据据预预预处处处理理理和和和训训训练练练过过过程程程(Preprocessing and
training of data sets)

4.1 线线线性性性方方方程程程组组组算算算法法法与与与拟拟拟合合合 (Linear systems and
regression)
求解线性方程组既是一个基本的代数计算问题,

也是求解许多复杂问题的重要中间步骤. 该问题通常
被表述为,已知矩阵An×n和向量bn×1,求向量xn×1,
使Ax = b(或Ax在某种度量准则下最接近b). 一般性
问题在电子计算机上的时间复杂度(下文中如不特别
说明,“复杂度”均指时间复杂度)介于O(n2)与O(n3)

之间,可统一记为Poly(n).

进一步,在大量实用场景中,通常可假设A具有一

定的稀疏性,记其条件数为c,并假设不需直接求出x,
而是需要求解与其相关的某些函数值,如x†Bx(Bn×n

为某个给定矩阵). 目前已发表的求解此问题最快的经
典算法复杂度约为O(n

√
c),当c较小时,可近似认为

是O(n).

在此基础上,研究人员提出了一个用于求解稀疏
线性方程组的量子算法[18–20]. 假设A是厄米矩阵, b是
单位向量,并将b中的信息编码到量子态上,即制备|b⟩

=
n∑

k=1

bk|k⟩. 然后用eiAt作用于|b⟩,这相当于将其分

解到A的特征空间,并求出各特征值λk. 此时系统状

态可近似写为
n∑

k=1

βk|uk⟩|λk⟩,其中uk即为A的特征向

量,张成A的特征空间, |b⟩则可写为|b⟩ =
n∑

k=1

|uk⟩. 再

通过变换|λk⟩ →
N

λk

|λk⟩ (N为归一化常数),即可规

避计算|λk⟩而直接得到量子态
n∑

k=1

βk

λk

|uk⟩ = A−1|b⟩

= |x⟩. 此处需要特别注意的是,该变换不是酉变换,
因此有一定的概率会失败.

关于计算结果,如果需读出|x⟩中的每个分量,则
需运行上述过程至少n次,这显然并不节省计算资源.
但很多实际问题并不需要确切知道x中每个分量的具

体取值,而是要求关于x的某些函数值(例如分类问题
中只需要知道分类的结果).例如x†Bx的形式,只需
将矩阵B作为观测量,在状态|x⟩下做测量平均,即可
得到二次型函数⟨x|B|x⟩的一个估计.用此方法可得
到x的许多特征,如归一化、状态空间分布权重、矩等.

该算法已经得到了实验验证: 2012年,研究人员用
基本量子门构建出一个用于求解4× 4线性系统的7位
量子线路图,对其功能进行了仿真验证,并对其计算
复杂度进行了量化估计[21]; 2013年,研究人员在该成
果的基础上,使用核磁共振方法完成了一组求解
2× 2线性系统的物理实验,且所有结果量子态的保真
度均在96%以上[22];这些实验为求解一系列与线性方
程组有关的实际问题指明了方向,可以作为实现许多
量子算法的基本模块.

4.2 主主主成成成分分分分分分析析析(Principal component analysis)
主成分分析 (principal component analysis, PCA)

方法是对数据进行特征提取的常用方法. 假设数据已
编码为一组n维向量vk, k = 1, 2, · · · ,m,那么它们实
际上组成了一个n×m矩阵Vn×m = [v1 v2 · · · vm],
此时数据的协方差矩阵可表示为Cn×n = V V †. 这里
需要注意的是,根据协方差的定义, V应该是去均值化
后的样本集,即各数据向量通常带有某种改变量的含
义,在此意义下, C刻画的是数据间的相关关系,特别
是数据不同成分之间的相关关系,主成分分析的算法
命名正是由此而来.

经典主成分分析方法的本质是对协方差矩阵C进

行对角化处理. 容易看出, C† = (V V †)† = V V † =

C,因此C是一个厄米矩阵,一般情况下,其特征向量
构成一组完备正交基,可用于表示各数据向量. 因此,

对C进行特征值分解有C =
n∑

k=1

λkeke
T
k ,其中不妨假
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设|λ1| 6 |λ2| 6 · · · 6 |λn|为C的n个特征值, ek为与
λk对应的特征向量. 根据矩阵特征值和特征值分解的
定义,把数据投影到绝对值较大的特征值对应的特征
向量方向上,能使数据间的相关关系被更显著地表现
出来;与之相反,舍弃数据在接近于零的特征值对应
特征向量方向上的分量不会对数据的本质有太大影

响.因此,显著非零的特征值对应的特征向量称为V

的主成分,代表数据互相关联的主要方式. 将数据表
示为主成分的线性组合既能实现降维,又能消除测量
获取过程中引入的噪声(假设数据的信噪比较高,即在
数据中真实值是“主成分”,而噪声是次要成分). 经
典PCA方法的计算复杂度为O(n2).
用量子算法处理经典数据的主成分分析问题,即

量子主成分分析(quantum PCA, QPCA)[23],其操作方
法如下: 使用QRAM将随机选择的数据向量vk转换为

量子态|vk⟩,由于选择的随机性,可以得到密度矩阵

为P =
1

m

m∑
k=1

|vk⟩⟨vk|的量子态,将其与协方差矩阵

C对比发现,量子形式的密度矩阵P即是经典形式的

C,两者之间仅相差一个系数. 对数据集重复采样并
使用密度矩阵求幂和相位估计算法,即可得到数据
向量的量子形式及其在主成分 |ek⟩上的分解
s∑

k=1

vk|ek⟩|λk⟩,主成分向量也可通过测量得出. QPCA

的计算复杂度为O(log2n)(表示所需的量子位数
为log n),因此对经典算法具有指数加速效果.

4.3 量量量子子子梯梯梯度度度算算算法法法(Quantum gradient algorithm)
梯度算法是机器学习,特别是训练人工神经网络

中必不可少的优化工具,因此如何在量子机器学习模
型中有效地计算和利用梯度进行学习,是一个重要的
问题.
梯度算法的基本思路是,对于损失函数L(w, · · · ,

w),其中xk是学习模型中需要调整的变量. 如果可以
计算出梯度函数

▽L(w, · · · , w) = (
δL

δw1

, · · · , δL

δwn

), (4)

则可以以迭代的方式

w
(l+1)
k = w

(l)
k − αℓ

δL

δwk

, k = 1, · · · , n. (5)

寻找适当的解. 由于函数沿负梯度方向总是下降的,
因此只要合理选择步长(学习率),就可以逐步减小损
失函数,最终达到一个局部极小.

推广到量子算法,梯度算法需要解决两个问题:
1)如何有效的计算梯度; 2)如何实现迭代过程. 对于
梯度的计算, 2005年Jordan指出,如果函数是一个由
Oracle给出的布尔函数,则利用量子并行性可以只需
调用一次Oracle就完成梯度的计算,而经典计算基于
差分求解则需要至少n+ 1次调用[24]. 对于模拟型数

据,最近的研究考虑了当函数具有多项式表达的时候,
根据梯度函数的解析表达式设计量子算法进行迭代

计算.由于函数的非线性,以及为实现矩阵乘法,算法
中需要原始数据的多个拷贝以满足系统约化平均的

需要,并通过测量干预并进行conditional的操作,而这
两种操作都是不可逆的. 因此,该梯度算法对于原始
数据拷贝的数量要求较高,不适于迭代次数较多的优
化[25].

5 量量量子子子机机机器器器学学学习习习算算算法法法(Quantum machine lear-
ning algorithms)
表2概述了目前文献中见到的一些典型量子机器

学习算法,及其所需资源和性能改善特征. 本章将就
这些算法分别进行介绍.

表 2 主要量子机器学习算法汇总
Table 2 A summary of quantum machine learning

algorithms

算法
Grover
搜索

量子加速 量子数据 泛化性能 实验

K--均值 需要 平方 不需要 无 无

K--近邻 需要 平方 不需要 数值分析 无

主成分分析 不需要 指数 需要 无 无

神经网络 需要 – 不需要 数值分析 有

支持向量机1 需要 平方 不需要 解析分析 无

支持向量机2 不需要 指数 需要 解析 有

回归 不需要 – 需要 无 无

Boosting 不需要 平方 不需要 解析 有

玻尔兹曼机 不需要 量子退火 不需要 概率生成 有

5.1 支支支持持持向向向量量量机机机(Supporting vector machine)
支持向量机(support vector machine, SVM)是最直

观且易于理解的监督式机器学习模型之一.其想法是
通过一个最佳超平面将特征空间中的数据按类别标

签分隔开来,而衡量“最佳”的标准则是最大化分类
间隔,训练得出的参数即是分类超平面的法向量和截
距.

通常把SVM的数学模型写为原凸优化问题的对偶
问题,即

max
α⃗

L(α⃗) =
N∑

k=1

αkyk −
1

2

N∑
k,l=1

αkPk,lαl,

s.t.
N∑

k=1

αk = 0, αkyk > 0, k = 1, 2, · · · , N.

(6)

而最佳分类超平面w⃗†x⃗+ b = 0的参数可表示为w⃗† =
N∑

k=1

αkx⃗k,

b = yk − w⃗†x⃗k|αk ̸=0,

(7)

其中满足αk ̸= 0的对应的x⃗k即称为支持向量. 由于模
型的核心矩阵P = (Pk,l)N×N中只含有样本向量两两
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之间的内积,可将其统一表示为Pk.l = x⃗†
kx⃗l = K(x⃗k,

x⃗l),因此通过引入核函数的方式,很容易将线性SVM
模型推广到非线性场景. 自1995年被提出至今, SVM
是应用最广泛的监督式机器学习模型之一,可以处理
图像分割、人脸、指纹识别、生物信息等各种分类决

策问题.

与经典 SVM类似,量子支持向量机 (quantum
SVM, QSVM)同样是监督式量子机器学习模型的代
表.由于支持向量机模型本身的物理含义较明确,量
子算法的加速效果主要体现在寻找支持向量和计算

核函数矩阵上.

2003年研究人员曾考虑借助Grover搜索算法的二
次加速效果处理SVM模型的优化计算问题[15],即在
m个数据向量组成的训练集中搜索出s个支持向量,

大约需要

√
m

s
次迭代计算.近年来,最小二乘量子支

持向量机(least-square QSVM, LSQSVM)模型由于能
够有效利用量子基础代数算法加快计算速度而被广

泛讨论. LSQSVM可以接受不同类型的训练数据,如
通过QRAM转换的经典数据或事先制备好的量子态,
然后通过相位估计和矩阵求逆(HHL算法)得出训练结
果[17]. QSVM的训练和推断计算复杂度均为
Poly(log n). 此外,文献[26–27]等还讨论了多项式、
径向基函数、高斯函数等非线性核QSVM.

QSVM已经在核磁共振平台上得到了实验验证:
2015年,研究人员搭建了一个4位QSVM,并对标准字
符字体集中的数字6和数字9进行训练,然后以MNIST
中的“6”和“9”为对象进行手写数字图像二分类测
试,实验结果表明QSVM是物理可实现的[28].

5.2 近近近邻邻邻法法法(Nearest-neighbor method)
在机器学习理论中,近邻法是比较特殊的一族: 其

核心思想可派生出监督式和非监督式两类机器学习

模型,分别对应于字面上的“近邻法”和K--均值聚类
(由于在当前背景下,监督式学习模型的应用更为广
泛,所以在不引起歧义的前提下,以“近邻法”同时指
代两类模型). 此外,图像、语音、生物等多领域的应用
实例已经证明,基于距离的近邻法的分类性能普遍较
好,在某些应用背景下甚至能够超越SVM和人工神经
网络(artificial neural network, ANN).不过,近邻法的
推断复杂度较高,尤其当训练集规模较大时, O(mn)

的计算复杂度往往无法保证实时性,因此,引入量子
计算的加速效果具有较高的理论和应用价值.

基于距离的算法通常分为两步: 1)计算测试样本
与所有训练特征之间的距离,在该步骤中,使用量子
算法能够起到多项式加速效果; 2)在所有距离中选出
最小的一个或数个,并取出对应的训练样本,在该步
骤中,使用Grover搜索的幅值估计算法能够起到平方

加速效果;所以总地来说,量子计算对近邻法能够起
到多项式加速效果.

需要注意的是,由于上述两个步骤各需要一次测
量,这在很大程度上局限了量子算法的加速效果,文
献[29]针对这个问题提出了一种不需要进行中间测量
的相干算法. 该算法分为3步: 1)对测试样本和每一个
训练样本,制备一个量子态,用其幅值表示两者之间
的某种距离度量; 2)使用幅值放大算法将距离存储为
一个量子位串,而不对其进行测量; 3)使用Grover搜
索的变种DürrHøyer最小化算法找出最小距离.

5.3 感感感知知知器器器与与与感感感知知知器器器神神神经经经网网网络络络 (Perceptron and
neural networks)
感知器是机器学习中的一个基本分类器模型,由

此发展的SVM和以此为基本单元的神经网络都是运
用十分广泛并有效的模型.

量子感知器有多个实现方式. 在1994年, Lewes-
tein提出了基于感知器的量子神经网络模型[31],用酉
操作来表示权值矩阵,通过训练数据不断调整这个酉
操作中的参数,实现学习的过程. 其中一种方案是基
于无损线性光学搭建N个端口,实现输入光算符转化
为输出光算符这样一个酉操作;第2种方案是利用N

个端口的非线性光学网络来实现更为普适的转化. 除
此之外,感知机基于Grover算法进行训练[30]. 一种方
式是在线训练,每次判别训练数据是否被错误分类过
程中使用量子搜索算法,这样可实现平方加速;另外
一种方式是通过哈夫变换找到问题的对偶表达,即将
分类超平面由点w来描述,而数据则转换为超平面表
达,这样可以证明当w服从高斯分布并具有足够多采

样点时,一定能找到可以正确分类所有点的w. 于是整
个问题就变为了搜索问题,可以用Grover来找到问题
的解,这里算法亦可实现平方加速.

对于感知器构成的神经网络,也可以基于搜索算
法来训练网络,找到正确的权值[32]. 这时训练数据与
其标签分别存于独立的寄存器中,将所有权值的可能
值叠加在一个向量w中,向量p用来标定被正确分类

的样本个数, p越大表示网络训练的越接近目标.如此,
p大于一定值时作为Grover算法中标记正确解的
oracle,用来找到藏于w中的正确解. 由于搜索空间与
权值的个数和编码数成指数关系, Grover搜索也只是
平方加速,一次全部搜索计算量太大,因此可以采用
分阶段搜索. 初始时刻所有的权值取随机值,每次搜
索一个神经元的权值向量,当其正确度达到一定时就
固定下来,再随机选择下一个神经元训练,直到所有
的权值被确定下来. 值得一提的是,能否基于经典机
器学习中常用的梯度算法训练量子感知器神经网络

的研究还很少,因为算法迭代收敛的不可逆要求与量
子酉操作的可逆性是不相容的,这方面的研究还是个
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开放的课题.

5.4 玻玻玻尔尔尔兹兹兹曼曼曼机机机(Boltzmann machine)
前述机器学习模型有一个共同点,即不论SVM、

近邻法还是感知器,它们的输出结果都是一个最终的
类别判断,除此之外没有其他附加信息,所以有时将
这类模型称为判别式模型. 与判别式模型相对应的是
产生式模型,这类模型通常并不直接给出分类结果,
而是给出测试样本被归到每一类的概率,最后由用户
进行判断,玻尔兹曼机(Boltzmann machine, BM)就是
一种典型的产生式模型. 根据信息论的基本原理,产
生式模型提供的信息量比判别式模型显著地大,所以
其训练代价更高,为达到与判别式模型相同的性能,
需要的训练集也更大.

以ak, k = 1, 2, · · · , n表示系统中的所有结点,其
中ak ∈ {1,−1},则系统能量为

E = −
n∑

k=1

n∑
l=1

wk,lakal −
n∑

k=1

bkak, (8)

其中wk,l, bk就是训练过程所需确定的参数. 在BM模
型中,观测值(训练特征)的概率分布是以隐藏结点系
统能量为参数的玻尔兹曼分布,这也正是其名称的由
来. 通过最大似然方法可对该模型的优化问题进行梯
度求解,即正向迭代和反向迭代两个相互交错的迭代
过程.

综上所述,容易看出, SVM、近邻法和感知器等机
器学习模型的核心思想较为直观,符合人类进行分类
操作的一般心理过程,而BM的想法则更加“物理”,
它是一种基于系统能量的模型. 因此,与之相对应地,
量子玻尔兹曼机(quantum BM, QBM)通过将上述能
量函数量子化,并引入额外的非对易项[33],它可以基
于量子退火算法(quantum annealing, QA)处理器来实
现. 目前的商用化QA处理器,如D-Wave芯片等,均未
设计专门针对BM模型的计算功能,无法直接产生玻
尔兹曼分布,故而需对其进行适当的修改和调整,才
能适用于QBM的训练和推断. 此外, QBM模型还存在
一些变种,如限制量子玻尔兹曼机 (restricted QBM,
RQBM)、有界量子玻尔兹曼机 (bound-based QBM,
BQBM)等,它们均是QBM深度化的重要参考.

6 结结结论论论与与与展展展望望望(Conclusions and perspectives)
如前所述,量子机器学习算法相对于在经典计算

平台上执行的经典算法而言,有如下明显优势: 1)由
于量子态的可叠加性,量子算法可以在不增加硬件的
基础上实现并行计算,在此基础上利用量子相位估
计、Grover搜索等算法,可实现相对于完成同样功能
的经典算法的二次甚至指数加速; 2)将经典数据编码
为量子数据,并利用量子并行性进行存储,可实现指
数级节省存储硬件需求.

目前量子机器学习的研究绝大部分还处在理论层

面,而与之匹配的量子计算机硬件还远远落后. 但是
近年来基于超导电路、离子阱等方案的量子计算实验

进展迅速.通过云计算共享技术,小规模量子计算
机(小于20量子位)已经进入测试阶段,并有望在几年
内实现更大规模的量子计算,以真正超越现有的经典
计算(即所谓的量子霸权, quantum supremacy). 一些
专门的量子计算器,如量子模拟器、QA处理器等也在
逐步规模化、复杂化. 事实上,支持这些硬件设备正规
化和更新换代的技术路线已经较为明确,成品实现主
要是时间问题.

人们普遍相信量子计算实用化已经为时不远,因
此针对性地开展量子算法应用正当其时,量子机器学
习作为这样一个交叉方向,有很大的发展前景. 作者
认为,以下将是近期内量子机器学习领域较为关注和
亟待解决的问题:

· 量子计算的优势主要体现在数据处理而非读

取输入方面,某些情况下数据的获取(包括某些量子态
的制备)甚至可能成为算法复杂度的主导部分,所以关
于量子数据的制备和读取有必要做专门研究.

· 在计算复杂度方面,目前可以明确的是,当问
题规模足够大时,量子算法相对于经典算法具有明显
优势. 但这些算法具体如何实现,量子线路如何能够
进一步优化,相关的设计研究非常缺乏,很难形成理
论对实验的具体指导,这个鸿沟尚待填平.

· 需要从基础理论角度刻画量子机器算法的优

势所在. 目前仍然不能说明某个量子算法的性能比所
有经典算法都好,因为没有找到同样复杂度的经典算
法,并不代表这样的经典算法不存在. 此外,对一批代
表性问题,经典机器学习理论中有一些对应的启发式
方法能够巧妙而快速地予以解决,而量子机器学习算
法是否仍能匹敌,有待进一步研究.
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