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摘要:针对含扩散项不可靠随机生产系统最优生产控制的优化命题,采用数值解方法来求解该优化命题最优控
制所满足的模态耦合的非线性偏微分HJB方程. 首先构造Markov链来近似生产系统状态演化,并基于局部一致性原
理,把求解连续时间随机控制问题转化为求解离散时间的Markov决策过程问题,然后采用数值迭代和策略迭代算
法来实现最优控制数值求解过程. 文末仿真结果验证了该方法的正确性和有效性.
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production systems with diffusion terms
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Abstract: The optimal production control for unreliable stochastic production system always involves in solving a
mode-coupled nonlinear partial differential equation, i.e., HJB(Hamilton-Jacobi-Bellman) equation, which is the necessary
and sufficient condition of optimal control. Numerical method for stochastic control problems in continuous time is adopted
to solve the optimal production control problem involving diffusion terms by constructing Markov chains to approximate
the evolution of the system states, and then, the associated HJB equation is transformed into a discrete time Markov decision
process(MDP) under local consistence. Based on the MDP, an algorithm including numerical iteration and policy iteration
is then proposed. Finally, some numerical examples of production system are presented to illustrate the usefulness of the
numerical method.
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1 引引引言言言(Introduction)
柔性制造系统(FMS)是由若干可进行多种加

工工序的工作站(workstation)及传送装置组成. 由
于FMS具有很好的柔性, 故FMS制造系统较传统的
制造系统具有很大的优势, 以至越来越多的生产企
业采用FMS工作方式. 然而, FMS高昂的成本要求
对FMS的生产和维护进行有效的管理和调度成为必
然,以应付诸如设备故障、需求波动、销售退货及库
存损耗等不确定事件的发生, 来满足市场的需求和
降低生产成本[1]. 由于系统规模大及结构复杂, 使
得对FMS的管理和控制具有递阶结构, 即上层为管
理层,下层为生产控制(production control)层. 管理层
是离线实现的,而生产控制层则是在线实现,动态调
度,以优化产品的生产速度和切换次序.

对生产控制的研究由来已久, 现在世界上形成

了以MIT的“制造和生产力研究实验室”(laboratory
for manufacturing and productivity, http://web.mit. edu
/lmp/)和Boston大学的“制造系统生产控制实验室”
(production control of manufacturing systems labora-
tory, http://www.bu.edu/pcms/)为主的生产控制研究
中心, 在对生产控制策略性质及值函数性质的研究
上,得出了很多有意义的结论:例如生产控制的开关
结构和值函数的凸性以及最优生产控制策略所要满

足的条件等[2∼5], 为生产控制的工程应用奠定了理
论基础. 对生产控制的研究可分为两种途径,一种是
把工作站作为服务中心来对待,把待加工零件作为
服务对象,用排队论来研究此类系统;另一类是基于
对大批量产品生产的近似, 以流率化模型来研究生
产控制[8]. 不论那种研究方法,最优状态反馈控制求
取都面临求解HJB方程的难题.
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本文采用后一种生产控制建模方式, 针对含扩
散项的不可靠随机生产系统最优生产控制的优化

命题,为求解含扩散项不可靠生产系统最优生产控
制中模态耦合的非线性偏微分HJB方程, 利用数值
解方法,通过构造Markov链来近似生产系统状态的
演化,在满足局部一致性意义下,把求解原始HJB方
程转化为求解离散时间的Markov决策过程问题,并
由此设计了数值迭代和策略迭代算法来实现数值求

解过程. 仿真结果分析表明了该方法的正确性和有
效性.

2 问问问题题题描描描述述述(Description of the problem)
本文所研究的不可靠生产系统具有文献[1]中对

象相同的结构, 即由L台工作站组成, 每台工作站
由Lj个相同的设备组成, j = 1, · · · , L. 系统可生
产N类不同的产品类型Pi, i = 1, · · · , N . 令x(t)=
[x1(t), · · · , xN(t)]T ∈X ⊆RN为产品盈余(surplus),
即当xi > 0时表示产品Pi的库存状态(inventory),反
之为该产品的缺货状态(shortage). x(t)的动态演化
可由如下随机微分方程描述:

dx(t) = (u(t)− z(t))dt + σdw(t), x(0). (1)

其中: u(t) = [u1(t), · · · , uN(t)]T为系统对产品的生
产率向量, 是控制变量; z(t) = [z1(t), · · · , zN(t)]T

为市场或下游设备对产品的需求向量,有zi(t) > 0;
σ为N × P矩阵, w(t) = [w1(t), · · · , wP (t)]T为标
准Wiener过程; σdw(t)为方程(1)的扩散项, 其物理
意义可解释为需求的波动、库存的损耗及销售的退

货等.

由于设备的不可靠性,在生产过程中每台设备都
存在随机故障的发生和修复. 令sj(t)为t时刻第j台

工作站的状态, 则系统工作站状态为s(t) = [s1(t),
· · · , sL(t)]T.

s(t)的动态演化与设备老化程度有关,令aj(t) >
0为工作站j在t时刻的老化程度, aj(t)可由生产率的
累计量及维护频率来刻画. 为简化问题说明, 假设
工作站老化程度仅是维护频率mj的函数, ȧj(t) =
gj(mj(t)). 维护频率mj(t)的倒数1/mj(t)表示对工
作站j的维护间隔时间. 若mj(t) = 0, 则表示不用
对该工作站进行维护; 由于企业人力物力的限制及
每台工作站的重要性不同, 有0 6 mj(t) 6 mmax

j .
sj(t)的动态演化可由如下转移概率刻画:

P{sj(t + dt) = l + 1 | sj(t) = l, aj(t)} ={
(Lj−l)qj

jljl+1
(aj(t))dt+o(dt), 06 l<Lj,

0, 其他情况.

(2a)

P{sj(t + dt) = l − 1 | sj(t) = l, aj(t)} =

{
(Lj−l)pj

jljl−1
(aj(t))dt+o(dt), 0<l6Lj,

0, 其他情况.

(2b)

令m(t)为系统的维护频率, 即m(t) = [m1(t),
· · · ,mL(t)]T; a(t) = [a1(t), · · · , aL(t)]T, g(·) =
[g1(·), · · · , gL(·)]T,则有

ȧ(t) = g(m(t))dt, a(0). (3)

假设设备老化程度a为非减的,故有g > 0. 若α,
β为s(t)的两个取值, 定义P{s(t + dt) = α|s(t) =
β, a(t)} = λαβ(a(t))dt + o(dt), α 6= β.

以上各式中dt > 0为一个非常小数, λαβ为系

统状态α跳跃到状态β的跳跃率, 有
∑
β

λαβ(·) = 0.

当a为恒值时,即ȧ = 0时,表示该工作站故障的发生
和修复与设备的维护无关, s(t)就退化为平稳过程.
经过以上定义后, s(t)可由其生成矩阵Q = (λαβ(a))
完全描述. 由于设备不可靠性的存在及设备自身生
产能力的约束, 使得生产率控制向量u(t)存在以下
约束:

0 6 ui(t) 6 s(t)Tri. (4)

其中: ri = [ri1, · · · , riL]T, rij为工作站j对产品Pi的

最大生产率.对所描述系统,最优生产控制问题可表
述为:已知初始盈余x(0)、工作站的初始状态s(0)及
初始老化状态a(0), 寻求最优的容许生产控制策
略u(t)和设备维护频率m(t), 在满足方程(1)(3)和相
应控制变量约束的情况下, 使如下长期折扣费用目
标泛函最小:

J(x(0),s(0),a(0))(u(·),m(·)) =

min
u(·),m(·)

E(
w ∞

0
e−ρvl(x(v))dv |x(0), s(0), a(0)).

(5)

其中: 0 < ρ < 1为折扣因子, l(x)为产品成本运行函
数. 定义目标函数(5)的值函数为V (x(t), s(t),m(t)),
其表达式如下:

V (x(t), s(t), a(t)) =

min
u(·),m(·)

E(
w ∞

t
e−ρ(v−t)l(x(v))dv |x(t), s(t), a(t)).

(6)

生产率u(t)和维护频率m(t)为最优的充要条件
由以下引理给出:

引引引理理理 1 对于由式(1)(3)描述的不可靠生产系
统, 若使目标泛函(5)最小, 则对于每个状态x(t) =
x, s(t) = α及a(t) = a, 容许生产控制策略u(t)和
设备维护频率m(t)为最优的充分必要条件是其由
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式(6)所定义的值函数满足如下HJB方程:

min
u(t),m(t)

{Vx(x, α, a)(u(t)− z(t)) +

Va(x, α, a)g(m(t))+
1
2
tr[Vxx(x, α, a)σσT] +

∑
β

λαβ(a)V (x, β, a)−ρV (x, α, a)}+l(x) = 0.

(7)

证证证 把a(t)及设备维护频率m(t)分别作为辅
助状态变量和辅助控制率引入文献[1]的Theorem
6.2中,该引理可直接得到. 证毕.

显然有J(x(0),S(0),a(0))(u(·),m(·))=V (x(0), s(0),
a(0)). 若σ有如下形式, σ = diag{σ1, · · · , σN},其中
σi > 0, i = 1, · · · , N . 则式(7)可改写为

min
u(t),m(t)

{
N∑

i=1

∂

∂xi

V (x, α, a)(ui(t)−zi(t)) +

L∑
i=1

∂

∂ai

V (x, α, a)gi(mi(t)) +

1
2

N∑
i=1

∂2V (x, α, a)
∂x2

i

σ2
i +

∑
β

λαβ(a)V (x, β, a)−

ρV (x, α, a)}+ l(x) = 0. (8)

3 数数数值值值求求求解解解(Numerical method)
式(8)为一个模态耦合的非线性偏微分方程,

求解这样的方程实非易事, 故往往求助于数值求
解. Kushner在弱存在性(weak existence)和弱唯一性
(weak uniqueness)概念下创立了求解连续时间随机
控制问题的数值解方法[6]. 据作者所知, 把该方法
首先应用于求解不可靠生产系统生产控制问题的

是文献[4],用于处理生产率不耦合的分段确定性模
型;文献[3]则用该数值解方法来处理生产率耦合的
分段确定性模型. 当系统状态演化方程中包含扩散
项时,还没有看到有相关文献进行数值求解. 本文仍
采用Kushner数值解方法,通过构造Markov链来近似
生产系统状态的演化. 在分析了该方法用于求解生
产控制优化命题的局部特性后, 基于满足局部一致
性(local consistent)的前提下给出求解涉及扩散项的
生产优化控制问题的数值解方法及算法. 不失一般
性,这里取σ = diag{σ1, · · · , σN}.

3.1 值值值函函函数数数近近近似似似(Approximation of value function)
Kushner数值解方法是构造Markov链, 在满足局

部一致性条件下来近似连续随机过程, 然后利用
该Markov链的值函数来逼近原始问题的值函数. 令

R(h) =
N∑

i=1

σ2
i + h(

N∑
i=1

(ui + zi) +
L∑

i=1

gi(mi)) +

(ρ− λαα(a))h2, ∆t(h) =
h2

R(h)
.

有h → 0时, ∆t(h) → 0. 构造Markov链向量

χk = [χk
1 , · · · , χk

N ]T, ξk = [ξk
1 , · · · , ξk

L]T,

k = 1, 2, · · · .

使其转移概率有如下形式:

P+
χk

i
=P (χk+1

i |χk
i , u

k
i )=

σ2
i +2huk

i

2R(h)
, ∆χk

i >0,

(9a)

P−
χk

i
=P (χk+1

i |χk
i , u

k
i )=

σ2
i +2hzk

i

2R(h)
, ∆χk

i <0,

(9b)

Pχk
i
=P (χk+1

i | χk
i , u

k
i )=

h2ρ

R(h)
, ∆χk

i =0, (9c)

Pξk
j
=P (ξk+1

j | ξk
j ,mk

j )=
hgj(mk

j )
R(h)

, (9d)

P β =
h2λαβ

R(h)
. (9e)

式中: ∆χk
i = χk+1

i − χk
i , h可解释为变量的有限差

分. uk及mk分别为k时刻所施加的控制.令V h(x, α,

a)为Markov链χ, ξ的值函数,其表达式如下:

V h(x, α, a) =

min
u(·),m(·)

E(
∞∑

k=0

e−ρtk l(χk)∆t(h)) | x, α, a). (10)

其中tk =
k−1∑
i=0

∆t(h),则有

V h(x, α, a) =

min
uk,mk

{
N∑

i=1

(P+
χk

i
V h(x + eih, α, a) +

P−
χk

i
V h(x− eih, α, a)) +

L∑
j=1

P+
ξk

j
V h(x, α, a + ejh) +

∑
β 6=α

P βV (x, β, a)}+ ∆t(h)l(x). (11)

3.2 局局局部部部一一一致致致性性性(Local consistent)

对于系统(1)而言,在非常小数dt > 0时,系统状

态x(t)有如下局部特性:

E[x(t + dt)− x(t) | x(t)] = (u(t)− z(t))dt,

(12a)

Cov[x(t+dt)−x(t) | x(t)]=σσTdt. (12b)

E(·)和Cov(·)分别表示期望和方差. 所构造的
Markov链χ向量在转移概率(9)情况下, 其局部特性
如下:

E[χk+1 − χk | χk] =
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N∑

i=1

(P+
χk

i
−P−

χk
i
)h = (uk−zk)∆t(h), (13a)

Cov[χk+1−χk |χk]=σσT∆t(h)+o(∆t(h)).

(13b)

其中zk为需求z(t)在k时刻的值. 对比式(12)与式
(13), 不难看出, 当∆t(·) → 0时所构造的Markov链
χ在局部特性上与原系统x(t)是一致的, 即符
合Kushner方法所要求的局部一致性条件.同样可以
验证a(t)与所构造Markov链ξ的局部一致性也是符

合的. 式(11)为离散时间的Markov决策过程的一般
形式, 当h → 0时, 由方程(11)所得到的V h(x, α, a)
趋向于由HJB方程(7)所决定的V (x, α, a),相应的最
优控制策略uk, mk序列可看作是原始优化问题最优

控制策略解的近似, k = 1, 2, · · · , 这种近似有如下
引理确保:

引引引理理理 2 当h→ 0时, 由Markov决策过程式(11)
所求得的值函数V h(·)为所研究不可靠生产系统值
函数V (·)的极限,即lim

h→0
V h(·) = V (·).

证证证 在局部一致性条件满足下, 引理2可由文
献[6]中Chap. 10中Theorem 5.2得到.
证毕.
引理2表明, 具有Markov特性的连续时间优化

控制命题可转化为相同状态空间下的离散时间

Markov决策过程问题. 由式(11)求得的最优控制uk,
mk即为原始问题最优解u, m的数值解.

3.3 算算算法法法设设设计计计(Algorithm)
根据前文所述, 可设计如下包含值迭代和策略

迭代的算法来实现生产优化控制策略的数值解求

解过程. 需要说明的是, 用离散时间Markov决策过
程(11)进行数值求解时, 应先网格化所考虑状态空
间X , 定义网格化后的状态空间为G, 则算法描述
如下:
数数数值值值求求求解解解算算算法法法框框框架架架:
Input: 网格化状态空间G;对系统参数进行赋值;

Initialization: ∀x ∈ G, α, a,令V h(·) = 0;

Loop 1: 值迭代.直到设定标准满足;

Loop 2: 策略迭代.给定策略,由式(11)求
解相应的值函数V h(·)及最优控制策略uk(·), mk(·);

End

End

Output: 最优控制策略 uk(·), mk(·) 及值函数
V h(·).

其他适合离散时间MDP问题的优化算法都可以
用来具体化本算法,这里不再详细讨论.

4 仿仿仿真真真分分分析析析(Simulation and analysis)
为验证方法的正确性和有效性,如下是两个仿真

实例. 为简化具体数值求解过程,不妨令ȧ(t) = 0.
例例例 1 不可靠生产系统是只有由一台设备组成

的工作站,只生产一种产品. 设备有故障和正常工作
两种状态,以0表示故障状态, 1表示正常状态. 故障
状态下,设备不能进行任何生产. 并假设对产品的需
求z为恒值.采用如下形式的成本运行函数表达式:

l(x(t)) = c+x+(t) + c−x−(t).

其中: x+(t) = max{0, x}, x−(t) = max{0,−x}. 系
统其他参数如下: z = 0.45, ρ = 0.9, λ01 = 0.9,
λ10 = 0.14, c+ = 1.0, c− = 6.0, r = 1.0. 若不
考虑扩散项, 即令σ = 0. 这是最简单情况下的不
可靠设备生产控制的优化命题,文献[5]给出了该情
况下的解析解, 即最优反馈控制策略为u(t) = r当

x(t) < x∗时; 当x(t) > x∗时u(t) = 0; 当x(t) =
x∗时u(t) = z(t);其中

x∗ = max{0,
1

λ−
ln[

c+

c+ + c−
(1 +

ρz

λ10z−(ρ+λ01+zλ−)(r−z)
)]},

λ−为矩阵




ρ + λ10

r − z

λ10

z − r
λ01

z
−λ01 + ρ

z


的唯一负特征根.

采用本文数值求解仿真结果如图1(a)所示. 图1(a)中
实线表示设备状态为0时的值函数曲线; 点划线为
设备状态为1时的值函数曲线, 虚线为最优控制策
略u. 采用文献[5]公式计算得x∗ = 0, 数值求解结
果与理论相符.当系统参数λ01 = 0.6, λ10 = 0.3时,
意味着设备故障时间增加而正常生产时间减少, 直
觉告诉笔者此时的最优库存也应增大, 利用公式
计算x∗ = 0.106. 这种情况下数值求解的仿真如
图1(b)所示(图1(c)是图1(b)的局部放大图). 图中点
划线所对应的是当仍取x∗ = 0时的值函数V (·)曲线
及控制策略; 虚线是取x∗ = 0.5时的值函数V (·)曲
线及控制策略; 而实线是取x∗ = 0.1时的值函
数V (·)曲线及控制策略. 这两个仿真结果验证了
本文所述方法结果的正确性.
以上数值求解都是系统不存在扩散项时的结果.

当扩散项存在时,即σ 6= 0时,目前仍没有解析解存
在. 图1(d)是系统存在扩散项而其他参数不变时的
数值解结果,仍取λ01 = 0.6, λ10 = 0.3. 直觉上此时
系统存在除设备随机故障外的随机扰动,最优库存
应该比没有扩散项时大.从图1可以看出,当σ=0.05
时, x∗ = 0.13,的确大于σ = 0时的最优库存;然而,
当σ继续增大时, 这种直觉就被打破了. 当σ取0.1及
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以上值时, 仿真结果显示此时的最优库存小于不存
在扩散项时的最优库存. 且随着扩散项参数的增
大, 不同设备状态下的值函数曲线也在彼此靠拢,
向V (·) = c+x, V (·) = c−x靠近, 如图1(d)所示. 经
过对对象的分析, 由于系统中含有标准Wiener过程
扩散项,这种现象也是合理的和必然的,是系统本身
所决定的. 即当存在扩散项时,系统的设备故障因素
被“噪声”给弱化了, 使得故障因素的影响比重变
小, 从而值函数曲线彼此靠近; 当扩散项不断增大,
该项在系统的演化进程中所扮演的角色越来越重,
以至淹没了系统状态x(t)受s(t)所驱动演化的部分,
系统逐渐退化为不涉及随机事件的随机控制系统;
而Wiener过程零均值的特性及目标泛函为期望的表
达式,使得值函数在每个状态都趋向于c+x或c−x.

(a)

(b)

(c)

(d)

图 1 例1值函数V及控制策略u的数值解

Fig. 1 Numerical solution to V , u with respect to x for

example 1, respectively

例例例 2 不可靠生产系统生产2种产品情况, 设备
状态同例1相同. 并假设对每种产品的需求zi为恒

值, i = 1, 2. 产品盈余运行函数表达式为l(x(t)) =
2∑

i=1

(c+
i x+

i (t) + c−i x−i (t)). 系统其他参数如下: z1 =

0.4, z2 = 0.6, ρ = 0.9, λ01 = 0.6, λ10 = 0.3,
c+
1 = c+

2 = 1.0, c−1 = 3.0, c−2 = 6.0, r1 = r2 = 1.0,
σ1 = σ2 = 0.02.

若系统由两台或多台设备组成,产品生产率之间
不耦合时, 不涉及产品的切换序列, 可直接由第3节
所述算法进行仿真, 是例1在高维空间的直接推广.
若系统仍只有由一台设备组成的工作站,设备在已
知时刻只能生产一种产品, 在一台设备上进行不同
产品的加工,生产率之间存在耦合,涉及产品的切换
次序,则需要对生产率增加一个约束如下:{

0 6 ui(t) 6 s(t)ri, i = 1, 2,

uj(t) = 0, j 6= i.

按照上式约束,在进行算法仿真时需对R(·)进行
相应的调整,即

R(h) =
N∑

i=1

σ2
i + h(

2∑
i=1

zi(t) +

ui(t)I{Pi}) + (ρ− λαα)h2,

其中I{·}为指示函数,表示当系统生产Pi时I{·} = 1,
否则为0. 图2是生产率耦合情况下的仿真. V (x, 1)
和V (x, 0)图分别是值函数在设备状态为正常和故
障时产品盈余所对应的值函数曲面. u1(x)和u2(x)
图分别代表了当设备状态为正常时最优生产控制策

略与产品盈余的关系.

仿真图示表明,在生产能力耦合时,系统的状态
空间被分割为几个子空间, 分别对应相应的最优
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控制策略, 也就是说这类不可靠生产系统, 在最优
目标泛函为无限折扣费用情况下, 最优控制策略具
有开关结构(例1也有相同结论),与文献理论结果相
一致[1]. 图中还可以看出, 最优控制策略的开关流
形曲线并不是一个常值. 值函数仿真曲线(面)显示
出V (·)为凸函数, 这也是对文献研究值函数凸特性
的一个证实. 数值仿真结果表明该数值求解方法正
确有效,并可以扩展到更复杂情况. 但从第3节的算
法描述和Markov链的构造中也可以看出,当系统的
状态维数增加时,计算所消耗的时间也急剧增长,算

法的时间复杂性为|| X

hX

|N | U

hU

|N |,其中|X|N为算
法网格化时所考虑的状态空间大小, |U |N为容许控
制策略的空间大小,而hX和hU分别表示状态和策略

空间上的迭代步长. 为减少计算复杂性,一方面可以
改进算法,采用效率更高的求解MDP问题的相关算
法; 另一方面可根据已有的生产控制文献对生产控
制策略属性和结构的研究结果,用启发式方法来减
少策略的搜索空间. 基于该数值求解方法还可仿真
分析系统参数对最优控制策略的影响,本文不再讨
论.

图 2 例2值函数V及控制策略u的数值解

Fig. 2 Numerical solution to V , u with respect to x for

example 2, respectively

5 结结结论论论(Conclusion)
针对具有随机故障发生并涉及扩散项的不可靠

生产系统,通过构造Markov链来近似系统的状态演
化,并基于求解原始命题转化后的MDP问题,给出了
求解模态耦合的非线性偏微分方程的数值解方法.
对生产系统的数值仿真分析,验证了该方法的正确
性和有效性. 需要说明的是,不可靠随机生产系统可
看作随机混杂系统,而随机混杂系统的研究大门才
刚刚开启[7∼10]. 本文这些结论和方法为求解连续时

间的具有和不可靠生产系统相似特性的随机混杂系

统优化控制命题提供了一种解决方案.遗憾的是,正
如第4节中所说,由于该数值解方法计算复杂性是与
状态空间和控制策略空间有关, 当系统的状态空间
为高维和控制策略空间也为高维时, 所需计算时间
急剧增长. 开发高效率的算法是一个很有实际意义
的工作,这也将是研究组下一步的工作重点.
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