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摘要：讨论了同时具有输人时滞与状态时滞的线性系统的时滞相关鲁棒控制问题 ．将矩阵分解思想应用于线 

性时滞系统的控制综合，借助于积分不等式，利用 Lyapunov-Krasovskii泛函方法，得到了系统经无记忆状态反馈后 

可镇定的、基于LMI的时滞相关条件 ．既不要对原系统进行模型变换 ，也不要对交叉项进行界定 ．最后的实例说明 

了本文方法的有效性． 
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Delay-dependent robust control for linear time-delay uncertain systems 
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Abstract：The delay—dependent robust control for uncertain systems with both state and input delays is discussed．By intro— 

ducing the matrix decomposition idea into the synthesis problem，incorporating with the integra!inequality and Lyapunov- 

Krasovskii functional method，a new delay—dependent condition based on linear ma trix ineq uality is obtained which guarantees 

that the system is asymptotically stable via memo~less controller．Neither the model transformation nor the boun ding cross—terms 

is employed．Some numerical examples demonstrate that the proposed me thod is efficient． 
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1 引言(Introduction) 

线性时滞系统的分析与综合近年来受到广泛关 

注．最近 ch删 [ J较系统地总结了这方面的最新研 

究成果，同时提出了 4个 Open Problems，其中之一 

为：如何有效地控制如下线性时滞系统 

(t)=Ax(t)+Al (t—h)+Bu(t)+Bl u(t—h)． 

(1) 

当A。=0时，通常利用Arstein模型退化方法(Ar． 

stein model reduction method)~ ，将原系统变换成无时滞 

的系统，从而有效地解决了这类系统的控制问题，但是 

这一方法得到的控制器具有分布时滞，难于实现． 

当 Al≠0时，文献[3～5]用 Riccati不等式方法 

得到了无记忆控制器，保证了系统在该控制器作用 

下的闭环系统是渐近稳定的，但该条件不依赖于时 

滞大小 ．据作者所知，当Al≠0时系统(1)的时滞相 

关综合问题的研究很少报道． 

本文借助于文献[6]建立的积分不等式，引入矩 

阵分解思想，重新讨论了系统(1)的时滞相关稳定与 

镇定问题，利用 Lyapunov．Krasovskii泛函方法，获得 

了系统经无记忆状态反馈后可镇定的、基于 LMI的 

时滞相关充分条件，这一条件可用来讨论只含有状 

态时滞、或只含有输入时滞、或同时含有输入时滞与 

状态时滞的线性系统的时滞相关稳定与镇定问题， 

具有一般性 ，同时得到的控制器为无记忆控制器，结 

构简单、易于实现． 

全文沿用如下记号：A一 ’表示矩阵 A的转置的 

逆；P=P’ >0表示对称正定阵； ，R 分别表示 

实数域上的 凡维向量空间与凡×凡矩阵空间；，表示 

具有适当维数的单位矩阵；diag{A，B，⋯，C}表示 

块对角矩阵；矩阵中的“*”表示对称矩阵的对称项． 

2 问题描述(Problem statements) 

考虑如下同时具有状态时滞及输入时滞的不确 
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定线性系统 

戈(t)= 

(A+△A(t)) (t)+(Al+△Al(t)) (t—h(t))+ 

(B+△ (t))u(t)+Bl u(t—h(t))， 

(t)=声(t)，V t E [一 ，0]． 

(2) 

式中： (t)E 为系统状态，u(t)E曼 为控制输 

入，声(t)为初始条件，h(t)为时变时滞，满足 

0≤ h(t)≤ h < ∞，h(t)≤ d< 1． (3) 

A，A ， ， 为 具 有 适 当 维 数 的常 数 实 矩 阵； 

△A(t)，△Al(t)，△ (t)为实矩阵函数，表示时变参 

数不确定性，具有以下形式 

[△A(t)△Al(t)△ (t)]=DF(t)[E El E6]． 

(4) 

其中：D，E。，E6为已知的常数实矩阵，时变未知实 

矩阵 F(t)满足 F (t)F(t)≤ ，，V t． 

为方便讨论，引入如下无记忆状态反馈 

u(t)= Kx(t)． (5) 

本文主要讨论不确定系统(2)在形如(5)的控制 

器作用下可鲁棒镇定的时滞相关充分条件．为此，引 

入如下引理 ． 

引理 1【 J(积分不等式) 设 (t)为 上具有 

连续一阶导数的向量函数，则对 V M。，M2 E ， 

V R=R’ >0，V h(t)≥0，满足不等式 
广t 

— l 戈 (s) 戈(s)ds≤ 

( ) + - 

L * 

一 MT+M，1 
．．． 。I (t)+ 

一  !一 2 J 

) (f)【 ；J -1[ t z] (f)· (6) 
其中 (t)=[ (t) (t—h(t))]． 

引理 2【 ] 给定矩阵 Q=Q ，以及适当维数的 

矩阵 ，，J，则 

0 +HFL+ Hx(0． 

对任意满足 F≤ ，的F成立的充要条件是存在 

￡>0，使得 

p +￡一 舢  +￡，J L < 0． 

3 主要结果(Main results) 

这一节，陈述本文的主要结论．首先利用引理 1 

讨论系统(2)的标称系统(即 F(t)=0)经无记忆控 

制器(5)作用后渐近稳定的时滞相关充分条件．此时 

闭环系统为 

戈(t)=(A+BK) (t)+(Al+ lK) (t—h(t))． 

(7) 

为得到系统(7)渐近稳定的基于 LMI的时滞相 

关充分条件，同时解出控制器 K，首先对系统(7)稍 

作整理．引入文献[8，9]的思想，将状态时滞矩阵 A。 

作如下分解：Al=All+ l2，其中All'Al2为常数实 

矩阵．于是系统(7)可表示为 

(t)=(A+BK) (t)+All (t—h(t))+ 

(Al2+ lK) (t—h(t))． (8) 

记 A =A+BK，Al =Al2+ l K，然后令 

(t)=[ T(t) (t—h(t)) {Al (t—h(t))tT]， 

(9) 

重写式(8)，得到 

戈(t)=[A All ，] (t)． (10) 

利用引理 1，得到如下定理： 

定理 1 给定常量 >0，d<1．如果存在 X> 

0，R >0，p>0，以及 ，z∈ ，l，∈ 使得 

以下 LMI成立： 

< 0， 

(11) 

其中 

plI=AX+XAT+Allz+ZTA +BY+U BT， 

l0l2= X + A rtM — ZT，l0l6=XAT2+：BT， 

l0l4= (XA +UB +Z A_f1)， 

1022=一M—M ， = (M AT,)， 

p33=一(1一d)Q， 

(12) 

则闭环系统(7)渐近稳定，并且 K： YX～． 

证 取 Lyapunov-Krasovskii泛 函 

V(f)= (f)Px(f)+l l (s)Ric(s)dsdO+ 
√ 一h．1 t+ 

J (f)xT(s)AT~Al (s) (13) 
其中 P>0，R>0，p>0．则 V(t)沿系统(7)的轨 

线的导数为 

(t)： 

(t) 戈(f)+xT(t)AT~QAl (t)一 

(1一五(t))xT(t—h(t))AT~QAl (t—h(t))一 

l一戈 (s) 戈(s)ds+2xT(f)尸 (f)． (14) 

6 (  0  0  0  

0  0  0 

阳 一 一 

3  Q  0 * * * 

2  2  
* * * * 

* * * * * 
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由式(3)知 h(t)≤ ，于是有 

一

j一 (s)Rx(s)ds≤一j—f)戈 (s)Rxt h t h t (s)ds． 一 √一 ( J 
(15) 

对式(15)的右边应用引理 1，并代人式(14)，然后利 

用式(9)定义的 (t)及式(10)，得到 

(t)≤ (t)[ + r r1+hP~RF2] (t)． 

其中 

『 11+ATxQA1 12 P] 
= l * 0 l， l 

*  *  J 

r1=[A AIl ，]，r2=[ 1 M2 0]， 

1l=PA +A +iT+M1， l2=PAll—iT+M2
， 

22=一 !一 2， 33=一(1一d)Q． 

由 Schur补引理，如果如下非线性矩阵不等式成立： 

11 12 P hAT _f A 

22 0 hAlT1 hMT 0 

* 33 hi 0 0 

* * * 一 hR一 0 0 

* * * * 一 0 

* * * *  * 一

Q一 

< 0， 

(16) 

有 (t)<0，于是由 Lyapunov—Krasovskii稳定性定 

理，知系统(7)是渐近稳定的． 

为从非线性矩阵不等式(16)解出控制器 K，定 

义 

= [ 。 =[ 
如果(16)成立，则 M2非奇异，从而 可逆，定义 

= [ 
T=diag{W～，Q～，，， ～，，}， 

对式(16)左乘 ，右乘 ，然后令 Y： KX， ： 

Q～，R=R～，如果l_aM1(11)成立 ，则 TTET<0，从 

而 三 <0，于是闭环系统(7)渐近稳定 ，并且控制器 

增益为 K：蹦 ～． 证毕． 

注 1 定理 1给出了系统(2)(F(￡)：0)经无记忆状 

态反馈后可镇定的时滞相关条件，这一条件不仅适用 于 

Al=0，也适用于 Al≠0的系统，因而具有一般性．同时，当 

Bl=0时 ，后面的实例也表明定理 1较文献[10，11]的相应 

结论具有较小的保守性． 

注 2 定理 1的有效性在于时滞矩阵A．的分解．一种 

简单而有效的分解方法是 ：在 LMI(11)中令 Z：M ：X，然 

后引入新的矩阵变量 L=Al2 ．如果 LMI(11)有解，则系统 

(7)渐近稳定，于是得到 Al的一种分解 Al=All+Al2，其中 

Al2= LX～ ． 

下面，讨论不确定系统(2)的时滞相关鲁棒镇定 

问题 ．利用定理 1及引理 2得到 

定理 2 给定常量 >0，d<1．如果存在 > 

0，R >0，9 >0，M，Z∈ R ，y∈ R 及 ￡>0 

使得 LMI成立： 

pll P12 Q p14 0 p16 ￡D Pl8 

p22 0 p24 hR 0 0 p28 

* ／933 hi 0 0 0 0 

* * * 一  ̂ 0 0 ￡̂D 0 

* * * * 一 0 0 0 

* * * * * 一Q 0 0 

* * * * * * 一 ￡， 0 

*  * * * * *  *  
一 ￡I 

< 0， 

(17) 

其中lDl1，lD12，lD14，lD22，lD24，lD33定义于式(12)， 

flD18= E。r+z。rE +y E ， 

【p28=M ET， 

则系统(2)是可鲁棒镇定的，并且控制器增益 K ： 

蹦 ～． 

证 由定理 I及引理 2即可证得，在此从略． 

4 数值例子(Numerical examples) 
例 1 考虑系统(2)[i2,13]，其中 

』A=[一 25一 ]，△A=0 三]，B1=[0。]， 
L I I≤ y，A1= △A1= 0，B = AB1= 0． 

(18) 

当 y=10时，文献[12，13]获得了可镇定系统(18) 

的鲁棒控制器，但其控制器具有分布时滞，难于实 

现．利用本文方法，将 △A表示为 

AA： )[1 0]’FT㈩ 肌 )< ，． 

对 A1=0作如下分解：A1=A11+A12，其中 

r一 1 4 — 0 21 

A11 【一7
． 5 —2．8J，A12一 Al1． 

解 LMI(17)，得到镇定系统(18)的鲁棒控制器为 

M(t)=[一16．0063 —4．0141] (t)． 

例 2 考虑系统(2)，其中 

』A=[吕 ]，A。=[一言一-0。’5]， =0．]，n1=0, 
L D = 0．21，E = ，，E1= 0，Eb = 0

， 0≤ h≤ h． 

(19) 
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文献[6，10，11]讨论了系统(19)可镇定的时滞 

上界，得到的结果列于表 1．应用本文方法，对 A1作 

如下分解：Al=A11+Al2，其中 

f一0．8 0 1 f一 1．2 — 0．51 

All 【0 —0
． 8j，A12 【0 —0

． 2j‘ 

利用定理2，得到的结果也列于表 1． 

表 1 系统(19)可鲁棒镇定的时滞界 h 
Table 1 Achieved maximum delay stability bounds h， 

for system (19) 

方 法 h 

文献[11]定理 2 

文献[1O]定理 1 

文献[6]定理 3．2 

本文定理 2 

0．45 

0．5865 

0．6352 

0．9498 

可见，利用本文方法得到的时滞上界较文献 

[6，10，11]明显增大，因而具有较小的保守性 ． 

5 结论 (Conclusion) 

本文将矩阵分解思想应用于时滞系统的控制综 

合，结合积分不等式，讨论了同时具输入时滞与状态 

时滞线性系统的稳定化问题，获得了系统经无记忆 

状态反馈后渐近稳定的、基于 LlVlI的时滞相关条 

件 ．数值例子表明了本文方法的有效性 ． 
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