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具有不确定噪声的随机非线性系统的鲁棒 自适应跟踪 
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(中国科学技术大学 自动化系，安徽 合肥 230027) 

摘要：研究了一类随机非线性系统的鲁棒 自适应跟踪问题 ．文中利用随机控制 Lyapunov设计方法，对于受方 

差不确定 Wiener噪声干扰的参数严格反馈形式的系统 ，给出了参数自适应律和控制律，使得跟踪误差在 4次均方 

意义下收敛到一个小范围内． 
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Robust adaptive tracking of stochastic nonlinear systems 

with uncertain noises 

JI Hai—bo，XI Hong-sheng，CHEN Zhi—fu，W ANG Jun 

(D印ar t of Automation，University of Science&Technology of China，Anhui l-lefei 23O027，Olina) 

Abstract：Robust adaptive tracking problems for a class of stochastic nonlinear systems  were investigated．A stochastic 

Lyapunov design method was applied for systems in the form of parametric·strict-feedback driven by Wiener noises of unknown 

covariance．A parameter adaptive law and a control law Wel'e obtainedto ensui~thatthe tracking elTorcould converge to a small 

residual set around the origin in the sense of mean quartic value． 
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1 引言(Introduction) 

9o年代以来，随着 backstepping等递归设计方 

法⋯1的提出，非线性系统构造性控制设计方法的研 

究引起了许多学者的关注L2 J．近几年来一些学者 

开始讨论随机非线性系统的控制问题，其中假定系 

统所受的外界干扰噪声是 Wiener过程．与通常的理 

想白噪声假设相比，Wiener噪声接近于现实中随机 

扰动的特征，但其处理难度要更大一些．具有 Wiener 

噪声干扰的随机系统通常以 随机微分方程描述． 

有关 I 随机微分方程及其稳定性理论的基本结果 

可以说早已存在【5,6J，但是有关结论常常是定性的 

或非构造性的，如何对 Wiener随机系统进行控制设 

计的讨论很少．一个主要 困难在于，在随机控制 

Lyapunov分析中出现了Hessian函数矩阵的二阶项． 

Florchinger等人[7,8]讨论了随机控制 Lyapunov函数， 

并给出了Sontag一般镇定公式的随机形式．Pan和 

Bas 9]研究了风险敏感指标的最优控制问题， 

Krsti~和 Deng等人【10,11 J采用 4次型的 Lyapunov函 
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数和 backstepping设计途径，研究了随机严格反馈系 

统的镇定、扰动抑制，并给出了随机逆优化的提法． 

文[10，l1]讨论的随机非线性系统本身不带未 

知参数，而将Wiener噪声的不确定方差作为未知参 

数作自适应控制或采用噪声扰动抑制进行鲁棒设 

计．文[12]讨论的随机非线性系统不仅本身带有未 

知参数 ，而且 Wiener干扰噪声 的方差也是不确定 

的．需要指出的是，现有这些工作讨论的都是镇定或 

平衡点控制问题 ，尚没有涉及随机非线性系统的输 

出跟踪问题 ．本文讨论参数严格反馈随机非线性系 

统在具有未知方差的 Wiener噪声作用下 ，如何使系 

统输出跟踪给定的参考信号．作者采用对不确定噪 

声扰动抑制的控制机制，实现了对任意给定信号的 

鲁棒 自适应跟踪．需要注意的是，由于不确定随机扰 

动的存在，通常难以做到渐近跟踪，但是可以确保跟 

踪误差在概率意义下收敛到足够小的范围内．作者 

还给出了仿真实例，说明有关设计方案，实现了状态 

反馈鲁棒自适应跟踪 ． 
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2 问题描j~(Problem description) 

考虑如下的参数严格反馈(parametric．strict-feed— 

back)形式的随机非线性系统 

dxi=X,i+ldt+ f(贾f)TOdt+gf(贾f)Tdw， 

i= 1，2，⋯ ，n 一 1， 

d ：ud￡+ ( )TOdt+g ( )Tdt‘7， (1) 

这里 =( l， 2，⋯， )T∈R“是系统状态，并记贾 

= ( l， 2，⋯，X,i) ’，11,∈R是系统的输入，'，∈R是 

系统的输出， ∈ 是未知常参数 ； 是P维光滑向 

量值函数，满足 (0)=0，gf是r维光滑向量值函 

数，其中下标i=1，2，⋯，n；噪声干扰1,0是定义在概 

率空间(n，F，P)上的 r维独立的Wiener过程，其 

中n为样本空间，F为 ．代数，P为概率测度，记增 

量 dw的协方差为△△Td￡，即均值 

E {dw·dwT}：A(t)A(￡)Td￡， 

其中函数矩阵△(t)是有界但不确定的． 

本文的控制目标是使得输出'，跟踪一个给定的 

有界参考信号 y，(t)(假定是光滑的)，并保持闭环 

系统的其它信号都有界．记跟踪误差 

ef= f一)，： ，，i=1，2，⋯ ，n， (2) 

式中)，： )表示y，的 阶导数，且有y：∞=y，．根据式 

(1)，得到跟踪误差方程 

[def=(ef+l+~o,T．o)at+g,T．clw， 

{ i=1，2，⋯，n一1， (3) 

[de =(u一)，：“)+~o)at+g dt‘7． 

为了研究系统 (1)，先对如下的随机微分系 

统[5，l1] 

dx=f( ，t)dr+g( ，￡)dw (4) 

给出有关引理和记号 ，式中 ∈R“，Wiener噪声 1,0 

如在系统(1)所述，函数 ．厂：R“X R一 和 g： X R 

一  是光滑的． 

根据 硒 随机微分，一个二阶连续可微函数 

V( ，￡)沿随机系统(4)的变化率(又称 infinitesimal 

generator)为 

：： + )+ 1 tr{AXgx g△)， 
(5) 

这里 tr表示矩阵的迹 ．与确定性系统的 Lyapunov函 

数微分表达式不同的是，式(5)里增加了二阶微分 

项，这常常给随机系统的Lyapunov控制设计带来一 

定困难． 

输入．状态稳定性(ISs)是非线性系统鲁棒稳定 

性分析与设 计的重要 工具，它首先 由 Sontag提 

出_l3j，文[11]将之推广到随机系统，并引入噪声．状 

态稳定性(NSS)提法． 

定义 1(Nss．稳定性) 随机系统(4)称为噪声． 

状态稳定的，系指对 V￡>0，存在 地 类函数 和 

类函数 y，使得概率 

P{l (t)l≤／?(Ix01，￡)+y( sup l△(s)△(s)T 1))≥ 

1一￡，V t≥0，V X0∈R“． (6) 

引理 1(NSS．Lyapunov函数) 考虑随机系统 

(4)，假设存在二阶连续可微函数 V( ，t)，与 类 

函数 a1，a2和 p，以及 K类函数∞，使得 

。l(I I)≤ V( ，t)≤ 口2(I I)， (7) 

并且 

I I≥lD(I△(f)△(￡) ’I) ￡ ≤一ccJ(I I)，V t≥0， 

(8) 

则系统(4)是噪声．状态全局稳定的(Nss)． 

这里的 1．I表示向量或矩阵的 Euclidean范数． 

引理 1反映了在概率意义下有界方差噪声导致有界 

状态的特征，这种提法又称为随机扰动抑制问题．在 

后面对随机系统(1)的控制设计中，本文可以做到让 

噪声对系统的影响任意小 ． 

引理 2(Young不等式) 对于任意两个向量 ， 

'，∈R“，如下不等式成立 

T，，≤ + 1 I)， (9) 

式中 ￡>0，常数 P>1，q>1，满足 

(P一1)(g一1)=1． 

3 控制设计(Control design) 

现在采用 backsteppi．g递归设计思想，来设计随 

机系统(1)的扰动抑制自适应控制方案．记参数 的 

估计值 ，作坐标变换 

zi=ei—ai一1(元i—l，a，t)， =1，2，⋯， ．(10) 

式中取 口0=0． 

注意，式(10)中的 af-l在某些文献取成 

口 —l=O／i_l(贾i—l， ，y，， ，，⋯，)，： 一 )) 

的形式，然而因 y，(t)是 t的已知函数，它们与式 

(10)里的取法是等效的． 

利用 璇 随机微分公式得到 

dzf：(e +l+ )d￡+gTaw—daf—l= 

[ 。 + 一 一 
i-I Oai

_

l( + )一 一 

： ： ： ：  。 々 ： ： ： ． 。 ． 。 。 ．
' ． f  ． 、 ：

| ’ ． ． ．． I ：  

； ： } *{ l 。 
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吉 。 32ai_1
。

gTA ATg
q25 A'~q I d￡+ 

M ： 

g + 

一  

i-I a ai
_ l

g ) 
式中 i=1，2，⋯，n，为了记号方便约定 +l=0和 

吐 = u — y ． 

由于式(5)中的二阶微分项 ，本文选择状态 4次 

和参数 2次的 Lyapunov函数 

= + 

式中参数估计误差 ： 一 ，常数 y>0． 

下面计算 沿随机系统(1)的时间变化率 
n ． 

LV=∑z +。+a + 

∑i-I ( +5D ) 
a ¨ 。 

32Otf
— l △ △T 

一  

~Oti
_

1 】+ 
i-I 0ffi

- I

g )· a 5_1 
△ △T 一 

i-I 3

aa i_l )一 T ≤ 
+ — 【_一1 +。 + TO一 + " 一 

O百Gti_1一 i-I 
ax 一 

6+
y 

O~i
- I

Z_J xi+l at — 
： I 

—  

a V_r 

(11) 

姜 (羲) T T⋯c 】+ 
( 一耋 )， 

式中定义 
i-I 3

a

a

勺

i-I - 1，2，⋯ 

薯 2，⋯ 

(12) 

需要注意的是，式(12)的推导过程中运用了以 

下的不等式，它们是从Young不等式得到的： 

j ．．一 
‘ ‘+ 1 一  

i=I 

4 

丢 z 

l 

+ 刍 

1 
+ 

l 4 
i。+1 

O 

1 4 

耋( 3 ；+ )z4． 

其中 0= ∞， =0，而 >0，i=1，2，⋯，n一1． 

i=I P． 

n i—l 

i=I P．q I 

q 

32a 
—

l △ △Tg
q≤ 

0 2~

a

i- 1

q

／／ l glp l l gq I + 

I△△TI2= 

P·q= 

△△T 1 

96．=L 

：

320ti
_

1)2gT gTp gp q + 
。 

g q gq 

(rt一1)rt(2n一1)， 

i-I ) c 
O ffi

- I

一  

．)≤ 

砉 一 i-I~ 3ffi-I／ 一 
i-I O

aot i-I )卜 9 TI2． 
其中 >0， >0，并记 

： + ． 

和虚拟控制 

=  

一 一  一( + rTO+ 
3a 

— l 

+ 

i—l 

∑ 
P．q= I 

(13) 

(14) 

薯 + O0~i_1 a— 
0 2ff i

- 1／ g g 一 (盯 

(15) 

选定参数自适应律(14)后，由于在 af求解式 

(15)中包含了 ，它与 一， 有关，于是式(15)不 

能直接递归求解 为此本文对 L 表达中含 的项 

进行如下处理 

O 0~i
_ 1 

=  

=  

∑一 

∑ 

1 —2  

∑ 

∑ 

∑ 

，O ‘ 

∑ 

一 

T 0 g  

， - - _ _ l

、  

∑ 

3—2 

等 

一 一 

一 

T  
g  

， ， -_ l

＼  

∑ 

3 —2 

= ∑ 

y  

．

4 —1 0 

4—3 

， ， - _ l

＼  

r____．___L  

∑ 

≤ 

+ 

Z  

∑ 

∑ 

3 —4 

= 

、l，  

Z ∑ l十 

+ 

Z  

。

∑ 川 

，J_＼ y  

一 

a —a 

a 一 

ĵ ．‘  
=  ∑ 

川∑ 
∑ 

+ 

ĵ ．J  
= 

。

∑ 

y  

一 

口 一a  
a 一 

ĵ ．‘ 
=  ∑ 
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y奎
j=l

如  1 3 

(16) 

其中第二个等式通过交换求和顺序得到，而第三个 

等式通过交换求和指标得到． 

将式(16)代人L 表达式(12)，设计可递归计算 

的虚拟控制 

⋯  一( + 
a口 

一 1 
i-I a口 1 

百 +刍百  + 

y 
j =l 

z + y 

i-I 3aj
_ l 

i-I

。
( c~ 2ff i-I／I T T ( )2， 

(17) 

式中 = i—y： 一̈一口 —l，常数c >0，i=1，2，⋯， 

n．实际控制输入为 

“=口 +)，： ． (18) 

将式(14)，(17)和(18)代人 LV表达式(12)，并 

考虑到式 (】6)．可得到 

LV≤一∑c +k I△I ≤一c∑z4 +k I△I ， 
i=1 =1 

(19) 

[EV( (t))]=E[LV( (t))]， 

从式(19)可推出 

dt【{E( ：)+E(101 ) cE(I zI：)+k I△I ， 
(20) 

式中1．I 表示 4一范数 

如果系统(1)中的参数已知，则随机形式的耗散 

不等式(19)意味着闭环系统是噪声一状态全局稳定 

的(Nss)[10,11]．现在系统(1)中的参数是未知的，为 

了便于分析，本文假定参数 ∈ 有界，其中B= 

{ I T0≤P}(P>0为常数)，令 ={ I 6rr0≤ 

P+ }( >0为适当选择的常数)．这里修正式(14) 

而采用参数投影自适应律【̈] 

=)'Pmj( ，∑z3 )， (21) 

式中定义投影函数 

：  

。’ 

其中 

㈨ 一 ． 

式(21)中的投影函数是 Lipschitz连续的，在需 

要微分时可先对原光滑函数微分后再进行投影 ．在 

参数自适应律 (21)之下，可以证 明式 (12)中的参 

数项 

( 一耋矗) ( ) 
这时虚拟控制的计算难以化为递归形式，只采用式 

(0)∈ B (t)∈ ，V t≥0． 

这也导致了估计误差 (t)有界． 
一 旦 0(t)有界，从不等式(20)以及 A(t)有界 

性 ，考虑到输入一状态稳定性(ISs)性质[13]，不难得出 

边积分，由于状态 、参数和方差的有界性，可得到 

im E (I z(f)14a)dt≤ sup I△(f)I ．
1 卜 ∞ J n C I一 

注意到zl=Y—Y，，并因式(13)可选择 与 使k足 

够小(或者 C取得足够大)，以便对噪声进行扰动抑 

制，同时式(23)也说明了跟踪说明的4次均方值在 

平均意义下可以充分小．于是得到如下定理． 

定理 1 随机非线性系统 (1)在控制律 (17)， 

(18)和参数 自适应律(14)的作用下 ，获得具有随机 

自适应律(21)的作用下，跟踪误差的4次均方值在 

时间平均意义下可以充分小． 

在下面的实际计算中，为了消除“峰值”现象，可 

利用饱和函数将控制方程改写为 

．
f口 (露， ，t)+y ＼ 

max昭 ＼ 

式中 一 是 I“I的最大可能值，饱和函数即为 

sat c戈 ={ 
， 

，兰 ’ ≤ 
．  

4 算~1](Examples) 

考查一个二阶系统 

{d x l= 
。

x 2

d

d

t

t

+

+ x

。

2
1 O

：

d t

d

,

t+ sin ：d ， 

：  ． ． ：  ‘ ． ● t t ：  ， 。 t I  -  ． I ． ． ：  。 -． 
。 l  _ I  t 

' ．1  繁 l l  I 繁  

≤ 

●‘  

≤ 

l  

C  

m 到 

=虑 

。考 中 
式 
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和参数自适应律如下(取 l：1) 

口l：一(cl+3／4)zl—rl ， 

Ot2：一(C2+1／4+ 2) 2—320+(cl+3／4)y，一 

(cl+3／4+2xl0)x2—73l( {rl+ ir2)， 

u ： Ot2 + ， 。 

=7( + ir2)， 

式中 

l：0， 2=sin 2，rl： }， 

r2：Xl 2+(cl+3／4+2xl0)x}， 

ZI 1一yr，Z2 X2一岁r一 1． 

当跟踪信号取为 y，(t)：1，噪声方差 A(t)： 

0．6 

O．5 

0．4 

O_3 

O．2 

O．1 

O．O 

图 1 常设定值跟踪 
Fig．1 Set point tracking 

0 50 100 l5O 200 250 300 350 

t，0．0is 

图3周期信号跟踪 
Fig．3 Periodic signal tracking 

在计算中，虽然参数估计值并不收敛到参数真 

值，但跟踪误差可控制在较小的范围内．计算结果反 

映了控制方案良好的扰动抑制和跟踪性能． 

5 结论(Conclusion) 

本文针对一类参数严格反馈形的随机非线性系 

统，在含有未知参数及不确定方差的Wiener噪声干 

扰的情况下 ，采用 4次随机控制 Lyapunov函数和递 

归设计方法，获得了对任意给定信号的依概率全局 

稳定的自适应跟踪，控制方案有效地抑制了不确定 

噪声的影响，使得跟踪误差在 4次均方意义下收敛 

到一个可调整的小范围内． 

sin t，参数真值 0：2，有关设计常数取 cl：c2=5， 

： 120，7=0．5，u一 =200，计算初始值取为零， 

l(0)=0，X2(0)：0， (0)：0．设定值跟踪曲线如 

图1所示，其中实线是实际输出信号y，虚线是给定 

的需跟踪信号 y，．控制曲线如图2所示．计算时间 

步长取0．01 S，时间轴以时间步长为单位 ．为了保证 

计算稳定性，时间步长在计算过程中可作些调整． 

当跟踪 信号 取成 正 弦信 号 Yr： 0．4+ 

0．2sin(t／2)，噪声方差△(t)：1，参数真值0=2， 

饱和常数 u仃咀 =30，其它计算和设计常数取值不 

变，计算初始值全取为零，周期信号跟踪曲线如图3 

所示，相应的控制曲线如图4所示． 
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图2 跟踪常设定值的控制量 
F ．2 Control in set point tracking 

图4 跟踪周期信号的控制量 
Hg．4 Control in periodic signal tracking 
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