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摘要：讨论了线性时滞系统的时滞相关无源性及无源控制问题．首先，建立了一个基于二次型项的积分不等 

式．然后，利用这一不等式，采用 Lyapunov-Krasovskii泛函方法 ，获得了系统基于线性矩阵不等式(LMI)的时滞相关 

无源条件，不必对系统进行模型变换．利用这一条件，给出了无记忆状态反馈无源控制器的设计方法．最后，用一个 

数值例子说明了该方法所得结果较已有文献具有较小的保守性． 
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Delay-dependent passive control for linear systems with delay 

ZHANG Xian．ming‘一．WU Min 

(1．School ofInformationScience and Engineering，Central South University，ChangshaHunan410083，China； 

2．School ofMathematical Science and Computing Technology．Central South University，Changsha Hunan410083，China) 

Abstract：The delay—depende nt passive control for linear system with de lay is discussed．First，a new integral inequality 

based on quadratic terms is established．Secondly，the inequality incorporating with the Lyapunov-Krasovskii functional method is 

used to derive the delay—dependent sufficient condition based on linear matrix inequa|ity，which ensures that the system is pas— 

sive．No model transformation is employed．F'mally，some numerical examples are given tO illuslrate that the new resul~ are less 

conservative than the existing ones． 
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1 引言(Introduction) 

正实性是线性系统，电路及控制理论中的一个 

重要概念．对于一般的系统，常用无源性代替正实 

性，线性时滞系统的无源性分析及无源控制近几年 

来已引起人们极大的关注，文献[1，2]讨论了线性时 

滞系统的无源性条件，该条件与时滞大小无关，因而 

具有较大的保守性．文献[3]引入 Leibniz-Newton公 

式，将具离散时滞的原系统转化为具分布时滞的新 

系统，利用 Lyapunov—Krasovskii泛函方法，获得了原 

系统时滞相关无源的充分条件，文献[4]指出，这种 

模型变换得到的新系统由于含有新的动态而不与原 

系统等价，因此所得的结果也不能不具有保守性．文 

献[5]提出一种新的方法——广义模型变换方法，将 

原系统等价地转化为广义系统，利用广义系统的 

Lyapunov泛函方法讨论了线性时滞系统的时滞相关 

无源性，所获得的结果较已有文献均具有较小的保 

守性．但是，正如文献[6]所指出的，文献[5]的方法 

没有很好地处理时滞状态 ‘(t-h)与Leibniz—Newton 

公式的关系．因此，这一问题需重新考虑． 

本文通过建立一个基于二次型项的积分不等 

式，重新讨论了线性时滞系统的时滞相关无源性，不 

必对原系统进行模型变换．利用这一不等式 以及 

Lyapunov-Krasovskii泛 函方法，获 得 了基于 I．NU 

的时滞相关无源性条件，同时给出了无源控制器的 

具体的设计方法．数值例子表明，本文方法所获得的 

时滞相关条件较已有文献 [2，3，5]具有较小的保 

守性 ． 

全文沿用如下记号：AIT表示矩阵 A的转置的 

逆；A 表示矩阵A的共轭转置；P=P 。>0表示 P 

为对称正定阵；R ，R 分别表示实数域上的 11,维 

向量空间与11,X 11,矩阵空间；，表示具有适当维数的 

单位矩阵；L2[0，∞)表示在[0，∞)上平方可积的全 

体实值函数的集合；l“ I表示对称矩阵 
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2 问题描述(Problem statement) 

考虑系统： 

f (t)=Ao (t)+Al (t—h)+BlW(t)+B2u(t)， 

【 (t)=c (t)+Dw(t)+Dl2 (t)． 

(1) 

式中 (t)E R 为系统状态，U(t)∈R 为控制输入， 

W(t)E Rq为扰动输入，且 W(t)E L2[0，∞)， (t)E 

Rq为系统的输出，时滞h E[0， ]， >0为常数，A0， 

Al，Bl，B2，C，D，Dl2为具有适当维数的常数实矩 

阵．为方便起见，本文假设系统(1)的初始状态为零， 

即 

(t)=0，V t E [一无，0]． 

在零初始条件下，系统(1)从 W到 的传递矩 

阵为 

G(S)=C[sl—A0一Al e一 ]一。Bl+D． 

引入无记忆状态反馈控制器 

u(t)=Kx(t)． (2) 

本文的主要目的在于： 

1)寻找系统(1)在 U(t)；0的情况下的时滞相 

关无源性条件； 

2)设计形如式(2)的无记忆状态反馈控制器使 

得闭环系统是无源的． 

为此先引入无源性定义． 

定义 1[’] 如果 

rt 

2I。W (t) (t)dt≥0 (3) 
U 

在零初始条件下，对 V tl≥0成立，则称系统(1)是 

无源的． 

文献[8]同时也给出了另一个条件较宽松的无 

源性定义． 

定义 218] 如果存在 )，≥0，使得 

2l (￡) (￡)d￡≥一)，l ( ) (0)d0(4) 
U √U 

在零初始条件下，对 V tl≥0成立，则称系统(1)是 

无源的． 

为利用Lyapunov-~ vskii泛函方法讨论系统 

(1)的时滞相关无源性，首先建立一个积分不等式． 

引理 1 设 (t)为R 上具有连续一阶导数的 

向量函数，则对 VMl，M2，A E R ，VR=R >0， 

V h≥0，以下不等式成立： 

一 I (r)△ (r)dr≤ 

￡) l 
L * 

￡ (5) 

其中 (t)=[ (U) (t—h)]． 

证 记 

y：=[ l 2]∈R ， 

G：：『 。 △ y1∈ ． ：=l l∈ ． 【o2 o2 
2 
J 

则有 

[ 1：GTG>1 0．R 1 yl yT△ yT一 
于是 

川 [ 
(6) 

整理式(6)，得到 

一 I。 (r)△ (r)dr≤ 

2 (￡)yWA I (r)dr+ (￡)yVR一。y (￡)： 

2 (t)y A[， 一，] (t)+  ̂(t)yVR一。y (t)， 

整理上式，即得式(5)． 证毕． 

注 1 式(5)称为基于二次型项的积分不等式，取△：， 

即得文献[9]的引理 2． 

3 主要结果(Main results) 

这一节，讨论系统(1)在定义 1与定义 2的意义 

下的时滞相关无源性条件以及无源控制问题 ．为此， 

设 B。的左零化因子集合为 

I1= {△∈R ：ABl=0}． 

取 Lyapunov-Krasovskii泛函： 

V(t)= (t)Px(t)+ 

I I (z-)a (r)dz-dO+ 

I。xT(r)QX(z-)dr， (7) 

其中△∈ I1． 

3．1 时滞相关无源性分~i：(Analysis of delay．depen． 

dent passivity) 

这一节，讨论系统(1)在 U(t) 0时的时滞相 

关无源性条件，得到如下结论． 

定理 1 给定 △∈f，h>0．如果存在P：P > 

0，R=R >0，Q=Q >0，以及 l， 2∈R ， 

使得 I．blI成立： 

+ 

、 

￡  

，L  

，ll____J  

2  2  

T T 
△ △ 

+ 一 

△ △ 

T ● T 2 

一 一 
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Il l2 l3 ／,A~A R f,~tlT 

* 22 0 halTz~ R 

* * 033 0 0 

* * * 一hR 0 

* * * * 一hR 

(￡)：e “(i ，一 0一Ale—j )～Bl 0， 

z(t)= Cx(t)+Dw(t)， 

≤O． (8) 则 (￡)， (￡)，z(￡)满足系统(1)，于是 

z(t)=eioJtG(ioJ) 0， 

并且 

其中 

ll=PA0+A P+Q+ _r△+△T l， 

l2= PAl一 △ +△T 2
， 

l3= 朋 l—C ， (9) 

22=一Q一 △ 一ATM2， 

033=一 71一 D — D。． 

则 

i)系统(1)在定义 2的意义下对 V h E [0，h] 

是无源的； 

ii)y：0时，对所有满足 

det[iod—Ao—Ale‘i ]-Te=0 (10) 

的LO∈R，系统(1)从 到z的传递矩阵G是正实的， 

即 

G(i∞) +G(iw)≥0． 

证 i) (t)沿系统(1)的导数为 

(t)= 

2x (t) (t)+ (t)A (t)+ 

(t)Q (t)一 (t—h)Q (t—h)一 

I T(r)A (r)dr． 

令 (t)=[ (t) (t—h) (t)]，利用引理 1， 

并稍加整理，得到 

(t)一2z 一7w ≤ 

(t){三l+ △ 冗篮2+ 葛尺一蜀 } (t)． 

(11) 

其中 

耋 12 
L* * j 

= lA0 1 日l J， 

虽3=lMl gz 0 J． 

对 t从 0到 tl积分式(11)，应用 Schur补E7]，如果 

um(8)有解，则式(4)成立，从而系统(1)在定义 2 

的意义下是无源的． 

--)设 ∞满足条件(10)， 

令 

(t)=el~~tw0， 0 E Rg， 

定义 

2 T(t)z(t)： [G (i∞)+G(i∞)] 0． 

由式(3)，对 V tl≥0有 
r， 

2I T(t)z(t)dt=tl [G (i∞)+G(iw)] 0≥0． 
O 

由 的任意性，知 ii)成立． 证毕． 

注 2 LMI(8)中左边矩阵的(3，4)元素本应是 

BT△ R，如果 )，=0，D：0， m(8)成立就必有 PBl： C ， 

BT△ R=0，从而ABl：0，即△∈r．可见，在 Lyapunov- 

Krasovskii泛函(7)中引入的 B．左零化因子 △是必须的． 

注 3 如果 Ⅲ(8)对于A=0也成立，则系统(1)是 

时滞无关无源的． 

3．2 时滞相关无源控制器的设计(Design of the de— 

lay—dependent passive controller) 

系统(1)经无记忆状态反馈(2)作用后所得的闭 

环系统为 

f (t)=(A0+BzK) (t)+Al (t—h)+Bl (t)， 

l z(t)=(C+Dl2K) (t)+Dw(t)． 

(12) 

下面的定理给出了闭环系统(12)时滞相关无源 

的充分条件，同时给出了无源控制器的设计方法． 

定理 2 给定 △∈厂，h>0，￡l， 2 E R，￡2≠0． 

如果存在 户：户 >0， = >0， ： >0以 

及具适当维数的矩阵 y，使得以下 LM1成立： 

l3 l4 

0 24 

33 0 

* 一 

* * 

* * 

0 P 

hR 0 

0 O 

0 0 

一  O 

* 一Q 

≤ 0． 

(13) 

其中 

ll=a0P+ +B2Y+yT日 — 

El￡主 (Al + A_f)一￡}￡j ， 

l2= +El￡主 I△ +￡ Al +El￡主 ， 
l3= Bl一 C 一 YTDi2

， 

14=h(PA +yTB 一￡1￡主 AT)△。r， 

22=一￡主 ( △ +△ )一￡主 ， 

=  qa ， 

33= 一 71一 D — D ． 

(14) 

* * * * * 
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则闭环系统(12)g~V h E [0， ]是无源的，无源控 

制器 K： ～． 

证 令 A ：Ao+ 2 ， ：C+Dl2 ，用 A ， 

分别替换 Ⅲ(8)中的 A，C，得到 

： =  

* 一71一D—DT 

* * 

* * 

其中 

： 【 ]， =[ l△]， 
= WTA + +diagt Q，一Q}． 

于是由定理 1知，如果 ≤0，则闭环系统(12)是 

无源的．令 

M1=e1 P，ME= 2Q， 2≠0， 

则 可逆，且 

W-1= 
．  

记 T：diag{W～，，，，，，}，对 ， 施行合同变换：左 

乘 ，右乘 ，然后再令 Y：KP～，户：P～， ： 

Q～， =R～．经计算、整理，如果LMI(13)有解，则 

由Schur补[ ， ≤0，从而 ， ≤0．由定理 1 

知闭环系统(12)是无源的． 证毕． 

注 4 定理2依赖于参数￡1，￡2的调节，正如文献[1o] 

的Remark5所述，多维搜索算法可用来找到这些参数的最优 

组合，这一问题可通过 Matlab 6．5的优化算法(如，Fmimearch) 

实现． 

注 5 B1的左零化因子的选取不是唯一的，至于如何 

选取 Bl的左零化因子，获得系统(1)容许的最大时滞界限 

，这一问题尚在进一步研究之中． 

4 数值例子(Numerical examples) 

例 1 考虑系统E2,5] 

f (t)=Aox(t)+Al (t—h)+Bl (t)， 

【 (t)： (t)． 

(15) 

其中 

A=【__ 一 ]， =[
一  暑]． 

C_[0 1]． 

因 D：0，故文献[3]的定理 2对该例无效．取 = 

0．文献[2]得到系统(15)时滞无关无源的充分条件 

为：口l>0，口2>0，c <口；．取口l=1，口2=2，c= 

2．3，k：2．2，显然文献[2]的结论对这组取值无效， 

而文献[5]得到了系统(15)也是时滞无关无源的结 

论，可见文献[5]较文献[2]具有较小的保守性，继 

续增大 c的值，取 c=2．7，文献[5]得到了系统(15) 

无源的最大时滞界限为0≤h<9．8． 

利用本文定理 1，由于 A1 B1=0，故 A1 E r，取 

A=A1，当 =0时，取 P=，，则 朋 1：CT．同样， 

取 n1=1，02=2，c=2．7，k=2．2解 Ⅲ(8)，知系 

统(15)对任意 h≥0均是无源的．继续增大 c的值， 

取 c=2．8283，系统(15)仍是时滞无关无源的．可见 

本文的结论较文献E2，3，5]具有较小的保守性． 

例 2 考虑系统【 J 

f (t)：Ao (t)+Al (t—h)+Bl (t)+B2 (t)， 

【 (t)= Cx(t)+D12 (t)． 

(16) 

其中 

A。=[三 ]，A =[二 暑],B1= =[ ]， 
C=[0 1]，DI2=0．1． 

取 =0．2．文献[5]得到系统(16)无源的最大时滞 

界限为 h≤1．26，当 h：1．26时，得到的无源控制 

器为 K=[0．0143 —99．4224]．利用本文定理2，由 

于 Al Bl=0，故 Al E r，取 A =Al，el=1，e2= 

一 1，解 LMI(14)，得到系统(16)无源的最大时滞界 

限为 h≤ 1．4142，当 h=1．26时，得到的无源控制 

器为K=[0．2060 —22．5725]．说明本文的结论较 

文献[5]具有较小的保守性． 

5 结论(Conclusions) 

本文通过建立一个新的积分不等式，讨论了线 

性时滞系统的时滞相关无源性．利用这一积分不等 

式以及 Lyapunov—Krasovskii泛函方法，获得了基于 

LMI的时滞相关无源性条件，同时给出了无记忆状 

态反馈无源控制器的设计方法，不必对原系统进行 

任何的模型变换．数值例子表明，本文方法所得到的 

结果较已有文献E2，3，5]具有较小的保守性． 
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