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摘要:基于离散时滞分解思想,通过构造一种新的Lyapunov-Krasovskii泛函并结合Jensen不等式技巧,建立了线性
矩阵不等式(LMI)形式的时滞相关鲁棒稳定性新判据. 该方法允许中立时滞项的系数矩阵存在时变不确定性,增强
了系统的鲁棒性能.同时针对分布时滞项难于处理的问题,构造了其分解计算泛函. 数值算例表明所得结论的有效
性和更低的保守性.
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New robust stability criteria for uncertain neutral-type systems with
discrete and distributed delay
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(Department of Automation, Second Artillery Engineering College, Xi’an Shaanxi 710025, China)

Abstract: Being inspired by the idea of discrete time-delay decomposition, we formulate a new delay-dependent robust
stability criterion in terms of linear matrix inequalities (LMIs) for the uncertain neutral-type systems with discrete and
distributed time-delay. It is derived by constructing a new kind of Lyapunov-Krasovskii functional and combining the
Jensen inequality technology. Time-varying uncertainties are allowed in the coefficient matrix of the neutral time-delay
system, which improves the robust performance of the system. To deal with the difficulties in handling the distributed time-
delay, we develop a decomposed functional for its calculation. Numerical examples show the effectiveness and reduced
conservatism of the proposed design method .
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1 引引引言言言(Introduction)
中立时滞广泛存在于人口生态学、无损传输线

内的分布网络、热交换器、刚性环境下的机器人

等[1]. 近几年,线性中立型时滞系统的时滞相关稳定
与控制问题受到了广泛的关注和研究[2∼11]. 众所周
知,最大允许时滞上界(MAUB)是衡量所获时滞相关
稳定条件保守性的一个重要指标.

时滞相关稳定性研究一般首先在时域构造合适

的Lyapunov-Krasovskii泛函,并通过模型变换及交叉
项界定技术得到系统稳定的充分条件.但是模型变
换一方面可能导致系统产生新的动态而与原系统不

等价,另一方面造成理论和计算上的复杂性,而交叉
项界定技术也是保守性的主要来源. Han[2∼4]主要是

利用不同的模型变换及交叉项界定技术, 对含离散
时变或分布时滞的中立型系统进行了研究,得到了
系统稳定的充分条件. He等人[5]利用自由权矩阵方

法对混合时滞中立型系统进行了研究,获得了比以
往文献更低保守性的结果. 文献[6,7]分别用描述模
型变换结合积分不等式和自由权矩阵方法对同时含

离散和分布时滞的中立系统进行了研究,得到了目
前保守性较小的稳定性判据. 严格的论证表明[8],利
用现有方法(如描述模型变换、自由权矩阵和积分不
等式方法等)得出的结果, 其解空间是相同的, 在减
少保守性方面难有突破性进展.而Gu[9]提出的离散

化Lyapunov泛函方法可得到接近解析时滞上界的理
想结果,但理论比较复杂且难应用于控制器综合.最
近, Han[10,11]在简单二次Lyapunov泛函基础上引入
离散时滞分解的思想,应用于滞后型系统及含离散
时滞的中立系统,显著减少了复杂性与保守性,且适
合于控制器综合. 但二次Lyapunov泛函中算子D的

存在,使得该方法不适用于中立时滞项的系数矩阵
含时变不确定性的情况.
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总结以上文献的研究成果,本文基于离散时滞分
解的思想,针对同时含离散和分布时滞的不确定中
立系统,构造了一种新的Lyapunov-Krasovskii泛函并
结合Jensen不等式技巧, 建立了线性矩阵不等式形
式的时滞相关鲁棒稳定性新判据. 主要有以下改进:

1) 利用增广矩阵项替换算子D, 允许中立时滞
项的系数矩阵存在时变不确定性;

2) 构造了分布时滞的分解计算泛函, 现有文献
中未见此类处理方法. 理论推导和计算结果表明该
方法是有效的.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑同时含离散和分布时滞的不确定中立系统

ẋ(t)−C(t)ẋ(t− τ)=A0(t)x(t)+A1(t)x(t− h)+

A2(t)
w t

t−r
x(s)ds, (1)

满足初始条件

x(t) = φ(t), t ∈ [−dM, 0],

其中: x(t)∈Rn是系统状态;时滞h > 0, τ > 0和r >

0均为已知标量,且

dM = max {τ, h, r} ;

φ(t)为[0, dM]上连续可微的初始向量函数; A0(t),
A1(t), A2(t)和C(t)均为具有时变不确定性的矩阵
函数,即

Ai(t) = Ai + ∆Ai(t), C(t) = C + ∆C(t), (2)

其中: Ai(i = 0, 1, 2), C为适当维数的已知定常矩

阵; ∆Ai(t), ∆C(t)为具有时变结构不确定性的未知
矩阵,可描述为如下形式:

[∆Ai(t) ∆C(t)] = DF (t)[Ei Ec], (3)

其中: D, Ei和Ec为适当维数的定常矩阵; F (t)是具
有可测元的不确定矩阵,且满足

F (t)TF (t) 6 I, ∀t. (4)

其中I表示适当维数的单位矩阵. 当F (t) = 0时,系
统变为标称线性中立系统.

文中定理证明将用到的引理如下:

引引引理理理 1[12] 任意定常矩阵M ∈ Rn×n, M =
MT > 0,标量γ > 0,向量函数x : [0, γ] → Rn的以

下相关积分项有定义,则有

(
w γ

0
x(s)ds)TM(

w γ

0
x(s)ds) 6

γ
w γ

0
xT(s)Mx(s)ds.

引引引理理理 2[13] 给定具有适当维数的矩阵Q = QT,

H , E,则

Q + HF (t)E + ETF (t)THT < 0.

对任意满足

F (t)TF (t) 6 I

的F (t)成立的充要条件是存在ε > 0,使得

Q + ε−1HHT + εETE < 0.

引引引理理理 3[14] 假设A,L, E和F为具有适当维数的

实矩阵,且

FT(t)F (t) 6 I,

则对任意的对称正定矩阵P和正数ε,如果有

P − εLLT > 0,

那么

(A + LFE)TP−1 (A + LFE) 6
AT

(
P − εLLT

)−1
A + ε−1ETE.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
注注注 1 本文中矩阵S > 0表示适当维数的正定矩阵,

∗表示对称矩阵中的对称项,即"
A B

∗ C

#
=

"
A B

BT C

#
.

首先考虑系统(1)的标称系统

ẋ(t)− Cẋ(t− τ) = A0x(t) + A1x(t− h) +

A2

w t

t−r
x(s)ds. (5)

定定定理理理 1 给定时滞区间[0, h]和[0, r]的分解
数目N和M ,若存在适当维数的定常矩阵:

P =




P11 P12 P13

∗ P22 P23

∗ ∗ P33


>0, Qi =QT

i >0,

Ri =RT
i >0, Gi = GT

i > 0, i = 1, 2,

W =




W11 W12 · · · W1N

∗ W22 · · · W2N

∗ ∗ . . .
...

∗ ∗ ∗ WNN




> 0,

X =




X11 X12 · · · X1M

∗ X22 · · · X2M

∗ ∗ . . .
...

∗ ∗ ∗ XMM




> 0,

Z = ZT > 0, Y = Y T > 0,

使得如下线性矩阵不等式:
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Ξ =


Ξ11 W12+Z W13 · · · W1N Ξ1 N+1 Ξ1 N+2 Ξ1 N+3 Ξ1 N+4 −P13 X12+Y X13 · · · X1M

∗ Ξ22 Ξ23 · · · Ξ2N −W1N 0 0 0 0 0 0 · · · 0

∗ ∗ Ξ33 · · · Ξ3N −W2N 0 0 0 0 0 0 · · · 0

∗ ∗ ∗ . . .
...

...
...

...
...

...
...

... · · ·
...

∗ ∗ ∗ ∗ ΞNN −WN−1 N 0 0 0 0 0 0 · · · 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ΞN+1 N+1 AT
1 P12 ΞN+1 N+3 ΞN+1 N+4 0 0 0 · · · 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −R1 ΞN+2 N+3 PT
12A2 −P23 0 0 · · · 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ΞN+3 N+3 ΞN+3 N+4 0 0 0 · · · 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ΞN+4 N+4 −P33 0 0 · · · 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ΞN+5 N+5 −XT
1 M −XT

2 M · · · −XT
M−1 M

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ΞN+6 N+6 ΞN+6 N+7 · · · ΞN+6 N+M+4

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ΞN+7 N+7 · · · ΞN+7 N+M+4

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ . . .
...

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ΞN+M+4 N+M+4




<0

(6)

成立,则标称系统(5)是渐近稳定的. 其中:
Ξ11 =Q1+R1+G1−Q2−Z−Y +r2G2+P13+PT

13+
AT

0 P11+P11A0+AT
0 ΘA0 + W11 + X11,

Ξ22 = W22 −W11 − Z,

Ξ23 = W23 −W12,

Ξ2N = W2N −W1N−1

Ξ33 = W33 −W22,

Ξ3N = W3N −W2 N−1, ,

ΞNN = WNN −WN−1 N−1,

ΞN+1 N+1 = −Q1 −Q2 + AT
1 ΘA1 −WNN ,

Ξ1 N+1 = Q2 + P11A1 + AT
0 ΘA1,

Ξ1 N+2 = AT
0 P12 + PT

23,

Ξ1 N+3 = P11C + P12 + AT
0 ΘC,

ΞN+1 N+3 = AT
1 ΘC,

ΞN+2 N+3 = PT
12C + P22,

ΞN+3 N+3 = −R2 + CTΘC,

Ξ1 N+4 = AT
0 P13 + P33 + P11A2 + AT

0 ΘA2,

ΞN+1 N+4 = AT
1 ΘA2 + AT

1 P13,

ΞN+3 N+4 = CTP13 + P23 + CTΘA2,

ΞN+4 N+4 = AT
2 P13 + PT

13A2 + AT
2 ΘA2 −G2,

ΞN+5 N+5 = −G1 −XMM ,

ΞN+6 N+6 = X22 −X11 − Y,

ΞN+6 N+7 = X23 −X12,

ΞN+6 N+M+4 = X2M −X1M−1,

ΞN+7 N+7 = X33 −X22,

ΞN+7 N+M+4 = X3M −X2 M−1,

ΞN+M+4 N+M+4 = XMM −XM−1 M−1,

Θ = h2Q2 + R2 + (
h

N
)2Z + (

r

M
)2Y.

证证证 构造如下形式的Lyapunov-Krasovskii泛

函:

V = V1 + V2 + V3 + V4 + V5 + V6, (7)
其中:
V1 = ζTPζ,

ζT = [xT(t) xT(t− τ)
w t

t−r
xT(s)ds],

V2 =
w t

t−h
xT(s)Q1x(s)ds+

h
w t

t−h
(h− t + s)ẋT(s)Q2ẋ(s)ds,

V3 =
w t

t−τ
xT(s)R1x(s)ds +

w t

t−τ
ẋT(s)R2ẋ(s)ds,

V4 =
w t

t−r
xT(s)G1x(s)ds+

r
w t

t−r
(r − t + s)xT(s)G2x(s)ds,

V5 =
w t

t− h
N

yT(s)Wy(s)ds+

h

N

w t

t− h
N

(
h

N
− t + s)ẋT(s)Zẋ(s)ds,

V6 =
w t

t− r
M

zT(s)Xz(s)ds+

r

M

w t

t− r
M

(
r

M
− t + s)ẋT(s)Y ẋ(s)ds,

其中:

yT(t) = [xT(t) xT(t− h

N
) · · · xT(t− (N−1)h

N
)],

zT(t) = [xT(t) xT(t− r

M
) · · · xT(t− (M−1)r

M
)].

取Lyapunov泛函V (t)对时间求导,有:

V̇1 = ζ̇TPζ + ζTP ζ̇,

V̇2 = xT(t)Q1x(t)− xT(t− h)Q1x(t− h) +

h2ẋT(t)Q2ẋ(t)− h
w t

t−h
ẋT(s)Q2ẋ(s)ds,

V̇3 = x(t)TR1x(t)− x(t− τ)TR1x(t− τ) +
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ẋ(t)TR2ẋ(t)− ẋ(t− τ)TR2ẋ(t− τ),

V̇4 = x(t)TG1x(t)− x(t− r)TG1x(t− r) +

r2xT(t)G2x(t)− r
w t

t−r
xT(s)G2x(s)ds,

V̇5 = yT(t)W · y(t)− yT(t− h

N
)W · y(t− h

N
) +

(
h

N
)2ẋT(t)Zẋ(t)−h

N

w t

t−h
N

ẋT(s)Zẋ(s)ds,

V̇6 = zT(t)Xz(t)− zT(t− r

M
)Xz(t− r

M
) +

(
r

M
)2ẋT(t)Y ẋ(t)− r

M

w t

t− r
M

ẋT(s)Y ẋ(s)ds.

由引理1可得:

−h
w t

t−h
ẋT(s)Q2ẋ(s)ds 6

−(
w t

t−h
ẋ(s)ds)TQ2(

w t

t−h
ẋ(s)ds), (8)

−r
w t

t−r
xT(s)G2x(s)ds 6

−(
w t

t−r
x(s)ds)TG2(

w t

t−r
x(s)ds), (9)

− h

N

w t

t− h
N

ẋT(s)Zẋ(s)ds 6

−(
w t

t− h
N

ẋ(s)ds)TZ(
w t

t− h
N

ẋ(s)ds), (10)

− r

M

w t

t− r
M

ẋT(s)Y ẋ(s)ds 6

−(
w t

t− r
M

ẋ(s)ds)TY (
w t

t− r
M

ẋ(s)ds). (11)

将式(5)(8)(9)(10)和(11)代入V̇ (t)可得

V̇ (t) 6 ηT(t)Ξη(t),

其中

ηT(t) =

[xT(t) xT(t− h

N
) xT(t− 2h

N
) · · ·xT(t− (N−1)h

N
)

xT(t− h)) xT(t− τ) ẋT(t− τ)(
w t

t−r
x(s)ds)T

xT(t− r) xT(t− r

M
) xT(t− 2r

M
) · · ·

xT(t− (M − 1)r
M

)].

因此当Ξ < 0时,标称系统(5)渐近稳定. 证毕

注注注 2 线性矩阵不等式(6)的解的存在性即为其可行

性, 显然其可行性与离散时滞h和分布时滞r相关. 固定其

一,即可利用LMI工具箱迭代求得另一时滞对应的上界值.

注注注 3 时滞区间分解数N和M可取任意正整数满

足N, M > 2. 一般情况下,当取2或3等很小的值时,就能获

得保守性较小的结果.随着N和M取值的增大,保守性将逐

渐降低, 最终稳定于某一上界附近. 数值例子部分将会体

现. 当N, M = 1时,退化为无时滞分解情况.

注注注 4 文献[10,11]中算子Dxt = x(t) − Cx(t − τ)的

定义, 使得当中立时滞项系数矩阵C存在不确定性时,

Lyapunov-Krasovskii泛函无法求导, 因而不能处理此情况.

本文中以增广矩阵项ζTPζ代替算子D,在充分保证系统稳

定的基础上,增强了处理不确定性的能力.

注注注 5 从现有文献看, 对分布时滞的处理, 除技巧性

构造相关外,未见更有效的处理方法. 这里基于时滞分解思

想,构造了分布时滞的分解计算泛函,理论推导和数值计算

表明该方法是有效的.

下面考虑不确定系统(1)的鲁棒稳定性问题.

定定定理理理 2 若存在适当维数的定常矩阵P , Qi,
Ri, Gi(i = 1, 2), W , X , Y和Z如定理1中所定义,
及标量ε1 > 0和ε2 > 0,使得如下线性矩阵不等式:

ψ =




Ξψ HD UTΘ 0
∗ − ε1I 0 0
∗ ∗ −Θ ΘD

∗ ∗ ∗ − ε2I




< 0, (12)

[
Θ ΘD

∗ ε2I

]
> 0 (13)

成立,则不确定系统(1)是渐近稳定的. 其中:

Ξψ =




Ξψ
11 Ξψ

12 · · · Ξψ
1 M+N+4

∗ Ξψ
22 · · · Ξψ

2 M+N+4
...

...
. . .

...
∗ ∗ ∗ Ξψ

M+N+4 M+N+4




,

H = [P11 0 · · · 0 0 P12 0 P13 0 · · · 0]T,

U = [A0 0 · · · 0 A1 0 C A2 0 · · · 0],

其中: Ξψ 为定理 1中矩阵 Ξ 的含 Θ 项 AT
i ΘAj ,

AT
i ΘC, CTΘC和CTΘAi(i, j =0, 1, 2)分别替换为

(ε1 + ε2)ET
i Ej , (ε1 + ε2)ET

i Ec, (ε1 + ε2)ET
c Ec

和(ε1 + ε2)ET
c Ei后而获得的矩阵; H和U均具有

适当维数.

证证证 为了研究不确定中立系统(1)的鲁棒稳定
性准则,分别以Ai+∆Ai, C+∆C代替式(6)中的Ai

和C,则式(6)等价于如下的不等式:

Ξ0 + HDF (t)E + ETFT(t)DTHT+ STΘS < 0,

(14)
其中:
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Ξ0 =




Ξ0
11 Ξ0

12 · · · Ξ0
1 M+N+4

∗ Ξ0
22 · · · Ξ0

2 M+N+4
...

...
. . .

...
∗ ∗ ∗ Ξ0

M+N+4 M+N+4




,

E = [E0 0 · · · 0 E1 0 Ec E2 0 · · · 0],

S = [A0(t) 0 · · · 0 A1(t) 0 C(t) A2(t) 0 · · · 0],

这里: Ξ0为定理1中矩阵Ξ去掉含Θ项AT
i ΘAj ,

AT
i ΘC, CTΘC和CTΘAi后而得到的矩阵; E和S

均具有适当维数.

由引理2和引理3可知,若存在正数ε1, ε2满足引

理条件,则由不等式(14)得

Ξ0+ε−1
1 HDDTHT+UT(Θ−1−ε−1

2 DDT)−1U+

(ε1+ε2)ETE < 0. (15)

应用Schur补, 并将所得矩阵两边分别左乘和右

乘相同维数的对角阵diag{I, · · · , I, I, Θ, I}可得
ψ < 0. 又由引理3需满足条件,并应用Schur补

Θ−1− ε−1
2 DDT > 0 ⇒

[
Θ ΘD

∗ ε2I

]
> 0. (16)

证毕.

4 数数数值值值例例例子子子(Numerical examples)
考虑同时含离散和分布时滞的不确定中立系

统(1),引用文献[7]数值例子中的参数值:

A0 =

[
−0.9 0.2

0.1 −0.9

]
, A1 =

[
−1.1 −0.2
−0.1 −1.1

]
,

A2 =

[
−0.12 −0.12
−0.12 0.12

]
, C =

[
−0.2 0

0.2 −0.1

]
,

D = I, Ei = Ec = 0.1I.

1) 当h = 0.1时, 保证系统鲁棒稳定的分布时
滞上界rmax如表1所示.

表 1 h = 0.1时,分布时滞上界rmax的值

Table 1 The upper bound rmax of the distributed delay when h = 0.1

本文(N ,M )
方法 文献[4] 文献[6] 文献[7]

(2,2) (2,3) (2,4) (2,6) (2,8) (2,9) (2,10)

rmax 6.2 6.4 6.6 6.8541 6.9473 7.0756 7.0985 7.1021 7.1063 7.1096

2) 当r = 0.1时, 保证系统鲁棒稳定的离散时 滞上界hmax列于表2.

表 2 r = 0.1时,离散时滞上界hmax的值

Table 2 The upper bound hmaxof the discrete delay when r = 0.1

本文(N ,M )
方法 文献[4] 文献[6] 文献[7]

(2,2) (3,2) (4,2) (6,2) (8,2) (9,2) (10,2)

hmax 1.1 1.2 1.3 1.4933 1.5879 1.6542 1.6798 1.6935 1.7021 1.7036

注注注 6 限于篇幅问题,这里仅列出部分计算结果.从

计算数据来看, 当N, M取2或3等很小的值时, 就能获得保

守性较小的结果.随着取值的增大,保守性将逐渐减小,但

减小的幅度也随着降低, 最终稳定于某一上界附近. 如数

值例子中分布时滞上界稳定于7.1附近,离散时滞上界稳定

于1.7附近.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了同时含离散和分布时滞的不确定

中立系统的鲁棒稳定性问题. 基于离散时滞分解
思想,构造了新的Lyapunov-Krasovskii泛函并结合
Jensen不等式, 建立了线性矩阵不等式(LMI)形式
的时滞相关鲁棒稳定性新判据. 其中构造了分布
时滞的分解计算泛函, 现有文献中未见此类处理
方法. 数值算例表明随着分解数目的增加,保守性

逐渐减小,但减小的幅度也随之降低,最终稳定于
某一上界附近. 该上界与另一固定时滞的大小及
具体的参数矩阵有关.
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