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改改改进进进的的的迭迭迭代代代收收收缩缩缩阈阈阈值值值算算算法法法及及及其其其在在在量量量子子子状状状态态态估估估计计计中中中的的的应应应用用用

丛 爽†, 丁 娇, 张 坤

(中国科学技术大学自动化系,安徽合肥 230027)

摘要:本文将含有稀疏干扰的量子状态估计问题,转化为考虑量子状态的约束条件下,分别求解密度矩阵的核范
数,以及稀疏干扰l1范数的两个子问题的优化问题.针对迭代收缩阈值算法(ISTA)所存在的收敛速度慢的问题,通
过在两个子问题的迭代估计中,引入一个加速算子,对当前值与前一次值之差进行进一步的补偿,来提高算法的迭
代速度(FISTA).并将FISTA算法应用于求解含有稀疏干扰的量子状态估计中. 针对5个量子位的状态估计的仿真实
验,将FISTA分别与ISTA、交替方向乘子法(ADMM)、不动点方程的ADMM算法(FP–ADMM),以及非精确的ADMM
算法(I–ADMM)4种优化算法进行性能对比. 实验结果表明, FISTA算法具有更加优越的收敛速度,并且能够得到更
小的量子状态估计误差.
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Abstract: In this paper, the quantum state estimation problem with sparse interference is transformed into an optimiza-
tion problem of solving two sub-problems of the density norm’s kernel norm and the l1 norm of sparse interference under
the constraints of quantum states. For the problem of slow convergence for the iterative shrinkage threshold algorithm
(ISTA), by introducing an acceleration operator in the iterative estimation of the two sub-problems, the difference between
the current value and the previous value is further compensated to improve the iterative speed of the algorithm (FISTA).
The FISTA algorithm is applied to solve the quantum state estimation optimization problem with sparse interference. In
the state estimation simulation experiment of 5 qubits, the FISTA is compared with the performance of four optimization
algorithms: ISTA, alternating direction method of multipliers (ADMM), fixed point ADMM (FP–ADMM) and imprecise
ADMM (I–ADMM). The experimental results show that the FISTA algorithm has better convergence and can obtain smaller
quantum state estimation errors.
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1 引引引言言言

量子层析(quantum tomography)是最常用的量子
状态估计方法,最早由Stokes于1851年提出[1]. 量子
层析是对量子状态的大量全同副本进行多次测量,作
为量子状态在某个方向上的投影(坍缩)的概率,通过
对所获的概率进行逆变换,反解出量子状态的密度矩

阵[2]. 量子层析在包括量子计算机应用在内的量子态
制备,以及量子系统控制中的状态反馈控制都具有重
要意义.一个n比特量子系统可用密度矩阵ρ ∈ Cd×d

(d = 2n)描述其状态,并且密度矩阵需满足半正定、
单位迹的厄米矩阵约束. 该系统的完备测量次数为d2,
它是随量子位数n呈指数增长. 压缩传感理论是由
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Donoho, Candes等人于2004年提出[3–4],它为降低量
子状态估计中的测量次数问题提供了新的思路和解

决问题的新手段. 该理论指出:如果信号本身是稀疏
的,或者矩阵信号是低秩的,那么,通过构造一个满足
一定条件的测量矩阵,就可以远少于完备测量的次数,
将该信号无损地压缩到低维空间,再通过求解一个优
化问题,精确地恢复出原始信号[5]. 现实中,人们感兴
趣的量子系统往往处于纯态或近似纯态[6],这意味量
子系统的密度矩阵ρ为低秩r ≪ d. 此时,可以采用压
缩感知理论,只要采用较少的测量次数,就可以精确
地重构出ρ. Gross证明采用泡利矩阵进行观测时,由
测量结果构造的测量矩阵满足限制等距特性

(restricted isometry property, RIP)条件,最少需要m =

O(rd log d) ≪ d2个测量值,就可以通过求解一个最
优化问题,精确地恢复出密度矩阵[7],并定义采样率
为η = m/d2, m为测量次数.

在实际量子测量过程中干扰是不可避免的,当在
密度矩阵某些位置的元素中存在稀疏干扰,耦合在测
量b ∈ Rm中,这种稀疏干扰使得密度矩阵的重构变得
困难[8]. 对于考虑含有稀疏干扰的量子态估计问题,
可以将问题转化为:在考虑量子态ρ半正定、单位迹的
厄米矩阵的约束条件的情况下,分解求解密度矩阵
ρ的核范数,以及稀疏干扰S的l1范数的两个子问题的
优化问题[9]. 2014年,对于量子状态本身存在稀疏干
扰的问题, Li首次将交替方向乘子法(alternating direc-
tion method of multipliers, ADMM)用于基于压缩传
感的量子态重构中,解决了同时包含核范数和l1范数
的优化问题[8]. 该算法求解过程需要计算一个m ×
d2矩阵的伪逆,计算复杂度为O(d6). 2016年, Zheng
等人将不动点算法与ADMM结合,提出了不动点方程
的 ADMM算法 (fixed point ADMM, FP–ADMM)[10].
该算法避免了高维矩阵伪逆的求解,将计算复杂度下
降到O(md4),提高了密度矩阵的重构精度. 2017年,
Zhang等人提出结合迭代收缩阈值的算法(iterative
shrinkage thresholding algorithm, ISTA)[11],有效地解
决带有量子态约束的优化问题,将计算复杂度进一步
下降到O(md2),并且能够保证最终的优化结果为全
局最优解. 不过, ISTA算法每次迭代的步长是固定的,
所以算法迭代的收敛速度受到限制. 2018年, Zhang等
人提出非精确的 ADMM算法 (imprecise ADMM,
I–ADMM)[12],该算法通过采用近邻梯度法,来近似求
解密度矩阵和稀疏干扰的子问题,算法的估计精度得
到进一步的提高,并通过仿真实验证明I–ADMM算法
优于ISTA算法. 非精确的ADMM算法计算复杂度为
O(md2).

针对ISTA求解量子状态估计优化问题的不足,本
文将改进的快速迭代收缩阈值算法 (fast iterative
shrinkage thresholding algorithm, FISTA)应用到量子

态密度矩阵的估计中. FISTA是一种基于加速算子梯
度估计方法优化ISTA的算法,该算法在ISTA的基础
上,加入一个加速算子,该加速算子由当前值和前一
次值的线性组合构成,以加快算法的迭代速度.本文
将FISTA算法应用于5个量子位的仿真实验中,并且
将FISTA算法分别与迭代收缩阈值算法(ISTA)、交替
方向乘子法 (ADMM)、不动点方程的 ADMM算法
(FP–ADMM)、非精确的ADMM算法(I–ADMM)4种
算法进行性能对比实验,并对实验结果进行分析.

2 含含含有有有稀稀稀疏疏疏干干干扰扰扰的的的量量量子子子状状状态态态估估估计计计问问问题题题描描描述述述

考虑一个具有n比特量子系统的密度矩阵ρ,其本
身含有稀疏干扰. 此时,量子密度矩阵估计问题可描
述为:从测量结果b中选取的m个,重构出d× d的低

秩的、含有稀疏干扰S ∈ Rd×d的密度矩阵ρ. 构造观
测矩阵为A :Cd×d → Cm,则密度矩阵估计过程中的
测量结果可写为b = A(ρ+ S).
将密度矩阵估计问题转化为一个带有约束条件的

目标凸优化问题:

min ∥ρ∥∗ + γ∥S∥1,
s.t. A(ρ+ S) = b, ρ ∈ C, (1)

其中: γ为权重因子; ρ为待估计的密度矩阵; ∥ · ∥∗为
核范数,定义为∥ρ∥∗ =

∑
si, si为矩阵奇异值; ∥ · ∥1

为l1范数. 最小化∥ρ∥∗和∥S∥1使密度矩阵低秩,且状
态本身干扰稀疏.为了简化,定义凸集为C := {ρ ≽
0, tr(ρ) = 1, ρH = ρ}, ρH为ρ的共轭转置, ρ ∈ C表

示满足量子态约束,并引入示性函数

IC(ρ) =

0, ρ ≽ 0, tr(ρ) = 1, ρH = ρ,

∞, 否则,

则式(1)可改写为

min ∥ρ∥∗ + γ∥S∥1 + IC(ρ),

s.t. A(ρ+ S) = b. (2)

对于带有可分离的目标函数和线性约束的凸优化

问题式(2),通过引入增广拉格朗日函数

L(ρ, S, y, α) =

∥ρ∥∗ + γ∥S∥1 + ⟨y,A(ρ+ S)− b⟩+
α

2
∥A(ρ+ S)− b∥22, (3)

其中: α为惩罚参数,惩罚项可以松弛收敛条件; ∥ · ∥2
为l2范数; y ∈ Rm为拉格朗日乘子.
此时问题(3)变为一个无约束条件的对增广拉格朗

日函数的目标优化问题:

min ∥ρ∥∗ + IC(ρ) + γ∥S∥1+
α

2
∥A(ρ+ S)− b∥22. (4)

根据ADMM迭代框架,可将待优化问题(4)分解为
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2个子问题:求解量子密度矩阵、稀疏干扰的优化问
题,以及使约束条件为零的拉格朗日乘子的迭代计算
公式

ρk+1 = argmin
ρ

{∥ρ∥∗ + IC(ρ)+

α

2
∥A(ρ+ Sk)− b− yk

α
∥22},

Sk+1 = argmin
S

{γ∥S∥1+
α

2
∥A(ρk+1 + S)− b− yk

α
∥22},

yk+1 = yk − α(A(ρk+1 + Sk+1)− b).

(5)

这样,就把一个带有约束条件的优化问题,转变为
无约束条件的2个子问题的凸优化问题.通过求解优
化问题(5),可以求解出含有稀疏干扰的量子密度矩阵
估计.这个优化问题求解性能的优劣,取决于所采用
的优化算法. 下面将先介绍迭代收缩阈值算法,然后
在其基础上,提出迭代收缩阈值的快速改进算法.

3 改改改进进进的的的快快快速速速迭迭迭代代代收收收缩缩缩阈阈阈值值值算算算法法法

3.1 迭迭迭代代代收收收缩缩缩阈阈阈值值值算算算法法法

在式(5)所描述的优化问题中, l2范数∥ · ∥2连续可
微,但是,核范数∥ · ∥∗和l1范数∥ · ∥1不连续可微,对
其求解比较困难.为了解决∥ · ∥∗不连续可微问题,将

式(5)中的ρk+1式乘以
2

α
,然后令f(ρ) = ∥A(ρ+ Sk)

− b− yk

α
∥22,以及 g(ρ) =

2

α
(∥ρ∥∗ + IC(ρ)),这正是

软阈值函数(soft thresholding)要解决的优化问题的形
式,对其中的平滑项f(ρ)求梯度c1,得到梯度的迭代

公式为c1
k+1=ρk − 2wk(AH(A(ρk + Sk)− b− yk

α
),

其中wk是第k次迭代的步长. 由于这个算法的整个过

程相当于迭代执行软阈值(soft thresholding)函数,所
以把它称为迭代收缩阈值算法(iterative soft threshold-
ing algorithm, ISTA).

由于量子密度矩阵有ρH = ρ的约束,即密度矩阵
是厄米的,所以梯度也必须满足厄米矩阵的要求,将
梯度ck+1的迭代公式重新定义为

ck+1 =
1

2
(ck+1

1 + (ck+1
1 )

H
). (6)

将式(6)代入密度矩阵优化的式(5)中,可以得到密
度矩阵估计的迭代公式为

ρk+1 = UM2wk/α(c
k+1)V T, (7)

其中:

UMV T为矩阵ck+1的奇异值分解; M2wk/α(c
k+1)

为软阈值算子,定义为

M2wk/α(c
k+1) = sgn(ck+1) ∗max(ck+1 − 2wk/α, 0).

为了书写方便,定义D2wk/α(c
k+1)为奇异值收缩算子:

D2wk/α (ck+1) = UM2wk/α(c
k+1)V T.

对于式(5)中的Sk+1的求解,先将其中的Sk+1乘以
2

α
,再令f(S) = ∥A(ρk+1 + S)− b− yk

α
∥22和g(S) =

2γ

α
∥S∥1. 这也是软阈值函数要解决的优化问题的形

式,对其中的平滑项f(S)求梯度d,得到梯度的迭代公
式为

dk+1 = Sk − 2wk(AH(A(ρk+1+Sk)−b− yk

α
). (8)

同理可得

Sk+1 =M2γwk/α(d
k+1), (9)

其中: M2γwk/α(d
k+1)为软阈值算子: M2γwk/α(d

k+1)

= sgn(dk+1)×max(dk+1 − 2γwk/α, 0).

由此可得ISTA算法的迭代公式为
ρk+1 = D2wk/α(c

k+1),

Sk+1 =M2γwk/α(d
k+1),

yk+1 = yk − α(A(ρk+1 + Sk+1)− b),

(10)

其中: 权重γ可以设置为1/
√
d[9], α和wk需要根据实

际具体情况来调节参数.

从式(10)中,可以看出: ISTA是梯度下降法的一种
延伸,每次迭代只是利用当前点的信息进行梯度估计,
然后分别对密度矩阵以及稀疏干扰进行迭代估计,所
以算法迭代速度一般.

3.2 快快快速速速迭迭迭代代代收收收缩缩缩阈阈阈值值值算算算法法法

在ISTA的基础上,通过分别在密度矩阵ρ和稀疏
干扰S的计算公式中引入加速算子,来加速收敛速度,
进一步降低密度矩阵的估计误差.

首先,引入加速算子z,它是由当前值和前一个值
的线性组合构成:

zk+1 = xk + hk(x
k − xk−1), (11)

其中: xk, xk−1分别代表当前值和前一次值; xk−xk−1

表示搜索方向; hk表示由当前值xk开始,沿着xk −
xk−1所构成的搜索方向进行迭代所需要的步长因子,

hk = j × k

k + 3
, j是可调参数; zk+1表示由当前值xk

开始,沿着xk − xk−1所构成的搜索方向进行步长为

hk所得到的下一次值.

然后,利用加速算子,分别代入式(10)中含有ρk和
Sk中,重新对含有稀疏干扰的量子状态进行估计,由
此可以分别得到改进后的状态进行估计迭代公式为

zk = ρk−1 + hk−1(ρ
k−1 − ρk-2),

c2
k+1 = zk−2wk(AH(A(zk+Sk)−b− yk

α
),

ck+1 =
1

2
(c2

k+1 + (c2
k+1)

H
),

ρk+1 = D2wk/α(c
k+1

),

(12)
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以及稀疏干扰的估计迭代公式为
z′k=Sk−1+hk−1(S

k−1−Sk−2),

d′k+1=z′k−2wk(AH(A(ρk+1+z′k)−b− yk

α
),

Sk+1=M2γwk/α(d
′k+1).

(13)

因此,式(10)可以写成以下形式,即FISTA为
ρk+1 = D2wk/α(c

k+1),

Sk+1 =M2γwk/α(d
′k+1),

yk+1 = yk − α(A(ρk+1 + Sk+1)− b),

(14)

其中: hk−1=j×
k − 1

k + 2
,权重γ可以设置为1/

√
d[9], α,

wk和j需要根据实际具体情况来调节参数.

由于FISTA算法是在ISTA的基础上,通过加入一
个由当前值和前一次值的线性组合构成的加速算子

(11),该加速算子是随着迭代次数k的增加,而每次增
大hk(x

k − xk−1),起到对当前值与前一次值之差的进
一步的补偿作用,因而能够加快算法的迭代速度.理
论上已经证明[13]: ISTA和FISTA的计算复杂度都为
O(md2); ISTA算法的收敛速度为O(1/k),而FISTA
的收敛速度为O(1/k2). FISTA的收敛速度比ISTA快
1/k倍.

4 数数数值值值仿仿仿真真真实实实验验验及及及其其其结结结果果果分分分析析析

本节将对一个5量子位系统的密度矩阵,采用
FISTA算法进行状态估计的数值仿真实验. 做两个实
验: 第1个实验为:不同采样率η下,对FISTA和ISTA
两种算法进行仿真实验,比较仿真实验的性能结果;
第 2个实验为:固定采样率 50%下,对 ADMM, FP–
ADMM, ISTA, FISTA和I–ADMM 5种算法进行仿真
实验,并对实验结果进行了性能的比较.

实验中算法性能的评估指标为:估计出的密度矩
阵ρ与真实密度矩阵ρ̈之间的归一化误差Error: Error
= ∥ρ− ρ̈∥2F/∥ρ̈∥2F.

仿真实验中,测量值向量由b = A(ρ̈+ S̈) + ë产

生,其中ρ̈为待恢复密度矩阵的真实值, S̈为稀疏干扰
矩阵, ë为高斯噪声. 真实密度矩阵ρ̈通过ρ̈ = ψrψ

H
r /

tr(ψrψ
H
r )生成,其中ψr是一个复数域d× r的Wishart

矩阵,其元素服从随机高斯分布,同时保证ρ̈为纯态,
即rank(ρ̈) = 1. 干扰矩阵S̈ ∈ Rd×d含有d2/10个非零
元素,且非零元素的位置是随机的,幅值满足高斯分
布N(0, ∥ρ∥F/100). 高斯噪声信噪比SNR为70 dB. A
由泡利矩阵构造,从而有AAH = I , λmax(AAH) = 1.
仿真实验运行环境为MATLAB2018a, 2.8 GHz Inter
Core i5–8400M CPU,内存8 GB.

4.1 FISTA和和和ISTA算算算法法法的的的估估估计计计误误误差差差对对对比比比
本实验将在采样率η分别为25%, 50%, 100%,固

定迭代次数为100次,分别采用FISTA以及ISTA两种
算法,对5量子位密度矩阵进行状态估计.

两种算法涉及的可调参数有权重 γ、惩罚参数

α、梯度下降步长wk, FISTA多一个加速算子里的可
调参数j. 根据算法的收敛要求,通过实验结果对参数
的设置进行优化调整,最终的参数设置如表1所示. 在
不同采样率η下,两种算法对密度矩阵的估计误差
Error随迭代次数的变化结果如图1所示.

表 1 两种算法对比实验中的最优参数设计
Table 1 Optimal algorithm setting in two experiments

算法 ISTA FISTA

η 25% 50% 100% 25% 50% 100%
γ 0.1768 0.1768 0.1768 0.1768 0.1768 0.1768
α 2.6 100 0.12 5 5 10
wk 0.2 0.6 0.6 0.7 0.6 0.5
j 0.6 0.5 0.4

最终Error 0.0040 0.0007 0.0003 0.0045 0.0007 0.0001
所需时间/s 0.3263 0.3462 0.3603 0.3312 0.3366 0.3496

图 1 两种算法的估计误差对比

Fig. 1 Comparisons of estimation errors of two algorithms

从图1的量子状态估计误差的实验结果中可以看
出:

1) 在状态估计达到稳态之前的暂态过程中,
FISTA明显优于ISTA.在相同采样率和相同迭代次数
下, FISTA的估计误差一直小于ISTA的估计误差.

2) 随着采样率η的增加, ISTA和FISTA两种算法
的稳态估计误差都在降低. 相同采样率下, FISTA达到
的稳态估计误差比ISTA的稳态估计误差低;采样率
为 25%和 50%时, FISTA比 ISTA稳态估计误差略低,
采样率为100%时, FISTA的稳态估计误差明显低于
ISTA.相同采样率下, FISTA比ISTA以较低迭代次数
达到较高量子状态重构精度.采样率为25%时, ISTA
需迭代 46次 (0.1799 s)达到最低估计误差 0.0025;
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FISTA需迭代 20次 (0.1153 s)达到最低估计误差
0.0018,迭代次数明显更少,估计误差明显更低;采样
率为50%时, ISTA需迭代44次(0.1939 s)达到不高于
0.0010 的 估 计 误 差 0.0010; FISTA需 迭 代 12次
(0.0867 s)达到不高于 0.0010的估计误差 0.0002,
FISTA明显更优;采样率为100%时,由图上曲线直接
可以看出, FISTA的估计误差随着迭代次数的增加在
降低,一直低于ISTA的估计误差.

3) 暂态达到的最低估计误差低于稳态时的估计
误差. 可见,并不是迭代次数越多,状态估计达到的估
计误差就越低越好,应在估计误差达到最小值时就停
止实验,取当时的最小值为状态估计结果.

4.2 5种种种算算算法法法的的的估估估计计计误误误差差差对对对比比比
本实验中将分别采用 5种算法: ADMM, FP–

ADMM, ISTA, FISTA和I–ADMM,对5个量子位的密
度矩阵进行状态估计.实验中,采样率η固定为50%,
迭代次数选为1000次. ADMM算法中的2个参数分别
取: 梯度步长τ1 = τ2 = 0.1; FP–ADMM算法中的两
个参数分别取: 权重γ = 1、惩罚参数α =0.04; I–AD-
MM算法中的3个参数,分别取: 梯度步长τ1 = 0.99,
τ2 =0.6,惩罚参数α =1.399. FISTA和ISTA两个算法
的参数与第4.1节中对应的实验参数选择一致.
实验所获得的估计误差Error随迭代次数增加的变

化结果如图2所示.

图 2 5种算法的估计误差对比

Fig. 2 Comparisons of estimation errors of five algorithms

从5种算法的量子状态估计误差的结果图2中可以
看出:

1) 在5种算法中, ADMM算法是最差的, FISTA算
法是最好的. 同一采样率η下,本文的FISTA算法达到
最小估计误差0.0019的量子状态重构所需要的最少迭
代次数为13次(0.0882 s),目前最优的求解存在稀疏干
扰的量子态估计的I–ADMM优化算法的达到最小估
计误差 0.0017所需要的最少迭代次数也为 13次

(0.1077 s),最少迭代次数相同,但FISTA算法所需迭
代时间0.0882 s明显低于I–ADMM的所需迭代时间
0.1077 s.
在相同的采样率η的情况下,分别采用ADMM,

FP–ADMM, ISTA, FISTA和I–ADMM 5种算法完成
1000次迭代所需时间分别为: 137.4342 s, 11.6561 s,
2.7510 s, 2.7208 s, 3.4330 s, FISTA算法所需时间最
短、速度最快.
由图2可知,本文的FISTA算法估计误差明显低于

ADMM, FP–ADMM, ISTA 3种算法,和 I–ADMM算
法估计误差接近,由于FISTA算法迭代时间比I–AD-
MM算法快,故FISTA算法最优.

2) 同一采样率η下, FP–ADMM, ISTA, FISTA和
I–ADMM 4种算法达到的稳态误差相接近,且都远低
于ADMM的稳态误差.

ADMM只是一种求解优化问题的计算框架,将大
的全局问题分解为多个较小、较容易求解的子问题,
并通过协调子问题的解而得到全局问题的解. 每一个
子问题和如何有效求解,需要根据f(x)和g(z)具体形
式来确定. ADMM算法中求解Frobenius范数项最小
时,需要计算一个矩阵的伪逆,这样的求解方法会导
致巨大的运算量. ADMM算法的重构精度相对于完备
测量重构的精度还有待于进一步提高,对于较高比特
的量子系统(例如7比特), ADMM算法重构时间要以
天为单位计算,算法速度仍有待于进一步提高.

FP–ADMM通过近邻算子求解基于压缩传感的量
子态估计优化问题的最优解满足的不动点方程,再采
用迭代的方式求解最优解,避免了基于压缩传感的量
子态估计的ADMM算法中的大规模矩阵伪逆运算,从
而大幅度地减少在密度矩阵重构应用中的计算时间.

I–ADMM的主要思想是通过近邻梯度法近似求
解子问题,非精确求解密度矩阵和稀疏干扰相关的子
问题从而获得闭式解,将计算复杂度从Li的ADMM
的 O(d6), Zheng的 FP–ADMM的 O(md4),降低到
O(md2). 此外,该算法采用可调步长更新拉格朗日乘
子以加速收敛.

ISTA通过梯度下降和近邻算子操作得到ADMM
子问题的解,再代入ADMM迭代框架得到全局问题的
解,运算过程涉及最大的计算量为m× d2的矩阵A和
d2 × 1的向量相乘,计算复杂度为O(md2),因此ISTA
算法可以大幅度减少计算时间和存储空间.

FISTA是在ISTA基础上的优化,加快了收敛速度,
收敛速度由O(1/k)变为O(1/k2).

3) ISTA和I–ADMM两种算法的暂态达到的最低
估计误差低于稳态时的估计误差. 可见,并不是迭代
次数越多,状态估计达到的估计误差就越低越好,人
们应在估计误差达到最小值时就停止实验,取当时的
最小值为状态估计结果.
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5 结结结论论论

本文所提出的FISTA算法,可以高效精确地求解
出量子状态本身含有稀疏干扰的情况下的估计值.通
过5量子位密度矩阵仿真实验表明, FISTA算法收敛速
度更快,量子状态估计误差更小,更加有效地提高了
求解量子状态估计优化问题的效率和状态估计精度.
实验结果还表明,在量子态估计迭代过程中,当判断
出获得估计的最小值时,就应当停止迭代.
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