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摘要：利用逐次逼近法研究含外部扰动的非线性离散系统的线性二次型前馈反馈最优控制问题．首先将系统 

的最优控制问题转化为非线性两点边值问题族．其次，构造了该问题族的由精确线性项和非线性补偿项组成的解 

序列，并证明了解序列一致收敛到系统的最优解．最后，通过截取最优控制序列解中非线性补偿项的有限项，得到 

系统的前馈反馈次优控制(FFSOC)律及设计算法．仿真算例表明，该算法容易实现，且对抑制外部扰动的鲁棒性优 

于经典的反馈次优控制(FSOC)． 
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Feedforward and feedback optimal control for nonlinear 

discrete．time systems with deterministic disturbances 

TANG Gong—you．ZHANG Bao—lin 

(College of Information Science and Engineering。Ocean University of China。Qingdao Shandong 266071，China) 

Abstract：：Based on successive approximation approach，the problem of the linear-quadratic feedforward and 

feedback optimal control for nonlinear discrete-time systems with external disturbances is considered+ The original 

optimal control problem is transformed first into a sequence of nonlinear two-point boundary value(TPBV)problems． 

Then a solution sequence，which consists of an accurate linear term  and nonlinear compensation term ，is constructed and 

its uniform  convergence to the optimal solution of the system is proven．By taking a finite—step iteration of the nonlinear 

compensation term of optimal solution sequence．a feedforward and feedback sub-optimal control(FFSOC)law is 

obtained。and the design scheme is given．Simulations indicate that the algorithm proposed is easy to implement，and 

more robust with respect to external disturbances than that of the classical feedback sub-optimal control(FSOC)law． 

Key words：nonlinear discrete-time systems；feedforward an d feedback control；optimal control； successive 

approximation approach；Exosystem 

1 引言(Introduction) 

我们知道，几乎所有的实际控制系统都是非线 

性的，并且常常受到外部扰动的影响．研究受扰离散 

控制系统的二次型最优控制问题既有理论意义，又 

有实际应用价值．控制系统受到的外部扰动主要分 

为未知的随机扰动和已知动态特性的扰动．目前，关 

于后者的研究中，由于广泛存在于航空振动控制系 

统⋯，海洋平台振动实时控制系统 J，工业设计中 

的噪声减振控制 等实际控制系统中，诸如正弦 

扰动，周期扰动等确定性扰动的减振控制研究越来 

越引起人们的关注 础J．另一方面，由于非线性系统 

的二次型最优控制问题往往导致求解非线性 

Hamilton—Jacobi—Bellman(HJB)方程问题，该类问题 

的解析解，除了一些简单情形，一般是不存在的．因 

此，寻求非线性系统最优控制律的近似解法成为一 

个重要的研究课题．目前，有代表性的有幂级数近似 

法 ·叫，逐 次 Galerkin逼近 法 “·挖 ，以及其 它方 

法 棚 ． 

本文利用逐次逼近法  ̈l7_，研究含外部确定扰 

动的非线性离散系统的二次型前馈反馈最优控制问 

题．将受扰系统的最优控制问题转化为非线性两点 

边值问题族，构造并证明了该问题族的解序列一致 

收敛到系统的最优解，并通过截取最优控制序列解 

中非线性补偿项的有限项，得到系统的前馈反馈次 
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优控制律及其设计算法． 3 最优控制律设计(Design of optimal control 

2 问题的描述(Problem formulation) 

考虑含外部确定扰动的非线性离散系统 

f (后+1)=F( (后)，Ⅱ(后))+D (后)，(1) 
L后m---0，1，2⋯， (0)= ， 

其中 E ，ⅡE 分别为状态向量和控制向量， 

是已知的初始向量，F：c( X )一 “，r(o，0)--0， 

D为适当维数的常数矩阵， E 为外部扰动向量， 

且 的动态特性由外系统 (Exosystem) 

f (后+1)=Cv(k)，后：0，l 2“， (2) 
l (0)m--- 。 

描述，其中G是m x 常量矩阵，v。是已知的初始 

扰动．假设矩阵G的特征值满足 

I A (G)l≤1，i m---1，2，⋯，m， (3) 

且G的最小多项式在单位圆上的根为单根． 

利用麦克劳林级数展开，系统(1)可化为： 

r (后+1)m---Ax(后)+Bu(后)+Dv(后)+ 

{ (后)，Ⅱ(后))，后：0，1，2，⋯，(4) 【 
(0)： ． 

其中A=OF (0，0)，B：OF (0，0) ，Ⅱ)为关于 

和Ⅱ的非线性向量函数 满足 Lipschitz条件且 

厂(0，0)m---0． 

选取如下形式的有限时域二次型性能指标： 
1 

．，= (N)Q (Ⅳ)+ 

1
／v 1 

÷∑ (后) (后)+Ⅱ (k)Ru(后)]，(5) 
‘ 

其中Q，Q，E “为半正定矩阵，尺E 为正定矩 

阵．系统的最优控制问题是寻找最优控制Ⅱ (后)使 

性能指标．，在约束(4)下取最小值， 

根据极值原理，系统(4)关于(5)的最优控制律为 

u(k)m---一R一[B + ( (后)，u(k))]· 

A(后+1)， (6) 

其中A(后)为下面两点边值问题的解： 

A(后)m--- 

Q (后)+[A + ( (后)，Ⅱ(后))]·A(后+1)， 

(后+1)： 

Ax(．i})一BR [B + 

／ ( (后)，Ⅱ(后))]A(后+1)+ 

Dv(后)+／．( (后)，Ⅱ(后))， 

A(N)：Q (N)， 

(0)= ；后：0，1，2，⋯，Ⅳ一1． 

(7) 

law) 

为得到本文的主要结果，我们先给出两个重要 

的引理． 

引理1 考虑非线性离散系统 

z(k+

：

1 

叼 0 1 N 17 ㈩ 1 z(0)=叼，后： ，，⋯， 一， 
其中zeR 为状态向量，叼是初始向量，h：c( “)_÷ “， 

h(0)m---0，H(后)E ．假设 h满足Lipschitz条 

件： 

IIh(z。)一h(z )ll≤ lIz 一z ll，z ，E,2 E “， 

(9) 

其中 >0．如下定义函数向量序列{z‘』)}： 

z∞ (后)：兀／t(k—m)叼，后=1，2，⋯，Ⅳ， 
m=1 

z“ (后)：兀／t(k—m)叼+ 
= 1 

(10) 

其中丌H(后一m)：L则函数序列{z0 }一致收敛 

到非线性离散系统(8)的解． 

引理 2 。 设 A E ，詹 E mxm，e E 

，矩阵方程 

柏 一 ：e (11) 

存在唯一解当且仅当对任意的 s E r，( )和 A E 

(B)，均有不等式sA≠l成立，其中 (·)表示矩 

阵的谱． 

为了利用逐次逼近法求解两点边值问题(7)，令 

A(后)：P(k)x(后)十P(后) (后)+g(后)，(12) 

其中P(后)是Ricatti矩阵差分方程 

f + (后+ )P(后+ )A， (13) 【
P(N)=Q， 

的唯一半正定解．式(13)中 

『E(后+1)=A [，一P(后+1)BS (后+1) ]， 

【Js(后+1)：R+B P(尼+1)B． 

(14) 

P(后)是矩阵差分方程 

rP(后)=E(后+1)P(．i}+1)c+ 

{ E(后+1)P(后+1)D， (15) 【
卢(Ⅳ)：0 

，●● rJ  

)  

’  

(  ～ 

一 2  0  ， Z 1  

= 

)  

．，  

一 ， 

后  一 

。

H 

1  ●  I  m = [  = 

r●‘【  后  
∑  玑 

= 

0  
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的唯一解，g(k)为待求的／7,维共态量．将式(12)(13) 

和(15)代入式(7)，可得 

fg(k)= 

l Y (k)K (k)[P(k+1) (k)，“ (k))+ 

l g(k+1)]一Y (k)P(k+1)BS (k+1)· 

ff ( (k)，11, (k))P(k+1)Bu (k)+ 1 Eft( (|i})
， 

+(|i})) (|i})一 6’ 

l P(k+1)BS。(k+1)， ( (k)，“ (k))]· 

l[P(k+1)Ax(k)+P。(k+1) (k)]， 

g(N)=0，k=0，1，2，⋯，N一1， 

f ( +1)= 

I(，+BR Z。(k)P(k+1))～· 

{lAx( )一日 z ( )g( + ’+ (17) l (k)
，“ (k))+(D—BR Z (k)- 

l P(k+1)c)v(k)]， 

(0)= ，k=0，1，⋯，N一1 

和最优控制律 

r“ (k)= 

l—S (k+1)Z (k)[P(k+1)(Ax(k)+ 

{ (k)，“ (k)))+g(k+1)+ 

lP0(k+1) (|i})]一S一‘(k+1)， T( (|i})， 

“ (k))P(k+1)Bu (k)，k=0，1，2，⋯，Ⅳ， 

其中 

(18) 

ry (k)=A + ( (k)，“ (k))， 

j ( )= 一P( +1) ．sI1( +1)z ( )，(19) I 
z (k)=B +， ( (k)，“ (k))， 

(k)=P(k)D+P(k)G． 

于是，原两点边值问题(7)转化为由式(16)和(17) 

组成的新两点边值问题．显然，为了得到最优控制律 

(18)，我们需要求解两点边值问题(16)和(17)．为 

此，如下构造伴随向量族 {g“’(k)}： 

gu (N)=0，J=0，1，⋯， 

g‘。 (k)=0，k=0，1，⋯，N一1， 

gu (k)= 

Y k)K‘ k)[P(k+1)f‘ k)+ 

g‘ (k+1)]一y‘ (k)P(k+1)· 
( +1)( |i})) P(|i}+1)． (20) 

Buu (k)+[( (k)) K“ (k)一 

ATp(k+1)BS (k+1)( (k)) ]· 

[P(k+1)Axu’(k)+Po(k+1) (k)]， 

k = 1，2，⋯ ，Ⅳ 一 1； = 1，2，⋯ ， 

以及状态向量族{ ‘ k) 

f (0)= ，k=1，2，⋯，Ⅳ，J=0，1，⋯， 

l ∽( +1)= 
I(，+BR Zu’(k)P(k+1)) - 

『[Axu (|i})一BR—Z∽(k)gu (|i}+1) ∽(|i})+ 
J(D—BR Z0 (k)P(k+1)G) (k)]， 

k=0，1，⋯，Ⅳ一1；J=0，1，⋯， 

及相应的最优控制序列{“u’(k)} 

(21) 

f“‘ |i})= 

l—S (k+1)Zu (k)[P(k+1)·(Axu (k)+ 

{，‘ ’( ))+gu’(尼+1)+Pn(尼+1) (尼)]一 (22) 

1．s (k+1)( (k)) 尸(k+1)Buu ’(k)， 
【“‘。’(k)=0，k=0，1，2，⋯，Ⅳ； =1，2，⋯， 

其中 

‘ k)= k)，“‘，’ (k))， 

I (k)= ( 0’(k)，““ ’(k))， 

j ( )= ( 。’(|i})，“。一”( ))， (23) I l，( 
|i})=A +( |i})) ， 

I Z。’(k) B +( (|i}))一， 
【 (，’(k)=，一p(k+1)BS (k+1)Z‘ (|i})． 

于是，我们有下面定理： 

定理1 对于第．7次的最优控制问题，记最优状 

态轨线和最优控制律分别为 ‘ k)和“‘ k)．假设 

{ ‘』)(k)}和{“‘，)(k)}分别为(21)和(22)的解序 

列，则控制序列{“u’(k)}一致收敛到系统(4)关于 

(5)的最优控制律“ (k)，且“ (k)由下式确定： 

“ (k)= 

一 S (k+1)Z (k)· 

[P(k+1)(Ax(k)+ (k)，“ (k)))+ 

g‘ (k+1)+P0(k+1)口(k)]一S。。(k+1)· 

， ( (k)，“ (k))P(k+1)Bu (k)． (24) 

其中g‘ (k)垒lim g‘ k)． 

证 由式(3)知外界扰动 (k)有界．另外，在 

序列{ ‘ k)}和{“‘ k)}中，对_『而言， (k)为一 

常量．根据引理 1，伴随向量序列{g“ (k)}和状态 

向量序列 { “’(k)}分别一致收敛到式 (16)和 

(17)，即 

』g( ) gu’( )， ( ) )，(25) l 卜 ∞ 卜 ∞ ，，、、 
【k：0，1，2，⋯，J7v． 

同理，非线性函数向量序列{Z‘ k)}，{Y‘ (k)}和 

{K‘ ’(k)}分 别 一 致 收 敛 到 z (k)，Y (k)和 
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(k)．由式(22)知，控制序列 {““ (k)}仅关联 

{ u (k)}，{gu (k)}和{Zu (k)}，因此，{“u (k)}一 

致收敛到最优控制律“ (Ii})． 证毕． 

注 1 事实上，我们无法求得最优控制律(24)巾的 
g‘ 

． 实际应用中可用 = (M为某确定的自然数)时的值 

g 近似g ，从而得到M阶前馈反馈次优控制律： 

“ (k)= 

一 S‘(k+1)Z‘ (k)[P(k十1)(Ax(k)+ 

(k)， ‘ (k)))+g‘ (k+1)+ 

P。(k+1) (k)]一Js一 (k十1)f ( (k)， 

“‘ 一‘ (k))P(K+1)Bu (k)． (26) 

注 2 容易推证，当无前馈作用时系统的反馈最优控 

制律和相应的次优控制律分别为： 

“ (k)= 

一 Js (k十1)Z (k)[P(k十1)(Ax(k)十 

(k)，“ (k)))+g‘ (k+1)十 

P(k+1)Dv(Ii})]一S一‘(k+1) ( (k)， 

(k))P(k十1)Bu (k)， (27) 

“ (k)= 

一 Js (k+1)Z‘ (k)[P(k十1)(Ax(k)十 

(k)，“ ’(k)))十g (k十1)+ 

P(k+1)Dv(k)]一S (k+1) ( (k)， 

“‘肌‘ (k))P(k+1)Bu‘ (k)． (28) 

对系统(1)的二次型最优控制问题，可以类似 

讨论无限时域，即Ⅳ一∞时的情形．如果扰动矩阵G 

至少有一个单位特征值时，外部扰动 将趋向于等 

幅振荡，状态向量 和控制向量“至少有一个将不趋 

向于零，从而对系统的最优控制问题，选择常规的无 

限时域二次型性能指标 

．，= [ (k)0x(k)+“ (k)Ru(k)] (29) 
k‘。—=—0 

是不收敛的．为此，我们一般选取如下形式的二次型 

平均性能指标 
1 

N 

J 3．+im [XT(Ii}) (Ii})+“ (Ii})R“(Ii})]· 

(3O) 

对于外系统(2)为渐近稳定的情形，也可以选取二次 

型性能指标(29)．当性能指标为(29)或(3o)时，假设 

( ，B)完全可控，(A，Q∽)完全可观，则系统的前馈 

反馈最优控制律和相应的次优控制律分别为： 

(k)= 

一 Js z (k)[P(Ax(k)+ (k)，“ (k)))+ 

g‘ (k+1)+P。Dv(k)]一Js—I，T ( (k)， 

“ (k))PBu (k)， 

“ (k)= 

(31) 

一 s z (k)[P(Ax(k)十 (k)，“ (k)))十 

g (k+1)+P0Dv(k)]一Js—I，T ( (k)， 

“‘ (k))PBu‘ (k)， (32) 

其中Pn=PD+PG，P为代数Riccati矩阵方程 

EPA—P+Q =0 (33) 

的唯一正定解，这里 E =A (，一胎 Js B )，S= 

R+B 尸B，P为离散Sylvester型矩阵方程 

EPG—P =一EPD (34) 

的唯一解．gu (k)由下式决定： 

fg” (N)=0，J=0，1，⋯， 

l g (k)=0，k=0，1，2，⋯，N一1， 

Igu (k)= 

Y k)ps s k

“ 

PBu k 

一  

l。 ( ( ()) 【J ()+ 

l[(． Ii})) (Ii})一A'rPBS ( (Ii})) j- 

l[PAx(1『 (k)十P0 (k)]， 
【Ii}：l

，
2，⋯ ，Ⅳ 一 l； ： 1，2，⋯ ， 

其中 (k)=，一胎 Js Z (k)， (k)满足： 

” (0)= ，k=I，2，⋯，Ⅳ，J=0，1，⋯， 

‘ k十1)= 

[，+BR Z‘ (k)Pl [A ‘ (Ii})一 (36) 

BR Zu (Ii})gu (k+1)+／ (k)+ 

(D—BR Z∽(k)Pc,) (k)]， 

k = 0。1，⋯ ，N 一 1； = 0，1，⋯ ． 

这里需要强调的是，由假设(A，B)完全可控，(A， 

Q )完全可观知代数 Riccati方程(33)有唯一正定 

解．又据线性离散系统的调节器理沦，矩阵 E的特 

征值小于1，结合式(3)以及引理2，Sylvester型矩阵 

方程(34)的解唯一存在．因此系统(4)关于无限时 

域二次型性能指标(3O)的最优控制律(31)以及相 

应的次优控制律(32)唯一存在． 

注 3 在实际次优控制器设计时，次优控制律(26)的 

计算过程和其中 的确定方法由下列算法给出(对于无限 

时域的情形，次优控制律(32)的算法类似)： 

1)给定容诈误差s>0，初始性能指标Jo=△，△为一充 

分大的正数，g (k)=0，并令 =1；分别从(13)和(15)求 

出P( )和 P(k)， 

2)由(2O)计算 g‘ )， 

3)令M= ，由(26)计算“ (后)，并由(5)计算 ，其中 

为第 M次的性能指标值， 

4)若l( 一 一．) l<s，则输出 ( )，结束， 
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5)否则，由(21)计算 ( )，令 = +1，转至2)． 

4 数值仿真(Numerical simulations) 

考虑受扰二阶非线性离散系统(4)和(2)，其中 

fA=‰ ，B= ， 
lD： 5。。·∞1， J L0

- 1 1 
f 371 

l—f(x( )，“( )) o．zs／(1 0+ 
。

( ))z J“( )， I r 1 、 
1 

)= 

下面根据外系统(2)稳定但非渐近稳定和渐近 

稳定两种情形，分别讨论前馈反馈次优控制对外部 

扰动的抑制效果． 

例 1 外系统(2)稳定但非渐近稳定 

假没G：『0·8 一 1，初始扰动 (0)： 

[一 
． 8]．性能指标泛函(30)中，Q=[ 兰]，R=1． 

采用7阶FSOC律和FFSOC律时系统的状态分量 。 

和控制输入“的仿真曲线由图1给出．其中，虚线表 

示FSOC，实线表示FFSOC．表1给出了采用不同阶 

的次优控制律时系统的性能指标值．表中 和 

分别表示FFSOC和FSOC对应的性能指标值．由表 

1可以看出，如果取 容许误差 =0。001，则有 

l( ～J )／J，I<占．从而7阶FFSOC律“，(k)可以 

近似为该系统的FFSOC． 

表 1 不同迭代次数时系统性能指标值 

Tab1e l Cost functional values of different iteration times 

(a)系统状态 

(b)狂制输八Ⅳ 

图 1 外系统(2)稳定时的次优减振控制比较曲线 

Fig．1 Sub—optimal damping control comparison 

curves when Exosystem (2)is stable 

例2 外系统(2)渐近稳定 

假设G= 0 

． 9344 

一  

． 76]，初始扰动 (0)= 

8]．J 指标泛函(29)中Q=[ 
图2给出了采用6阶FSOC律和FFSOC律时系统的 

状态分量 。和控制输入 ／／,的仿真曲线，其中容许误 

差为占=0．001．经过计算6阶FFSOC和FSOC对应 

的性能指标值分别为J6=813．5582和J6=1197．4． 

k 

(a)系统状态 

k 

(b)控制输入“ 

图2 外系统(2)渐近稳定时的次优减振控制比较曲线 
Fig．2 Sub-optimal damping control comparison CalVeS 

when Exosystem (2)is asymptotically stable 
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5 结论(Conclusion) 

本文针对扰动的动态特性确定的情形，得到了 

非线性离散系统前馈反馈最优控制的逐次逼近算 

法．与经典的反馈最优控制算法相比，该算法对外界 

确定扰动具有良好的鲁棒性，且次优控制阶数 M越 

大，次优控制越趋于最优控制．算法容易实现，计算 

量小，收敛速度快． 

[9] 
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