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摘要:本文针对具有迭代初始误差的高相对度线性多变量离散系统,提出了一种P型的迭代学习控制算法. 通过
将迭代学习控制系统的二维运动过程描述为一维的线性离散系统,证明了该迭代学习控制算法的收敛性及其收敛
的充要条件.该迭代学习控制算法通过对系统前次重复运动过程中的输入和跟踪误差信号进行学习,来不断地调整
输入量,使得系统在经过一定次数的学习以后,在初始时间点以外的实际输出趋于期望输出.数值仿真结果表明了
所提出算法的有效性.
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Iterative learning control for linear discrete systems with
high relative degree and iterative initial error

MAO Zu-yong, LI Xiao-dong
(School of Information Science and Technology; Key lab of Machine Intelligence and Sensor Network, Ministry of Education,
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Abstract: This paper presents a P-type iterative learning control algorithm for linear multi-variable discrete systems
with high relative degree and iterative initial errors. The convergence of the proposed iterative learning control algorithm
with necessary and sufficient condition is proved by converting the two-dimensional iterative learning control process into a
one-dimensional linear discrete system. The proposed iterative learning control method updates the control input iteratively
by a learning mechanism using the information of errors and inputs in the preceding trials such that the tracking performance
of the system outputs beyond the initial time point is improved. A numerical example is used to illustrate the effectiveness
of the proposed iterative learning control technique.
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1 引引引言言言(Introduction)
迭代学习控制方法适用于在固定时间段上重复

跟踪期望轨迹的动态系统,其最大优点是不需要系
统模型的精确信息.迭代学习控制利用系统以前的
控制经验,不断调整控制输入,使被控对象产生期望
的运动.迭代学习控制技术自产生以来,逐步发展为
智能控制领域一个新的研究方向[1–2]. 然而,目前已
有的绝大部分迭代学习控制算法都是针对相对度

为1或者为0的动态系统设计的[1–4]. 由于高相对度动
态系统的广泛存在,近年来,其迭代学习控制研究引
起了控制界的较大关注,如文献 [5–7]等分别对单输
入单输出的高相对度非线性离散系统和线性连续系

统进行了相关的迭代学习控制研究.尽管文献 [8]提
出过高相对度多输入多输出系统的迭代学习控制方

法,但其要求的多输入和多输出的个数必须是相同
的,因此有必要将高相对度动态系统的迭代学习控

制推广到更普遍的多输入多输出系统.本文将针对
具有迭代初始误差的高相对度线性多变量离散系

统,提出一种P型的迭代学习控制律,并对其收敛性
进行研究,得到收敛的充要条件.

2 基基基于于于高高高相相相对对对度度度线线线性性性离离离散散散系系系统统统的的的迭迭迭代代代学学学

习习习控控控制制制算算算法法法(Iterative learning control algo-
rithm based on linear discrete systems with
high relative degree)
考虑如下重复运动的多输入多输出线性离散系

统: {
xk(t + 1) = Axk(t) + Buk(t),
yk(t) = Cxk(t),

(1)

其中: 时间变量 t = 0, 1, 2, · · · , N , xk(t) ∈ Rn,
uk(t) ∈ Rl和yk(t) ∈ Rm分别为系统在第k次重复运

动中的状态向量、输入向量和输出向量, A ∈ Rn×n,
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B =




B1

B2

...
Bn


 ∈ R

n×l, Bi = [Bi,1 Bi,2 · · · Bi,l],

C =




C1

C2

...
Cm


 ∈ R

m×n, Ci = [Ci,1 Ci,2 · · · Ci,n].

在系统(1)的迭代学习控制过程中,设其期望输出为
yd(t) = [yd,1(t) · · · yd,m(t)]T = Cxd(t) ∈ Rm, 对应
的期望状态为xd(t),输出误差为ek(t)=yd(t)−yk(t).

定定定义义义 1[9] 对于线性多变量离散系统(1),如果其
系统Markov参数满足




h0 = 0,

hi = CjA
i−1B = 0, 1 6 i 6 pj − 1,

hpj
= CjA

pj−1B 6= 0,

1 6 j 6 m,

则称系统(1)的相对度为p = (p1, · · · , pm).

推推推论论论 1 如果线性多变量离散系统(1)的相对度
为p = (p1, · · · , pm),则{

yk,j(t + i) = CjA
ixk(t), 0 6 i 6 pj − 1,

yk,j(t + pj) = CjA
pjxk(t) + CjA

pj−1Buk(t),

其中yk,j(t)代表yk(t)的第j个分量.

此推论可由系统相对度的定义直接得到.

高相对度线性离散系统(1)的迭代学习控制是一
个复杂的二维运动过程, 由于系统运动在有限的离
散时间点上,本文将应用文献 [10]的方法,通过将二
维的迭代学习控制过程转化为一维的离散系统,来
研究高相对度系统(1)的迭代学习控制,为此,本文提
出并证明下面的定理.

定定定理理理 1 对于相对度为p = (p1, p2, · · · , pm)的
线性多变量离散系统(1),设其迭代初始状态xk(0)满
足xk(0) = x0(k = 0, 1, 2, · · ·),令

ek(t) = [ek,1(t) ek,2(t) · · · ek,m(t)]T,

选取迭代学习控制律

uk+1(t) = uk(t) + Γek(t + p). (2)

其中ek(t + p) = [ek,1(t + p1) · · · ek,m(t + pm)]T,则
lim

k→∞
ek(t) = 0(t = 1, 2 · · ·N)的充要条件为ρ(G) =

ρ(I −BΓQ) < 1,其中Q =




C1A
p1−1

C2A
p2−1

...
CmApm−1


 .

证证证 令{
∆uk(t) = uk+1(t)− uk(t),

∆x∗k(t) = xd(t)− xk(t),
(3)

则由式(2)得

∆uk(t) = Γek(t + p) =

Γek(t + 1 + p− 1). (4)

由系统(1)的表达式,易得

xk(t) = Atxk(0)+At−1Buk(0)+At−2Buk(1)+

· · ·+ ABuk(t− 2) + Buk(t− 1). (5)

根据定理1中初始条件xk(0) = x0和式(3)–(5), 可得
如下关系式:

∆x∗k+1(t) = xd(t)− xk+1(t) =

∆x∗k(t)− (xk+1(t)− xk(t)) =

∆x∗k(t)−At−1B∆uk(0)−At−2B∆uk(1)−
· · · −AB∆uk(t− 2)−B∆uk(t− 1). (6)

根据式(2)(4)(6),可进一步得



∆x∗k+1(1) = ∆x∗k(1)−B∆uk(0) =

∆x∗k(1)−BΓek(1 + p− 1),

∆x∗k+1(2) =

∆x∗k(2)−AB∆uk(0)−B∆uk(1) =

∆x∗k(2)−ABek(1 + p− 1)−
BΓek(2 + p− 1),

...

∆x∗k+1(N) =

∆x∗k(N)− (xk+1(N)− xk(N)) =

∆x∗k(N)−AN−1B∆uk(0)−
AN−2B∆uk(1)− · · ·−
AB∆uk(N − 2)−B∆uk(N − 1) =

∆x∗k(N)−AN−1BΓek(1 + p− 1)−
AN−2BΓek(2 + p− 1)− · · ·−
ABΓek(N−1+p−1)−BΓek(N+p−1).

(7)

根据推论1,得

ek(t + p− 1) =


ek,1(t+p1−1)
ek,2(t+p2−1)

...
ek,m(t+pm−1)


=




C1A
p1−1

C2A
p2−1

...
CmApm−1


(xd(t)−xk(t)),

则ek(t + p− 1) = Q∆x∗k(t),根据该式和式(3),式(7)
进一步可化简成

∆x∗k+1(1) = ∆x∗k(1)−BΓQ∆x∗k(1) =

(I −BΓQ)∆x∗k(1), (8)

∆x∗k+1(2) =

∆x∗k(2)−ABQ∆x∗k(1)−BΓQ∆x∗k(2) =

(I −BΓQ)∆x∗k(2)−ABQ∆x∗k(1), (9)
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...

∆x∗k+1(N) =

(I −BΓQ)∆x∗k(N)−AN−1BΓQ∆x∗k(1)−
AN−2BΓQ∆x∗k(2)−· · ·−ABΓQ∆x∗k(N−1). (10)

由式(8)–(10)可以看出, ∆x∗k+1(t)(t = 1, 2, · · · ,

N)可以由∆x∗k(1), ∆x∗k(2), ∆x∗k(3), · · · ,∆x∗k(t)线
性表示, 且∆x∗k(t)系数矩阵为I − BΓQ, 令G =
I −BΓQ,

Ek = [∆x∗Tk (1) ∆x∗Tk (2) · · · ∆x∗Tk (N)]T,

则将以上式(8)–(10)合并,可得到以下形式的方程:

Ek+1 = Φ · Ek, (11)

其中: Φ =




G 0 0 · · · 0
∗ G 0 · · · 0
∗ ∗ G · · · 0
...

...
...

. . .
...

∗ ∗ ∗ · · · G



为N × N的分块矩阵,

下三角矩阵Φ中的符号∗表示块元素. 式(11)实际上
构成了关于k的一维线性离散系统,由一维线性离散
系统稳定性理论可知Ek(k → ∞)收敛到零,当且仅
当矩阵Φ的所有特征值在单位圆内,即ρ(G)= ρ(I−
BΓQ) < 1.由 lim

k→+∞
Ek = 0,得

lim
k→∞

∆xk
∗(t) = lim

k→∞
(xd(t)− xk(t)) = 0,

lim
k→∞

ek(t) = lim
k→∞

C(t)∆xk
∗(t) = 0,

其中t = 1, 2, · · · , N . 定理1得证. 证毕.

3 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation study)
为了验证上面定理的结果,本文对以下的线性离

散系统进行仿真实验:



xk(t + 1) =


−0.0558−0.9966 0.0802 0.0415
0.5980 −0.1150−0.0318 0
−3.0500 0.3880 −0.4650 0

0 0.0805 1 0


xk(t)+




0.0729 −0.0001
−4.7500 1.2300
1.5300 10.6300

0 0


uk(t),

yk(t) =

[
y

(1)
k (t)

y
(2)
k (t)

]
=

[
0 1 0 0
0 0 0 1

]
xk(t),

(12)

式中: xk(0)=[0.1 0.012 0.1 0.07]T, u0(t)=[0 0]T,
其中t = 0, 1, 2, · · · , 97, 易知系统(12)的相对度为p

= (1, 2),设其迭代学习控制的期望输出为

yd(t) =

[
y

(1)
d (t)

y
(2)
d (t)

]
=

[
0.0208sin(0.01πt)

0.00016t2(1− 0.01t)

]
,

t = 0, 1, 2, · · · , 97. 系统的迭代初始误差

ek(0) =

[
0.012
0.07

]
.

对系统(12)应用迭代学习控制律(2), 并取Γ =[
0.00000001 0.012

0.0019 0.001

]
,容易验证定理1的条件ρ(G) =

ρ(I −BΓQ) < 1成立. 笔者用下面的跟踪误差平方
和指标来表征迭代学习控制的跟踪精度:

EE(1) =
97∑

t=1

[y(1)
d (t)− y

(1)
k (t)]2,

EE(2) =
97∑

t=1

[y(2)
d (t)− y

(2)
k (t)]2.

图1和图2分别显示了应用迭代学习控制律(2)不
同次数后, 系统输出分量y

(1)
k (t), y

(2)
k (t)跟踪期望轨

迹分量y
(1)
d (t), y

(2)
d (t)的情况. 图3和图4则分别显示

了跟踪误差指标EE(1)和EE(2)随迭代次数的变化

情况. 图1–4的仿真结果表明本文针对高相对度线性
多变量离散系统提出的P型迭代学习控制律具有良
好的收敛特性.

图 1 迭代学习控制律(2)被执行不同的迭代次数时,输出
轨迹y

(1)
k (t)跟踪期望轨迹y

(1)
d (t)的情况

Fig. 1 Tracking performance of the ILC system output y
(1)
k (t)

to y
(1)
d (t) at different iteration numbers using the

proposed ILC rule (2)

图 2 迭代学习控制律(2)被执行不同的迭代次数时,输出
轨迹y

(2)
k (t)跟踪期望轨迹y

(2)
d (t)的情况

Fig. 2 Tracking performance of the ILC system output y
(2)
k (t)

to y
(2)
d (t) at different iteration numbers using the

proposed ILC rule (2)
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图 3 跟踪误差指标EE(1)随迭代次数的变化情况

Fig. 3 Tracking performance of the ILC system error index
EE(1) at different iteration numbers using the

proposed ILC rule (2)

图 4 跟踪误差指标EE(2)随迭代次数的变化情况

Fig. 4 Tracking performance of the ILC system error index
EE(2) at different iteration numbers using the

proposed ILC rule (2)

4 结结结束束束语语语(Conclusions)
迭代学习控制本质上是一个二维运动的过程,被

控系统的高相对度为这种二维过程的设计增添了更

高的复杂性. 本研究充分利用了离散系统迭代学习
控制在有限个时间点上的重复运动特性, 将高相对
度线性多变量离散系统的二维迭代学习控制过程表

述为一维的线性离散系统,从而利用一维线性离散
系统的稳定性定理证明了所提出的P型学习控制律
的收敛性, 仿真结果验证了这种学习控制算法的有

效性. 值得一提的是: 本文给出的P型学习控制律允
许系统固定迭代初始误差的存在, 且给出的收敛条
件是充分必要的.
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