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摘要:在数字控制系统的分析与设计中,零动态是一个被广泛关注的重要概念,近年来取得了诸多新的理论与方
法进展.本文首先描述了离散时间系统零动态理论的研究背景和研究意义,同时简要介绍了离散时间系统零动态理
论所涉及到的3个相关问题,如:信号的采样与重建、连续时间系统的等价离散时间系统模型以及在离散连续时间
系统过程中所需要的工具(q算子和δ算子). 其次,立足现有文献,针对离散零动态的特点,从线性离散时间系统和非
线性离散时间系统两个方面全面而深入地介绍了近年来离散零动态研究工作的进展.最后分析了零动态在数字控
制系统分析与设计中的局限性以及出现的挑战性课题,并指明未来工作的研究方向.
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Abstract: Zero dynamics has been broadly concerned in the analysis and design of digital control systems, about which
a number of novel methods and algorithms have been developed recently. We give a description about the research back-
ground and the significance of the zero dynamics theory for discrete-time systems, and briefly introduce several related
issues of the discrete system zero dynamics theory, such as the signal sampling and reconstruction, discrete-time modeling
of continuous-time systems, as well as the tools for discretization, i.e. q-operator and δ-operator. According to the current
literature, we categorize comprehensively the current development of the discretization zero dynamics in linear and nonlin-
ear discrete-time systems. Finally, restrictions and challenging problems of zero dynamics in computer-controlled systems
are put forward to readers, showing the future research directions in this field.
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1 引引引言言言(Introduction)
在控制系统分析与设计中,零动态是一个极其重

要的概念. 它与高增益反馈、状态反馈、稳定交互控
制、输出调节、无源性等有密切的联系[1]. 而随着计算
机技术的迅速发展,目前所有的控制系统实际上都是
基于计算机控制来实现的. 也就是说,所有的现代控
制系统都是计算机控制系统.计算机控制系统中既含
有连续时间信号,也含有离散时间信号(采样信号),通
常称这类系统为离散时间系统(采样数据模型). 目前
对于离散时间系统的分析与设计已经成为国际控制

论界持续的研究热点之一[2–3]. 而离散时间系统的零
动态作为衡量离散时间系统稳定性和精确性等内在

特性的重要指标,得到了众多的理论和应用工作者的
极大兴趣和关注,被广泛应用于敏感度和鲁棒性[4–6]、

反馈控制系统中的跟踪特性和逆系统[7–10]、模型匹配

系统和模型参考自适应控制器[11–13]等领域.

纵观离散时间系统零动态的研究历程,可以将其
分为两个阶段: 第1个阶段为线性系统零动态的研究
阶段,这个阶段的零动态也被称为零点. 它反映内部
变量与输入输出的耦合关系,在控制系统分析与设计
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中起着非常重要的作用. 此外,由于采样过程影响零
动态的稳定性,使得零动态在数字控制系统设计与分
析中的作用进一步增强. 因此自1984年著名的控制论
学者Åström等[14]关于线性离散时间系统零动态奠基

性的研究以来,研究者围绕不同的信号保持器下线性
离散零动态的特性问题,面向单输入单输出(single-
input single-output, SISO)系统,时间延迟系统和多输
入多输出(multi-input multi-output, MIMO)系统展开
了广泛而持续的研究,取得了丰硕的研究成果.另一
方面,物理系统本质上就是非线性的,且一切控制系
统都是一定程度上的非线性系统,线性系统只是为了
数学处理上的简化而导出的一种理想化的模型. 这就
导致了第2阶段的研究:非线性系统零动态的研究阶
段. 对于非线性系统,研究者初步探讨了非线性系统
的离散零动态,并且惊奇的发现能保持与线性系统相
类似的结果[15]. 但是由于系统的非线性,对非线性系
统离散零动态的研究显得更为困难和复杂. 因此将线
性离散时间系统零动态研究的注意力转到非线性系

统零动态就是一个自然和必要的要求[16–17].

零动态的稳定性与采样控制系统的控制性能,以
及采样控制器的设计都有密切的联系,因此不稳定零
动态系统的控制问题是控制系统设计与分析中的主

要挑战之一.不稳定零动态的存在限制了控制系统可
能达到的控制性能,也导致很难构建一些控制系统.
此外在前馈补偿控制中,要求被控系统具有一个与自
身相逆的系统作为补偿控制器,即要求对象必须具有
稳定的零动态. 另一方面,当一个连续时间系统经采
样开关和保持器离散化后,连续时间系统的零动态和
离散时间系统的零动态之间的关系变得非常复杂,即
使原连续时间系统是最小相位的,相应的离散时间系
统仍将呈现非最小相位特性,其原因就在于离散后的
控制系统存在不稳定零动态(采样零动态),这也说明
零动态的稳定性在采样过程中不一定能得到保存.

为帮助人们对离散时间系统零动态的研究成果、

研究现状及其发展趋势的全面了解,本文将对关于离
散时间系统零动态的研究工作和研究成果予以回顾,
并在此基础上对未来研究工作的方向进行若干讨论,
以加深人们对离散时间系统零动态的理解,更好地推
进零动态性质的研究工作,从而促进离散时间系统零
动态稳定性理论自身的发展和在实际工程中的应用.

2 理理理论论论基基基础础础(Preliminaries)
离散时间控制系统包含信号的采样和保持两个过

程,即对连续时间信号的采样离散化和对采样数据信
号重建为连续时间信号.另外在数字控制中,信号重
建装置是必不可少的,而不同的信号重建装置将影响
零动态的位置.因此针对基于不同信号重建装置形式
的离散时间系统零动态稳定性的研究正逐渐引起关

注. 本节将对几类信号重建装置和离散时间系统模型
进行介绍.

2.1 信信信号号号的的的采采采样样样与与与重重重建建建(Signal sampling and recon-
struction)
数字计算机已经成为现代工业控制系统不可缺少

的重要组成部分. 目前所有的现代控制系统实际上都
是基于计算机控制的离散时间系统.离散时间系统可
以用图1来简要描述,它通常由采样开关、信号保持器
和连续时间系统组成. 在数字控制系统中,每个采样
周期对模拟信号采样一次,而对控制对象施加控制信
号时,需要再把采样信号转换成连续信号,即存在信
号的采样与重建过程. 采样开关将连续时间信号
y(t)转换成发生在采样瞬时t = kT (k = 1, 2, · · · )的
脉冲序列y(kT ),其中T为采样周期.数据保持电路则
将离散时间序列u(kT )重建为连续信号u(t).

图 1 离散时间系统结构

Fig. 1 Discrete-time system configuration

在离散时间控制中,信号的重建装置是必不可少
的. 常用的控制器分为单率采样信号保持器和多率采
样信号保持器. 单率采样信号保持器通常假定系统各
处的采样器和保持器都在同一瞬间同时采样或保持,
例如零阶保持器(zero-order hold, ZOH)[14, 18–27]、一阶

保持器(first-order hold, FOH)[28]和分数阶保持器(fra-
ctional-order hold, FROH)[29];而多率采样信号保持器
则是指数字控制系统内各个采样器或保持器以不同

的采样周期进行采样或保持的保持器,例如广义
采样保持函数(generalized sampled-data hold function,
GSHF)[30–31]、non-ZOH[32]和多率输入保持器(multi-
rate-input hold)[33–34].

2.1.1 单单单率率率采采采样样样信信信号号号保保保持持持器器器(Single-rate sampled
signal and hold)

ZOH, FOH和FROH是单率采样信号保持器,同
时ZOH和FOH也可以被看作是FROH的特殊情形.
FROH[29]称为分数阶保持器;也可以看作对FOH的扩
展,称为广义一阶保持器. 其输出可以被描述为

u(t) = u(kT )+β[
u(kT )− u(k − 1)T

T
](t− kT ),

kT 6 t < (k + 1)T, k = 1, 2, · · · , (1)

其中β是比例因子. 显然,当FROH的比例因子分别
为β = 0和β = 1时,则可以分别退化为ZOH和FOH.
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因此通过对比例因子的选择, ZOH和FOH可以被看作
是FROH的特殊情形. 即ZOH[14]和FOH[28]的输出可

分别描述为

u(t)=u(kT ), kT 6 t<(k + 1)T, k=1, 2, · · · , (2)

u(t) = u(kT ) +
u(kT )− u(k − 1)T

T
(t− kT ),

kT 6 t < (k + 1)T, k = 1, 2, · · · , (3)

其中ZOH是最常用和最简单的保持器,它就是将kT

时刻的采样值u(kT )一直保持到下一个采样时刻
(k + 1)T .

同理,它们的传递函数也类似, ZOH和FOH都可
以被看作是FROH的比例因子分别为β = 0和β = 1
时的特殊情形,其中FROH的传递函数可表示为

Gβ(s) = (1− βe−Ts)
1− e−Ts

s
+

β

Ts2
(1− e−Ts)2.

(4)

当β = 0时,则有ZOH的传递函数可表示为

G0(s) =
1− e−Ts

s
. (5)

当β = 1时,则FOH的传递函数可表示为

G1(s) =
1− e−Ts

s
(1 +

1
Ts

)(1− e−Ts). (6)

注注注 1 由于利用电子元件精确实现FROH是非常困难

的,因此利用ZOH近似地实现FROH就成为了一种方便并可

实施的解决方案,这种保持器称之为近似分数阶保持器

(approximated FROH, AFROH)[35–36]. 其基本思想就是利用

ZOH在每个采样区间内产生N个阶梯波形来近似FROH的输

出. AFROH的输出表达式和传递函数表达式可参看文献[35],

FOH, FROH和AFROH的输出如图2所示.

图 2 FOH, FROH和AFROH的输出
Fig. 2 Output of the FOH, FROH and AFROH with N = 2

and β = −0.5

2.1.2 多多多率率率采采采样样样信信信号号号保保保持持持器器器(Multirate sampled sig-
nal and hold)

GSHF[30]的基本思想是依靠保持函数对系统的输

出进行周期性采样并产生控制信号. GSHF可被定义
为离散时间系统控制输入u(kT )到连续时间系统的控
制输入u(t)映射,即

u(t) = h(t− kT )u(kT ), (7)

其中h(t)为任意保持函数. 由于h(t)通常是由指数函
数和正弦函数构成的,在实际应用中要确定这个函数
非常困难.因此一种分段线性GSHF(piecewise cons-
tant GSHF, PC GSHF)[31]

h(t) =





α1, t ∈ [0,
T

N
),

α2, t ∈ [
T

N
,
2T

N
),

...

αN , t ∈ [
(N − 1)T

N
, T ),

(8)

获得了广泛关注. 它将采样周期进行规则的划分,划
分后的每个分段区间就如同应用ZOH作为采样保持
器, PC GSHF又被称为non-ZOH[32],多率输入保持
器[33–34]. ZOH和PC GSHF的脉冲响应如图3所示.

图 3 ZOH和PC GSHF脉冲响应图

Fig. 3 Pulse response of a ZOH and a PC GSHF

此外,从PC GSHF的多重输出(图4)可以看出,每
一个采样周期T都被分成N个子区间,每个子区间长

度为D =
T

N
,控制系统在每个子区间[kT, D)输入可

表示为

u(kT + D) = uj(kT ),
(j − 1)T

N
6 D <

jT

N
. (9)

图 4 PC GSHF的多重输出

Fig. 4 Multiplicity output of a PC GSHF

从式(8)–(9)可以进一步得到

uj(kT ) = αju(kT ), j = 1, · · · , N. (10)

由式(9)–(10)可知: 当N = 1或α1 = α2 = · · · =
αN时, PC GSHF就是ZOH.此外当N足够大时, PC
GSHF可以任意接近GSHF的形式.

2.2 连连连续续续时时时间间间系系系统统统的的的离离离散散散时时时间间间系系系统统统模模模型型型(Discrete-
time models of continuous-time systems)
由于本文关注的是离散时间系统零动态特性,而

离散时间系统是通过采样保持装置对相应的连续时

间系统进行离散化而得到的. 因此,应用不同的信号
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重建装置,相应的连续时间系统将获得不同的离散时
间模型.

本文所考虑的线性SISO系统是一个能控能观测的
正有理线性时不变系统,其状态空间模型和传递函数
可描述如下:

SC :

{
ẋxx = Axxx(t) + bbbu(t),

y(t) = cxcxcx(t),
(11a)

G(s) = c(sI −A)−1bbb (11b)

A ∈ Rn×n, bbb ∈ Rn×1, ccc ∈ R1×n,

其中: u(t)和y(t)分别为输入和输出标量, xxx(t)为状
态向量.

而本文所考察的n阶线性MIMO系统将局限于一
个能控能观测的m输入m输出n阶线性时不变可逆系

统,其状态空间模型和传递函数可表示为

SCM :

{
ẋxx = Axxx(t) + Buuu(t),

yyy(t) = Cxxx(t),
(12a)

G(s) = C(sI −A)−1B, (12b)

A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rm×n,

xxx(t) ∈ Rn, uuu(t), yyy(t) ∈ Rm,

其中: uuu(t), yyy(t)和xxx(t)分别为输入向量、输出向量和
状态向量.

2.2.1 FROH等等等价价价模模模型型型(FROH equivalent models)
因为ZOH和FOH是FROH的特例,因此对ZOH等

价模型和FOH等价模型的描述可以通过描述FROH等
价模型来导出.

SISO系统(11)的FROH等价离散时间系统模型
为[37]

SDFR :

{
xxx((k + 1)T ) = Fxxx(kT ) + Ψu(kT ),

y(kT ) = Ωxxx(kT ),
(13)

其中: xxx = [x(kT ) u((k− 1)T )]T ∈ Rn+1,矩阵F, Ψ

和Ω分别为

F =

[
Φ βΛ

000 0

]
, Ψ =

[
Γ − βΛ

1

]
, Ω = [ccc 0],

Φ = eAT , Γ =
w T

0
eAτbbbdτ, (14)

其中Λ = −
w T

0
(1− τ

T
)eAτbbbdτ ,而000表示所含元素都

为零的n行向量.

MIMO系统(12)的FROH等价离散时间系统模型
为[38]

SDMFR :

{
xxx((k + 1)T ) = Fxxx(kT ) + Ψuuu(kT ),

yyy(kT ) = Ωxxx(kT ),

(15)

其中: xxx = [xxx(kT ) uuu((k− 1)T )]T ∈ Rn+m, uuu(kT ) ∈
Rm, yyy(kT ) ∈ Rm,矩阵F, Ψ, Ω分别为

F =

[
Φ βΛ

000m×n 000m

]
, Ψ =

[
Γ−βΛ

Im

]
, Ω=[C 000m],

Φ = eAT , Γ =
w T

0
eAτBdτ (16)

其中Λ = −
w T

0
(1− τ

T
)eAτBdτ .

在系统(13)和(15),当参数β = 0时,分别可得到
ZOH等价SISO离散时间系统模型[14]和MIMO离散时
间系统模型[39]:

SDZ :

{
xxx((k + 1)T ) = Φxxx(kT ) + Γu(kT ),

y(kT ) = cxcxcx(kT ),
(17)

SDMZ :

{
xxx((k + 1)T ) = Φxxx(kT ) + Γuuu(kT ),

yyy(kT ) = Cxxx(kT ),
(18)

而当参数β = 1时,可得到FOH等价SISO离散时间系
统模型[28]:

SDF :





[
xxx((k + 1)T )

u(kT )

]
=

[
Φ Γ−Γ1

000 0

][
xxx(kT )

u((k − 1)T )

]
+

[
Γ1

1

]
u(kT ),

y(kT ) = [ccc 0]

[
xxx(kT )

u((k − 1)T )

]
,

(19)

其中

Γ1 =
w T

0
(2− τ

T
)eAτbbb dτ. (20)

注注注 2 当采用AFROH作为采样保持装置,可获得类似

于FROH的离散时间系统模型[35].

注注注 3 在保持离散时间系统零动态的稳定性方面,由

于FOH不能够提供比ZOH, FROH和PC GSHF更好的性

能[28, 33, 37],因此仅针对SISO系统,讨论FOH条件下的零动态

稳定性问题.

2.2.2 PC GSHF等等等 价价价 模模模 型型型(PC GSHF equivalent
models)

SISO系统(11)的PC GSHF等价离散时间系统模型
为[33]

SDG :

{
xxx((k + 1)T ) = Φxxx(kT ) + ΓGu(kT ),

y(kT ) = cxcxcx(kT ),
(21)

其中:

ΓG =
N∑

j=1

Γjαj, Γj =
w (1− j−1

N )T

(1− j
N )T

eAtbbb dt, (22)

j = 1, 2, · · · , N.
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MIMO系统(12)的PC GSHF等价离散时间系统模
型为[40]

SDMG :

{
xxx((k+1)T ) = Φxxx(kT )+ΓGuuu(kT ),

yyy(kT ) = Cxxx(kT ),
(23)

其中:

ΓG =
N∑

j=1

Γjαj, Γj =
w j

N T

j−1
N T

eAtBdt, (24)

j = 1, 2, · · · , N.

注注注 4 当N = 1或α1 = α2 = · · · = αN 时, ZOH等价
模型就是PC GSHF等价模型的一个特例,并且

ΓG ≡ Γ =
NP

j=1
Γj .

注注注 5 非线性连续时间系统同线性连续时间系统类似,

也有在不同重建信号条件下的离散时间模型. 但由于非线性

的复杂性和特殊性,一般无法像线性系统那样获得精确的离

散时间系统模型,仅可能获得近似离散时间系统模型. 目前

对于非线性近似离散时间系统模型的研究也仅限于一些初步

的描述,还缺乏对其系统和全面的刻画与研究,尤其对于非线

性MIMO系统近似离散时间模型的研究(可参看第4部分).

2.3 q算算算子子子和和和δ算算算子子子(q-operator and δ-operator)
微分算子运算法是解线性常微分方程的有力工具,

对于由常系数线性差分方程所描述的系统,亦可以建
立一种类似的算子运算方法. q算子和δ算子在连续时

间系统及其相应的离散时间系统的联系中扮演着重

要的角色,并且δ算子与q算子之间可以相互转化[15]:

δ =
q − 1

T
⇐⇒ γ =

z − 1
T

, (25)

其中: z和γ分别为q域和δ域上涉及的复变量, T为采

样周期. q算子也被称为正向平移算子,即qf(k) =
f(k + 1). q算子具有单位范数,这说明q算子比微分

算子的计算简单,因为微分算子是无界算子. 与正向
平移算子相反的算子称为后向平移算子或延迟算子,
记作q−1,即q−1f(k) = f(k − 1). 大部分的学者在研
究离散时间系统零动态的时候,都是采用传统的q算

子作为研究工具. 此外,关于利用δ算子来研究零动态

稳定的问题也是学者们广泛关注的课题之一[41–42].
δ算子是另外一种采样连续时间系统的方法,它可以
克服q算子在采样频率增加和采样周期很小时的扰动

问题,更加趋近于原来的连续时间模型. 在计算机控
制系统中,一般希望采样频率越高越好(即T → 0),离
散时间系统越逼近连续系统的动态特性. 但在利用
q算子处理离散时间模型时,最小相位连续系统的离
散时间模型会变成具有不稳定零动态的非最小相位

连续系统,而且计算机字长有限, q算子迭代可能引起

较大的舍入误差并带来极限环振荡等问题. δ算子现

已被广泛地用于系统辨识、鲁棒控制和随机系统等众

多领域[42–43].

3 线线线性性性离离离散散散时时时间间间系系系统统统的的的零零零动动动态态态(Zero dynami-
cs of linear discrete-time systems)
线性离散时间系统分为SISO系统和MIMO系统.

其中SISO系统是MIMO系统的特例,因此对离散时间
系统零动态的研究工作都是从SISO系统开始的. 在
SISO系统中,传递函数G(s)分母的最高次数与分子
的最高次数之差称之为相对阶数(relative degree)或
极点盈数(pole excess),它在SISO离散时间系统零动
态特性的研究中扮演着非常重要的角色.与SISO系统
相比,由于MIMO系统存在子系统、输入和输出间的
耦合等复杂性,对MIMO离散时间系统零动态特性的
研究显得更为困难和复杂. 对MIMO离散时间系统,
学者们用系统矩阵的无限初等因子次数来表征MIMO
离散时间系统零动态的特性[44],它与单变量系统的相
对阶数有密切联系.另一方面,极点和零动态包含了
线性控制系统的基本特性. 极点反映系统的内部耦合
和自治特性,而零动态反映内部变量与输入输出的耦
合关系.

3.1 线线线性性性离离离散散散零零零动动动态态态的的的定定定义义义(Definition of linear
discretization zero dynamics)

对于SISO有限维系统,其零动态能够方便地从脉
冲传递函数的分子多项式中得到. 由于MIMO系统的
零动态可定义为系统零动态(system zero dynamics)、
传递零动态(transmission zero dynamics)和不变零动
态(invariant zero dynamics)等多种形式,尽管其定义
上有些偏差和不确切,但是关于MIMO系统零动态的
所有定义都被看作是SISO系统零动态的扩展[45]. 进
一步,对于一个可逆的、能控能观的正方系统,系统零
动态、不变零动态以及传递零动态的定义是一致

的[46–47]. 因此对于MIMO系统,在假设条件(能控能
观、严格正有理线性时不变系统)下,系统零动态、传
递零动态和不变零动态这3类零动态统称为系统SCM

的零动态. 系统SC(式(11))和SCM(式(12))的零动态都
是det N(s)的 根,其 中N(s)为SC(SCM)的 系 统 矩
阵[48]. 对系统(11)–(12)分别进行采样保持,即可得到
相应的离散时间系统.对足够小的T ,离散时间系统
SD(SDM)的零动态与连续时间系统SC(SCM)的零动
态有相同的特性[39, 48]. 因此, SD(SDM)的零动态同样
可以表示为det Nd(z)的根,其中Nd(z)为相应的
SD(SDM)的系统矩阵[48].

3.2 真真真性性性零零零动动动态态态和和和采采采样样样零零零动动动态态态(Intrinsic zero
dynamics and sampling zero dynamics)

离散时间系统零动态由真性零动态和采样零动态

两部分组成,真性零动态与连续时间系统的零动态相
对应,是在采样过程中从连续时间系统保留下来的;
而采样零动态则是在采样过程中新产生的. 这也正是
导致离散时间系统和连续时间系统零动态个数不同
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的重要原因,并且采样零动态通常与原来的连续时间
系统零动态之间没有任何明确的联系,因此采样零动
态是研究者们研究和关注的重点. 基于上述原因,对
零动态,尤其是采样零动态的性质进行分析是非常有
必要的.

连续时间系统零动态与真性零动态的关系可以

由Hagiwara定理来描述[28]. 设s = γ ∈ C是G(s)的一
个µ重零动态, S是一个只含有Γ的单连通边界域,其
它零动态不在域内和边界上,则一定存在T0s(> 0),
使得对每个T满足0 < T < T0s, HZ(z)有µ个零动态

在域

exp(ST ) = {exp(sT )|s ∈ S}. (26)

Hagiwara定理描述了离散化后的真性零动态与相
应连续时间系统零动态之间的关系,这个关系将这两
种零动态以更精确的方式对应起来,推广了文献[14]
的相应结果.另外从Hagiwara定理可以有如下结论:
如果离散时间系统零动态组成的集合都与原来连续

时间系统的零动态相对应,则这个集合一定是真性零
动态的集合.在这样的集合中,如果连续时间系统的
零动态是稳定的,则相应离散时间系统的零动态也是
稳定的.

因零动态的研究重点主要是关注采样后新产生的

零动态,故采样零动态是离散时间系统零动态研究的
重点. 采样零动态有重要的性质[28]: 设G(s)的相对阶
数为2,则HZ(z)有一个采样零动态在T → 0时趋近
于z = −1,如果

∑
[pole of G(s)] <

∑
[zero of G(s)], (27)

则采样零动态从稳定区域趋近于z = −1,反之采样零
动态从不稳定区域趋近于z = −1.

从采样零动态的性质可以看出:当连续时间系统
传递函数G(s)的相对阶数为2时,离散时间系统有一
个采样零动态位于单位圆上,因此这个采样零动态是
渐近稳定的. 如果要对该单位圆上采样零动态的稳定
性进行研究,就必须对采样零动态的渐近性质进行详
细探讨,分析该采样零动态以何种方式趋近于−1.

3.3 采采采样样样保保保持持持器器器和和和线线线性性性离离离散散散零零零动动动态态态(Sample-and-
hold and linear discretization zero dynamics)
在离散时间系统中,信号的重建装置是必不可少

的. 然而由于不同的信号重建装置将影响零动态的位
置,因此对基于不同信号保持器形式的离散时间系统
零动态渐近性质和稳定性质的研究得到了广泛关注.

3.3.1 ZOH条条条件件件下下下的的的离离离散散散零零零动动动态态态(Discretization
zero dynamics with ZOH)

关于离散时间系统零动态的奠基性研究是由著名

的控制论学者Åström等[14]于1984年作出的. 这个结
果又被称为Åström定理,它描述了SISO系统在ZOH

条件下零动态的渐近特性. 假定G(s)是一个严格正有
理传递函数,并且有如下表述形式:

G(s) = K
(s− z1)(s− z2) · · · (s− zm)
(s− p1)(s− p2) · · · (s− pn)

, (28)

其中: n > m,并且K 6= 0. 当采样周期T → 0时,在
ZOH条件下,对应的离散时间传递函数HZ(z)有n− 1
个零动态,其中m个零动态趋向于1,其余的n−m−1
个零动态趋近于多项式Bn−m(z)的根. HZ(z)表述为

K
T n−m

(n−m)!
(z − 1)mBn−m(z)

(z − 1)n
, (29)

其中Bp(z)(p = n−m > 1)定义为

Bp(z) = bp1z
p−1 + bp2z

p−2 + · · ·+ bpp, (30)

bpk =
k∑

l=1

(−1)k−llp

(
p + 1
k − l

)
, k=1, · · ·, p. (31)

从Åström定理可知零动态包括两个部分: 一部分
与连续时间系统零动态相对应,趋近于1;而另一部分
则是在采样过程中新增加的,由相应连续时间系统的
相对阶数或极点盈数决定,并收敛到特定多项式
Bn−m(30)的根. Hagiwara[49]将前一部分零动态称为

真性零动态,而将后一部分零动态称为采样零动态.
其中采样零动态是离散时间系统零动态研究的重点,
这也是连续时间系统零动态个数与离散时间系统零

动态个数的不同之处.

多项式Bn−m(z)被称为回归多项式[28],或Euler-
Frobenius多项式[50]. 多项式Bn−m(z)的系数bpk按照

bp1 = bpp, (32)
bpk = kb(p−1)k + (p− k + 1)b(p−1)(k−1), (33)
k = 2, · · · , p− 1

的形式递归计算求得. 根据式(30)的计算结果可知:
当n−m>2时,离散时间系统的传递函数(29)至少有
一个不稳定的采样零动态存在. 虽然文献[14, 28, 50]
在定义和形式上对多项式Bn−m(z)的描述有所不同,
但可得出相同的结论.

在前人工作的基础上,人们对线性SISO离散时间
系统的零动态又有了新的研究成果.

其一, Hagiwara[20]提出采用泰勒幂级数展开来讨

论离散时间系统的零动态问题.当γ是连续时间系统

的单一零动态时,对于离散时间系统的真性零动态
Γ (T )可以用泰勒幂级数展开为

Γ (T )=1 + γ(T ) + η(T 2) + ξ(T 3) + O(T 4), (34)

然后用γ来表示η和ξ,则可得到零动态的只含γ的表

达式

Γ (T ) = 1 + γ(T ) +
γ2

2
(T 2) +

(
γ3

6
+

γcb

12Ġ(γ)
)(T 3) + O(T 4), (35)
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再应用式(35)可以得到Γ (T )新的稳定条件.此外,
Hagiwara[20]还指出对于多重零动态也有类似的结论.
利用泰勒幂级数展开这种方法来推导零动态的渐近

性质和稳定条件在离散零动态的研究中是一种常用

的数学方法,这种方法现被许多研究者所使用.

其二,不同于Hagiwara的研究方法,波兰学者
Blachuta[21]对离散时间系统零动态又作了进一步的研

究,改进了Åström定理. 通过明确零动态渐近性质的
精确性,给出了连续时间系统在T → 0极限条件下新
的研究结果,这个结果也被称为脉冲传递函数的零动
态特性定理(简称Blachuta定理). Blachuta定理主要是
给出了两类零动态的解析式,它可以用来表示采样周
期非常小时真实零动态与采样周期趋近于零时渐近

零动态的不同,而且它是关于T的幂级数形式,且它的
阶数与连续时间系统相对阶数有关;同时Blachuta的
结果还可以用Bernoulli数、连续时间系统的传递函数
的零动态和极点来表示,这在零动态的研究中是一种
新的思路和方法. 另外从Blachuta的研究结果还可以
看出,当采样周期趋近于零的时候,采样零动态都是
实数,与连续时间系统零动态和极点无关;但对于真
性零动态,如果连续时间系统零动态和极点都是复数,
则真性零动态也是复数.

注注注 6 Blachuta定理的构造形式和证明思路都很独特,

是通过引进Bernoulli数来研究和讨论零动态的特征,并且它

的结果具有很好的研究价值,对此可以有进一步的思考和启

发. 此外,关于ZOH下脉冲传递函数的零动态特性定理[21],

类似地可推广到FOH[51]和FROH[52]这两种条件下.

其三, 2010年, Ishitobi等[53]结合Hagiwara[20]和

Blachuta[21]的研究成果,推导出了相对阶为1和2时关
于零动态新的渐近结果. Ishitobi等首先用类似非线性
系统的标准形(normal form)[54–55]来表示线性连续时

间系统,然后通过泰勒幂级数近似展开,再利用Z变换

来研究相应的离散时间系统,并通过多项式矩阵理论
来导出新的关于零动态的渐近条件. Ishitobi等在Bla-
chuta研究成果的基础上,进一步提高了零动态渐近性
质的精度,扩大了零动态的应用范围. Liang等[56]通过

提高泰勒幂级数展开式的精度,而进一步推广了
Ishitobi等的研究成果.

注注注 7 用标准形来研究离散时间系统的零动态问题是

一种有效的研究思路,它可以克服传统方法中需要构造多项

式分块矩阵来分析和讨论离散时间系统零动态的限制.

SISO系统可看做是MIMO系统的一个特例,因此
将离散时间系统零动态研究的注意力转移到MIMO
系统是一个自然和必然的要求. 对多变量离散时间系
统零动态最初的探索来自于Hayakawa等的研究工作.
在文献[39]中, Hayakawa等讨论了MIMO系统在ZOH
条件下零动态的渐近特性,证明了Åström等[14]得出

的SISO系统的结果可以推广到最大最小无限初等因
子次数之差小于2的正方系统.如果连续时间系统SC

有r个零动态且最大最小无限初等因子次数之差小

于2,即µ1 = · · · = µm−k = µ和µm−k+1 = · · · = µm

= µ+1(1 6 k 6 m),则离散时间系统SDMZ有n−m

个零动态, n−m个零动态中有r个零动态位于z = 1,
其余的n−m− r个零动态是多项式

Bk
µ(z)Bm−k

µ+1 (z) = 0 (36)

的根.其中

Bi(z) =

∣∣∣∣∣
eNi − zIi

w k

0
eNiτbidτ

Ci 0

∣∣∣∣∣ . (37)

上述结果又被称为Hayakawa定理,这是对多变量
系统零动态最早的研究工作. Hayakawa等在研究零动
态问题上所采用的构造多项式分块矩阵的方法被后

来的研究者广泛采用. 从Hayakawa定理可知,对于无
限初等因子次数均为2且所有零动态稳定的连续时间
系统,相应的离散时间系统的零动态是稳定的,并且
离散时间系统的零动态均为真性零动态;而对于无限
初等因子次数由2和3组成的连续时间系统,则相应的
离散时间系统的零动态位于单位圆上.

Hayakawa定理给出了多变量系统零动态的渐近
性质,但却没有指出零动态如何趋近于单位圆上. 针
对Hayakawa定理在分析零动态特性上的缺陷,
Ishitobi在文献[57]中讨论了特殊的2输入2输出三阶
系统(µ1 = 2, µ2 = 3),并分析了离散时间系统零动态
在单位圆上的轨迹. 而在文献[58]中, Ishitobi进一步
将文献[57]的结果推广到m输入m输出n阶系统,得
到了关于m输入m输出n阶系统零动态的渐近条件,
这又被称为Ishitobi定理.

在Ishitobi定理的证明中, Ishitobi等首先讨论特殊
的3输入3输出五阶情况(µ1 = µ2 = 2, µ3 = 3),然后
推广到一般的m输入m输出n阶系统情况(µ1 = µ2 =
· · · = µm−1 = 2, µm = 3). 这种从特殊低阶情形推
广到一般高阶情形的讨论方法在零动态问题的研究

中经常被采用.

文献[59–60]则将Ishitobi定理推广到了更一般化
的情形,给出了µ1 = µ2 = · · · = µm−k = 2, µm−k+1

= · · · = µm = 3(0 6 k 6 m − 1)和µ1 = µ2 =
· · · = µm = 3(k = m)这两种更一般情形下关于零动
态的近似公式. 应用该结果可对一类具有传感器和执
行器非对称配置的质量–阻尼–弹簧二阶系统(noncol-
located mass-dashpot-spring second-order system)的零
动态特性进行分析.

从前述关于MIMO系统零动态渐近性质和稳定条
件研究成果的回顾中可以得知: 在MIMO系统零动态
的研究中,大部分学者都是用连续时间系统的无限初
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等因子来分析和讨论零动态问题[39, 58–59],但也可以用
连续时间系统的相对阶来刻画其特征[61]. 在文献[61]
中, Ishitobi等指出只有当连续时间系统全部相对阶都
是小于或等于2时,离散时间系统的零动态才可能保
持稳定;此外, Ishitobi等还给出了在连续时间系统的
全部相对阶为1或2,以及分别为1和2三种情形下,离
散时间系统零动态的渐近性质和稳定条件.

另一方面,无限初等因子与相对阶数有密切的联
系[44]. 对于一个n阶m输入m输出的线性系统,令其
传递函数矩阵G(s)的秩为γ,对于G(s)中不为0的k阶

子式,如果δk是k阶子式中最小的相对阶数,则有

µi = δi − δi−1 + 1, i = 1, · · · , γ, (38)

其中µi是系统矩阵的无限初等因子次数.

注注注 8 从上面的分析可看出: k = 1时的MIMO系统实

际上就是SISO系统,即δ1就是SISO系统的相对阶数p,因此

MIMO系统的无限初等因子次数和SISO系统的相对阶数有

密切关系.

与Hayakawa等的研究工作不同, Weller[62]通过采

用δ算子对另外一类多变量系统的零动态问题进行了

详细研究,同样也论证了文献[14]的结果也可直接用
于解耦MIMO系统[62].

注注注 9 关于Hayakawa等研究的MIMO系统零动态的渐

近性质与Weller研究的解耦MIMO系统零动态的渐近性质之

间的联系,可以展开进一步的讨论.

3.3.2 FROH条条条件件件下下下的的的离离离散散散零零零动动动态态态(Discretization
zero dynamics with FROH)

上述各种针对离散时间系统零动态的研究成果都

是建立在采用ZOH基础上的. 在离散时间控制中,信
号重建装置是必不可少的,而ZOH是最常用和最简单
的保持器. 但在ZOH条件下,不稳定零动态仍然是不
可避免的,因此人们又提出了利用FROH采样来改善
离散时间系统的零动态稳定性问题.

第一, Passion和Antsaklis[29]考虑了在FROH条件
下的离散时间系统零动态稳定性问题,并通过数值例
子表明FROH能在ZOH不能够使零动态保持稳定的
某些条件下保证零动态的稳定性. Ishitobi[37]则给出

了在FROH条件下零动态的渐近条件.当采样周期
T → 0时,当采样保持器为FROH时,对应的FROH离
散时间传递函数HFR(z)有n个零动态,其中m个零动

态趋向于1,其余的n−m个零动态趋向于多项式

Dn−m(z, β)的根. HFR(z)可表述为

K
T n−m

(n−m + 1)!
(z − 1)mDn−m(z, β)

z(z − 1)n
, (39)

其中

Dn−m(z, β) = βBp+1(z) + (p + 1)(z − β)Bpz.

(40)

在式(39)–(40)的基础上, Ishitobi进一步指出:在
FROH条件下,相应离散时间系统零动态的稳定性依
赖于参数β,同时还推导出保证零动态稳定的条件,并
证明了FROH可以确保一大类具有相对阶数为2的连
续时间系统的离散时间模型是逆稳定的. 在文献
[37]的基础上, Bárcena等[63]提出了新的FROH条件下
零动态稳定条件,并通过数值仿真指出:对于FROH,
总存在负的β值,使其能获得比ZOH和FOH更稳定的
零动态. 这个条件比文献[37]给出的零动态稳定条件
适用范围更大,应用价值更广,而多项式Dn−m(z, β)
也有类似Bn−m(z)的性质:

a) 对任意的相对阶p = n−m, Dp(z, β)的所有
根都是实值单根,其中(p− 1)个根位于负实轴,另外
一个位于区间(0, 1).

b) 对任意的相对阶p = n−m, Dp(z, β)的第k

个根位于Bp(z)的第k个根和Bp+1(z)的第k个根之间.
即: 如果ξ1, ξ2, · · · , ξp−1是Bp(z)的根, η1, η2, · · · , ηp

是Bp+1(z)的根, ζ1(β), ζ2(β), · · · , ζp(β)是Dp(z, β)
的根,则对任意的β > 0,有

η1 < ζ1(β) < ξ1 < η2 < ζ2(β) < ξ2 < η3 < · · · <
ηp−1 < ζp−1(β) < ξp−1 < ηp < 0 < ζp(β) < 1.

(41)

第二,由于利用电子元件精确实现FROH是非常
困难的,因此Ishitobi等[35] 提出了一种基于ZOH的
FROH近似实现形式—–AFROH,研究的结果表明了
AFROH与FROH在连续时间系统离散化过程中具有
同样的作用. AFROH作为FROH在实际设计过程中易
实现的版本,也有类似式(39)–(40)的渐近性质,参看
文献[35].

第三,在FROH条件下的线性SISO离散零动态的
研究也可以推广到线性MIMO离散时间系统.在µ1 =
µ2 = · · · = µm−k = 2, µm−k+1 = · · · = µm = 3
(k = 1, · · · ,m)条件下,文献[38]给出了在FROH条
件下关于零动态的渐近条件:

(z − 1)n−m−k × {(3 + β)z2 + (3 + β)z − 2β}k×
{(2 + β)z − β}m−k = 0. (42)

对于式(42),可通过相应的判据获得在FROH条件
下MIMO离散时间系统零动态的稳定条件,并且从稳
定条件可以看出: FROH条件下MIMO离散时间系统
零动态的稳定条件由参数β唯一决定. 相似地,在
AFROH条件下,也可以建立类似式(42)的MIMO离散
时间系统零动态的渐近表达式,并导出相应的稳定条
件[38].

注注注 10 在文献[64]中, Liang等还对µ1 = µ2 = · · · =
µm−k = µ, µm−k+1 = · · · = µm = µ + 1(k = 1, · · · , m, µ

> 3)的情形,分析了关于FROH的MIMO离散时间系统零动
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态的稳定性,得出对于充分小的采样周期,至少有一个零动态

会位于单位圆外.

注注注 11 从前面的分析可以看出: FROH条件下的零动

态比ZOH条件下的零动态具有更稳定的性质,其最主要的原

因在于FROH可以通过参数β来调节零动态的稳定性.

在使用FROH代替ZOH进行零动态稳定性研究的
过程中,研究者还对另外一类采样保持器FOH进行了
研究, FOH还可以看作是FROH的特例 (β = 1). 在
Åström定理的研究基础之上, Hagiwara等[28]最先讨

论了在FOH下零动态的渐近性质,对应的FOH离散时
间传递函数HF(z)有n个零动态,其中m个零动态趋

向于1,其余的n−m个零动态趋向于多项式Cn−m(z)
的根. HF(z)可表述为

K
T n−m

(n−m + 1)!
(z − 1)mCn−m(z)

z(z − 1)n
, (43)

其中

Cn−m(z) = Bn−m+1(z) + (n−m + 1)×
(z − 1)Bn−m(z). (44)

从式(44)可以看出: Bn−m(z)和Cn−m(z)这两个
多项式有密切的联系, Hagiwara等在文献[28]中详细
分析了这两类多项式的联系,通过数值例子指出当
n−m > 1时,从式(44)可以看出在FOH条件下,离散
时间系统一定会有不稳定的零动态. 对Bn−m(z)和
Cn−m(z), Hagiwara等通过数值例子(p的取值直到50)
给出了3个猜想:

a) 对任意的相对阶p = n−m, Bp(z)的所有根
都是负实值单根,并且

η1 < ξ1 < η2 < ξ2 < · · · < ηp−1 < ξp−1 < ηp < 0,

(45)

其中: ξ1, ξ2, · · · , ξp−1是Bn−m(z)的根,而η1, η2, · · · ,

ηp是Bn−m+1(z)的根.

b) 对任意的相对阶p = n−m, Cp(z)的所有根
都是实值单根,并且

η1 < ζ1 < ξ1 < η2 < ζ2 < ξ2 < · · · <
ηp−1 < ζp−1 < ξp−1 < ηp < 0 < ζp < 1, (46)

其中ζ1, ζ2, · · · , ζp是Cn−m(z)的根.

c) 当p → 0时, Cp(z)的最大根趋近于z =
1
e

,此

时e是自然对数的基底.

Hagiwara等在文献[28]中指出,从猜想b)可看出
Cn−m(z)的根(除了最大根)比Bn−m(z)的根更远离原
点,因此在ZOH条件下的离散零动态比在FOH下的离
散零动态具有更好的稳定性质. 另外,对合适的ζi(i =
1, · · · , p), a)蕴含b). Weller等[50]对猜想a)和c)给予了
理论证明.

注注注 12 在FOH条件下也可以用Hagiwara定理来描述

真性零动态和相应连续时间系统零动态的关系,参看文献

[28].

通过Hagiwara等[28]的研究表明: 在零动态的稳定
性方面, FOH不能提供比ZOH更好的性能.由于FOH
在零动态稳定性方面的贫乏性能,导致FOH并不是研
究者关注的重点和热点.

3.3.3 GSHF条条条件件件下下下的的的离离离散散散零零零动动动态态态(Discretization
zero dynamics with GSHF)

尽管与ZOH相比, FROH在零动态的稳定性方面
有更多的优越性,然而对于实际工程应用中普遍存在
的相对阶数大于2的系统在快速采样情形下,不稳定
离散化零动态问题仍不可避免[65]. 为此,人们又进一
步提出了基于多率采样的信号重建装置—–GSHF.
Kabamba[30]率先提出用GSHF,通过选择合适的参数,
GSHF可达到任意配置采样系统零动态的目的,可以
完全避免不稳定离散化零动态问题.但由于GSHF通
常是由一些指数和正弦函数组成,实际中很难选取合
适的设计参数, Chan[32]提出用PC GSHF来研究离散
时间系统的零动态问题,这也克服了GSHF在选择设
计参数等问题的实际困难,同时Chan还指出当控制输
入划分的次数N大于或等于系统的阶数n时可保证相

应的离散时间系统零动态稳定. Liang等[33]从实际的

观点出发,进一步指出N只要大于或等于系统的相对

阶数p就能保证零动态稳定,实现了在一个采样周期
内减少控制输入的次数N来保证零动态的稳定性,这
更加有利于数字控制器的设计,并降低了数字控制器
的设计难度.

此外, Liang等还导出了在PC GSHF下零动态的渐
近性质. 当采样周期T → 0时,对应的GSHF离散时间
传递函数HG(z)有n− 1个零动态,其中m个零动态

以eziT趋向于1,其余的n−m− 1个零动态趋向于多
项式En−m(z)的根. HG(z)可表述为

K
T n−m

(n−m)!
(z − 1)mEn−m(z, α)

(z − 1)n
, (47)

其中:

Ep(z, α) = epz
p−1 + ep−1z

p−2 + · · ·+ e1, (48)

p = n−m为相对阶数.

系数ep为参数αN的线性组合,即ep = WPNαN .
其中: WPN是p×N的关系矩阵,它是由Λ1j = 1−
(j − 1)/N和Λ2j =1−j/N组成.当N > p时, WPN的

维数为p,而当N < p时, WPN的维数小于p. 由于证
明的复杂性,文献[33, 64]仅对p 6 6的情形给予了理
论证明,同时指出当p > 6时,可用相似的方法处理.

Yuz等[66]也得到了在PC GSHF下的渐近表达式,
Liang等的研究成果与Yuz等的结果之间有类似的关
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系,可以进行进一步的探讨. 另一方面, Yuz等还通过
数值例子对在PC GSHF条件下离散时间系统零动态
的稳定性和鲁棒性等问题进行了分析.

在ZOH和FROH条件下,当MIMO系统的任意一
个无限初等因子µi > 3(i = 1, · · · ,m)时,相应的
MIMO离散时间系统的零动态至少有一个会位于单位
圆外[58–60, 67]. 因此在SISO系统中即使相对阶大于2仍
可有效避免不稳定采样零动态的PC GSHF就引起了
学者们的高度关注. 在µ1 = µ2 = · · · = µm−k = 2,
µm−k+1 = · · · = µm = 3(k = 1, · · · ,m)的条件下,
Liang等[40]得到了在PC GSHF条件下关于零动态的渐
近条件:

(z − 1)n−m−k × {c2
N(α)z−c2

N(α)+2c1
N(α)}k =0,

(49)

其中

ck
N(α) =

N∑
j=1

{( j

N
)k − (

j − 1
N

)k}αj. (50)

对于式(49),可通过讨论N的取值,相应地获得PC
GSHF条件下MIMO离散时间系统零动态的稳定条
件[40]. 从稳定条件可知PC GSHF条件下的MIMO离
散零动态稳定性由参数αj决定.

注注注 13 对于无限初等因子为

µ1 = µ2 = · · · = µm−k = µ,

µm−k+1 = · · · = µm = µ + 1(k = 1, · · · , m, µ > 3)

的情形,在PC GSHF条件下MIMO离散时间系统零动态的稳

定性是一个值得进一步研究的工作.

注注注 14 在零动态渐近性质和稳定性的研究中,研究者

都遵循从ZOH到FOH,再到FROH,最后到PC GSHF的方法,

这种思路在零动态研究过程中是一种重要的研究思路.

3.4 时时时间间间延延延迟迟迟系系系统统统的的的离离离散散散零零零动动动态态态(Zero dynamics
of discrete-time systems with time delay)
实际上的系统往往都含有时间延迟的情况,

Åström等在文献[14]就对包含时间延迟的系统作了开
创性研究,提出了时间延迟系统的表达形式

G(s, τ) = G(s)e−τs, (51)

其中τ为时间延迟. Åström等还通过数值例子分析了
在时间延迟情况下的离散时间系统零动态的分布情

形. Hara等在文献[27]中得到在ZOH下时间延迟离散
时间系统零动态的渐近特性. Ishitobi等[68]进一步推

广了在ZOH条件下时间延迟离散时间系统零动态的
性质. Liang等[69]对在FROH和AFROH条件下时间延
迟离散时间系统零动态的渐近特性进行了研究,并给
出了相应的稳定条件.此外,在PC GSHF条件下,文献
[70]对时间延迟情况进行了初步探讨,得到了相关研
究成果.

3.5 零零零动动动态态态的的的稳稳稳定定定性性性(Stability of zero dynamics)
不稳定零动态的存在限制了控制系统可能达到的

控制性能,比如:敏感度、鲁棒性以及反馈控制系统中
的跟踪特性等;同时也很难构建一些控制系统,如逆
系统、鲁棒控制器、模型匹配系统和模型参考自适应

控制器等[71–72]. 此外在前馈补偿控制中,要求被控系
统具有一个与自身相逆的系统作为补偿控制器,即要
求对象必须具有稳定的零动态. 在控制技术层面,许
多控制系统的设计与分析途径很多都基于零极点对

消技术,然而当系统中存在不稳定零动态时,零极点
对消技术将无法直接应用,自适应控制中的很多算法
均属于这种情形,因此不稳定零动态系统的控制问题
是控制系统设计与分析中的一个主要挑战.

如果一个连续时间系统零动态位于左半平面,那
么就是稳定的,反之不稳定. 而一个离散时间系统零
动态位于单位圆内,那么它也是稳定的,反之不稳
定[14, 39, 71].

当一个连续时间系统经采样开关和保持器离散化

后,由于连续时间系统极点ps和离散时间系统极点

pz之间存在一个简单的对应关系,即ps → epzT , T为

采样周期.因此稳定极点ps总是被映射到单位圆内,
保证了系统的稳定性;然而对于零动态,连续时间系
统零动态与其对应的离散时间系统零动态之间却不

存在这样简单的对应关系,即稳定的零动态并不总是
被映射到单位圆内,零动态的稳定性不一定能得到保
存. 比如,对于一个相对阶数大于2的连续时间线性系
统,即使其零动态是稳定的,在快速采样和ZOH条件
下,相应离散时间系统仍将呈现非最小相位特性[14].

因此,人们期望像极点一样有明确的公式来描述
连续时间零动态和离散时间零动态之间的映射关系,
或者至少是一种近似的描述. 由于离散时间系统零动
态是采样周期T的函数,推导出这种描述关系是相当
困难的,只有在某些特殊情况下,如T → 0或T →∞,
才有可能对零动态特性作出近似描述. 从控制工程的
观点出发,足够小的T是人们所期望和关心的,因此
在T → 0的极限条件下,有关离散时间系统零动态特
性的问题吸引了学者们广泛的关注. Åström定理实质
上是给出了T → 0极限条件下零动态的一般表达式.
在此基础上, Fu等[26]对离散零动态稳定的条件进行了

研究,得出保证系统全部零动态稳定的充分条件.
Ishitobi[25]则进一步给出了保证离散时间系统零动态

稳定的充分必要条件.需要强调的是,零动态的渐近
性质虽然分析了两类零动态(真性零动态和采样零动
态)的基本性质,但相对阶数(极点盈数)与这两类零动
态,尤其是采样零动态稳定性的联系却不清楚.比如
在文献[14]中, Åström等得到了零动态的渐近性质,
但却没有分析零动态的稳定性. Hagiwara等在文献
[28]中给出了在ZOH和FOH下零动态的稳定条件:当
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p = 1时,只要G(s)的所有零动态稳定,则HZ(z)和
HF(z)的所有零动态稳定;当p = 2时,只有G(s)的所
有零动态稳定并且满足式(27),则HZ(z)的所有零动
态稳定,而对于HF(z),只要p>2,则总存在不稳定的
零动态;当p >3时,则HZ(z)总存在不稳定的零动态.
此外,文献[37]还给出了当连续时间系统的相对阶数
直到5以内, FROH条件下相应离散时间系统零动态的
稳定条件:当p=1时,只要G(s)的所有零动态稳定且

−1 6 β, (52)

则HFR(z)的所有零动态稳定;当p = 2时,如果G(s)
的所有零动态稳定并且

−1 < β 6 0, (53)

则HFR(z)的所有零动态稳定;当p = 3, 4, 5时,则
HFR(z)至少存在一个不稳定的零动态.

注注注 15 Ishitobi在文献[37]中指出:虽然数值例子可以

揭示在p > 6时, HFR(z)也至少存在一个不稳定的零动态,但

由于为高次方程,且含有参数β,很难给予理论证明. 此外,

AFROH作为FROH在实际中易实现的版本, Ishitobi等[35]也

给出了在AFROH条件下零动态的稳定条件.

对于在PC GSHF采样条件下的离散时间系统零动
态, Liang等[33, 64]给出了在PC GSHF条件下,当p = 2,
N = 2和p = 3, N = 3时这两种情形零动态的稳定
条件.在PC GSHF条件下,由于可通过选择式(48)中
的设计参数来任意配置离散时间系统零动态,因此在
保持零动态的稳定性方面PC GSHF比ZOH和FROH
具有更好的优越性,现已被广泛地用于控制系统设计
的研究中[73–75]. 另一方面,当p和N的取值为其他情

形时,也可以类似地得到其相应的稳定条件,但计算
过程则相对比较复杂[76].

注注注 16 对时间延迟系统, FROH和PC GSHF同样能在

ZOH不能使零动态稳定的某些条件下保证零动态的稳定

性[69–70].

而对于MIMO系统, Hayakawa定理虽然给出了多
变量系统零动态的渐近性质,但却没有涉及采样零动
态的稳定性问题.针对Hayakawa定理在分析采样零动
态稳定特性上的缺陷, Ishitobi在文献[58]中给出了
MIMO系统在ZOH条件下离散零动态的稳定条件.
对于无限初等因子次数为µ1 = · · · = µm−1 = 2和
µm = 3的SC,如果SC的n−m− 1个零动态稳定,且

(lT12CA2Br12)(lT12CABr12) < 0, (54)

其中: l12和r12分别是m×m维非奇异矩阵L1 =
[L11 l12]和R1 =[R11 r12]的最后一列列矢量, L1和R1

满足关系

LT
1 CBR1 =

(
Im−1 0
0T 0

)
, (55)

则对足够小的T , SDMZ的零动态是稳定的.

对于在FROH和GSHF条件下的线性MIMO离散
时间系统,也有其相应的离散零动态稳定条件.通过
式(42)和式(49)可以分别得到在FROH和GSHF条件
下的线性MIMO离散时间系统零动态的稳定条件.在
FROH条件下,零动态的稳定条件主要由参数β来决

定;而在GSHF条件下,零动态的稳定条件则由参数
αj(j = 1, · · · ,m)来决定. 从前面的讨论可以看出:
MIMO离散时间系统零动态的稳定条件一般是通过对
其渐近性质的分析来讨论得到的. 且FROH和GSHF
条件下的零动态稳定条件都和其相应的参数有关.

3.6 线线线性性性离离离散散散零零零动动动态态态在在在控控控制制制系系系统统统中中中的的的应应应用用用(Linear
discretization zero dynamics in the application
of the control systems)
最后需要注意的是,由于零动态在数字控制系统

设计与分析中的重要地位,因此有关零动态的研究成
果有着广泛的应用价值.研究者通过对线性SISO系统
和MIMO系统的详细研究,推广了相应的结果,同时
对线性离散零动态的研究促进了许多控制问题的解

决[46].

在ZOH条件下, Ishitobi等成功地用于一类大型宇
宙空间构造物线性模型姿态控制问题的分析[67],这类
问题现已成为学者们研究的热点之一[77–78]. 由于在
零动态的稳定性方面, FROH有着比ZOH更好的性能,
通过对参数β的选择,可以将零动态应用于火箭姿态
控制方面,这方面的应用也表明在采用ZOH时会产生
不稳定零动态,而使用FROH可以使零动态全部稳
定[37]. 同时,西班牙控制论学者De la sen等通过对
FROH条件下离散时间系统的详细研究,提出了新的
零动态稳定条件,改进了文献[37]的结果,并通过实验
指出:对于FROH,总存在负的β值,使其能获得比
ZOH和FOH更稳定的零动态[63]. 在文献[63]工作的
基础上, Bàrcena等进一步讨论了使用FROH对二阶硬
盘读写头控制模型进行信号重建,通过基于零极点配
置的数字控制方法验证了FROH能够达到理想的控制
目标[79]. 同时Rubio等在铣削刀具模型上也尝试使
用FROH,通过选择采用FROH中合适的参数可以增
强闭环铣削刀具模型的稳定性,提高自适应控制效
能[80–84]. 对于GSHF,现也被广泛地用于控制系统设
计的研究中[85–86],比如消除纹波和配置自适应算法
等.

采样控制理论的另一个核心问题是采样控制器的

设计,关于线性采样数据控制系统已经展开了大量研
究[87],而非线性采样控制系统往往也采用线性化原理
来处理. 由于线性系统可以得到它的显式精确离散时
间模型,且线性系统的精确离散时间模型也是线性的,
因此线性采样系统控制器设计可能具备良好的控制
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性能.另一方面,非最小相位系统中存在右半平面零
动态,使系统的阶跃响应出现负调,这就对工业控制
造成很大影响.而在离散后的控制系统中,不稳定的
零动态存在较为普遍,这使得系统往往呈现非最小相
位特性,因此通过避免不稳定零动态来进行采样控制
器设计就显得非常重要.

4 非非非线线线性性性离离离散散散时时时间间间系系系统统统的的的零零零动动动态态态(Zero dyna-
mics of nonlinear discrete-time systems)
由于一切控制系统都是一定程度上的非线性系统,

线性系统只是为了数学处理上的简化而导出的一种

理想化的模型,因此物理系统在本质上都是非线性的.
对于非线性系统,人们期望非线性系统也能保持与线
性系统相类似的结果[88]. 因此将线性系统离散时间零
动态研究的注意力转移到非线性系统离散零动态问

题的研究就是一个自然和必然的要求.

4.1 非非非线线线性性性离离离散散散零零零动动动态态态的的的定定定义义义(Definition of
nonlinear discretization zero dynamics)
在SISO线性系统中,相对阶p为传递函数中的极

点数和零动态数之差. 特别地,相对阶p严格小于系统

阶数n的线性系统在它的传递函数中有零动态. 相反
地,如果p = n,传递函数就没有零动态. 因此对p严格

小于n的一个非线性系统,尽管没有传递函数和极点
的定义,但可观性仍是一个有明确定义的概念,因此
对于输入–输出线性化反馈导致的不可观动态使得线
性系统中零动态的概念可推广到非线性系统中[54–55].

因非线性的复杂性和独特性,一般用标准形来探
讨非线性系统问题.考虑一类n阶SISO仿射非线性系
统(p 6 n):

{
ẋ = f(x) + g(x)u,

y = h(x),
(56)

如果满足:

i) LgL
k
fh(x) = 0, k < p− 1;

ii) LgL
p−1
f h(x) 6= 0,

则称p为系统(56)的相对阶[54–55],其中Lg和Lf为李导

数. 对于式(56),通过局部坐标变换化为标准形[54–55]:



ζ̇ =

(
0p−1 Ip−1

0 0T
p−1

)
ζ+

(
0p−1

1

)
(b(ζ, η) + a(ζ, η)u),

η̇ = c(ζ, η),

y = z1,

(57)

ζ =




z1

...
zp


 , η =




zp+1

...
zn


 , (58)

z =

(
ζ

η

)
, c =




cp+1(ζ, η)
...

cn(ζ, η)


 , (59)

其中p为相对阶.

标准形这种形式可以把系统分解为外部ζ和内

部η两部分,通过状态反馈控制使外部ζ线性化,而该
控制使内部η为不可观测的. 内部动态特性由η̇ =
c(ζ, η)描述,由输出恒等于0可知ζ ≡ 0. 因此可以将
线性系统零动态的概念推广到非线性系统.当输入和
初始条件已经选择为约束输出恒为零时,此时对应的
描述系统内部行为的动态特性称之为系统的零动态,
并且系统的零动态方程[54–55]为

η̇ = c(0, η). (60)

此外,非线性系统的零动态由相对阶来刻画其特征.

注注注 17 对MIMO非线性系统,也有类似标准形、相对

阶和零动态的概念[54–55].

考虑一类n阶m输入m输出仿射MIMO非线性系
统(pi 6 n):




ẋ = f(x) +
m∑

i=1

gi(x)ui,

y1 = h1(x),
...

ym = hm(x),

(61)

如果满足:

i) Lgj
Lk

fhi(x)=0,对所有1 6 j 6m, k<pi− 1,

1 6 i 6 m;

ii) m×m阶矩阵

A(x)=




Lg1L
p1−1
f h1(x) · · · Lgm

Lp1−1
f h1(x)

Lg1L
p2−1
f h2(x) · · · Lgm

Lp2−1
f h2(x)

...
...

...
Lg1L

pm−1
f hm(x) · · · Lgm

Lpm−1
f hm(x)




(62)

非奇异,则称p1, · · · , pm为系统(61)的相对阶[54–55].

对于系统(61),可通过局部坐标变换化为标准
形[54–55]:




ξ̇ =

(
0 Ipi−1

0 0T

)
ξi +

(
0

1

)
×

(bi(ξ, η) +
m∑

j=1

aij(ξ, η)uj),

η̇ = q(ξ, η),

yi = ξi
1, i = 1, · · · ,m,

(63)

ξ=




ξ1

...
ξm


 , ξi =




ξi
1

...
ξi

pi


 , i=1, · · · ,m, (64)
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η =




ηp+1

...
ηn


 , q =




qp+1(ξ, η)
...

qn(ξ, η)


 . (65)

相似地,该系统的零动态方程为

η̇(t) = q(0, η(t)). (66)

当y(t) = 0时,式(66)的动态特性对应于描述系统
“内部”行为的动态特性.

注注注 18 在线性系统中,也可用标准形来表示系统.此

时也可定义线性系统的零动态方程: η̇ = A0η,其中A0的特

征值是传递函数的零动态. 因此可通过标准形来探讨线性系

统的零动态问题[53, 61].

注注注 19 因为非线性的内部特性为一个动态系统,因此

用零动态来表示其内部行为可更形象表示其动态性. 而在线

性系统中,零动态是线性动态,其特征值与该系统的传递函数

的零动态相一致[15, 54–55].

其次,类似于线性离散时间系统,非线性离散时间
系统也可以通过信号重建装置来采样得到. 但非线性
系统存在的一个本质性困难是无法像线性系统哪样

获得精确离散时间模型,仅可能获得近似采样模型.
文献[88]对非线性SISO离散时间系统定义了相对阶
和标准形,对于一类非线性SISO离散时间系统{

δxk = F (xk) + G(xk)uk,

yk = H(xk).
(67)

如果满足:

i)
∂yk+l

∂uk

|(xk,uk) = 0, l = 0, · · · , p− 1;

ii)
∂yk+p

∂uk

|(xk,uk) 6= 0,

则称p为系统(67)的相对阶[89].

类似式(57),也有非线性SISO离散时间系统的标
准形为[89]





∂ζk =




0
... Ip−1

0

0 0 · · · 0




ζk+




0
...

0

1



×

(B(zk) + A(zk)uk),

δηk = C(zk),

(68)





zk =

(
ζk

ηk

)
,

ζ = [z1,k z2,k · · · zp,k]T,

ηk = [zp+1,k zp+2,k · · · zn,k]T,

(69)

其中p为相对阶.

在式(68)中,同样可定义离散时间系统的零动态

方程[89]为

δηk = C(0, ηk). (70)

注注注 20 由于非线性的独特性和精度不确定性,以及

MIMO系统存在子系统、输入和输出间的耦合等复杂性,非

线性MIMO离散时间系统的研究目前仅限于一类特定的解耦

多变量系统,还缺乏对其系统和全面的刻画与研究.

4.2 采采采样样样保保保持持持器器器和和和非非非线线线性性性离离离散散散零零零动动动态态态(Sample-and-
hold and nonlinear discretization zero dynamics)
同线性离散时间系统零动态的分析类似,非线性

离散时间系统零动态也是本文关注的重点. 相似地,
零动态也可分为真性零动态和采样零动态,即真性零
动态与连续时间系统零动态相对应,而采样零动态则
是在采样过程中新衍生出来的[15, 90].
对于非线性离散时间系统,人们期望非线性系统

的零动态能保持与线性系统的零动态有类似的结论.
然而,非线性离散时间系统理论的发展远不如非线性
连续时间系统成熟[91],同时缺乏具有较高精确度的非
线性采样系统模型被认为是非线性控制设计的主要

问题之一[92]. 另一方面,在式(68)中,由于近似离散时
间模型精度不高,因此无法导出其相应的离散零动态.
因此,高精度的非线性离散时间系统模型是学者们研
究零动态重要的基础工作. Yuz和Goodwin[15]提出了

一种比Euler近似模型(68)更精确的近似模型(accurate
approximate model,此处简称YG模型):




δζs=




0 1
δ

2
· · · δp−2

(p− 1)!

0 0 1 · · · δp−3

(p− 2)!
...

...
... · · · ...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0




ζs+




δp−1

p!
δp−2

(p− 1)!
...
δ

2
1




×

(b + au),

δηs = c(ζs, ηs).
(71)

该模型的相对阶为1,同时Yuz和Goodwin也证明了该
模型包括新增加的采样零动态,并且这新增加的采样
零动态与线性系统的采样零动态有类似特性.

Ishitobi等[93–94]进一步指出对于某些相对阶为2的
非线性系统,基于YG模型所设计的离散时间模型跟
踪控制器却无法使原始的连续时间受控系统稳定. 其
原因是相对阶为2时, YG模型的采样零动态位于单位
圆上,而比YG模型更精确的近似采样数据模型的采
样零动态是不稳定的. 因此研究零动态稳定性及近似
采样数据模型对非线性离散时间系统的研究有极其

重要的作用.
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此外,对于非线性离散时间系统零动态的发展,文
献[88, 95]对离散零动态进行了初步的刻画和研究,文
献[15]给出了离散零动态的精确特征, Ishitobi等将其
关于非线性SISO系统离散零动态的相关结论推广
至ZOH[93–94, 96]和FROH[97–98]的情形,并分析了相对
阶为p的零动态渐近性质和相对阶为2时的稳定特性
以及保证零动态稳定的条件.此外, Nishi等[90]将非线

性SISO系统的相关结果推广到多变量非线性解耦系
统,给出了相对阶为p时的渐近条件和相应的稳定条

件.在文献[90,93–94,96–98]的研究中, Ishitobi等同样
采用的是从特殊到一般,从ZOH到FROH,从SISO到
MIMO的研究方法. 在文献[93–94]中,对于零动态的
研究只考虑到三阶泰勒展开,文献[96]则推广到n阶

泰勒展开;此外,文献[97–98]将ZOH推广到FROH的
情形;而文献[90]则将研究对象从SISO推广到MIMO.
同时从Ishitobi和Nishi的研究结果显示ZOH和FROH
条件下的非线性离散时间系统零动态可以分别由线

性离散时间系统的特征多项式(30)和(40)来决定,从
而是否能将线性离散零动态的其他若干结论扩展至

非线性离散零动态,这就成为下一步研究的目标.

4.3 非非非线线线性性性离离离散散散零零零动动动态态态和和和采采采样样样控控控制制制器器器 (Nonlinear
discretization zero dynamics and sampled-data
controller)
采样控制器的分析与设计是采样控制系统的核心

问题之一,也是近年来被广泛关注的热点课题之一.
而采样控制器的分析与设计和近似采样数据模型的

精确性密切相关.另一方面,需要引起高度关注的是,
采样零动态稳定性在近似采样数据模型的精确性方

面扮演着重要角色.对于非线性系统,采样控制器设
计方法可分为连续时间设计(continuous-time design,
CTD)、离散时间设计(discrete-time design, DTD)和采
样数据设计(sampled data design, SDD)[99–101]. 其中,
DTD方法在复杂程度上与CTD方法大致相当,小于
SDD方法设计,而在性能上又优于CTD方法,成为数
字控制器设计的主要方法[100]. 但非线性系统的DTD
方法存在的一个本质性困难是无法像线性系统那样

获得精确离散时间模型,仅可能获得近似采样数据模
型[101]. 因此在实际中大部分情况是采用基于近似采
样数据模型的DTD(近似DTD)方法[102–103]. 而近
似DTD方法中最主要的问题是设计出的数字控制器
能否使原始的连续时间受控系统稳定,该问题很大程
度上取决于近似采样数据模型的精确性[102–103]. 因此
围绕这一问题,一些学者从基于近似离散时间模型设
计采样控制器的一般框架以及近似离散时间设计稳

定性的相容性条件等方面探索近似DTD设计的稳定
性问题[100–103];另一方面,采样零动态的稳定性在近
似采样数据模型的精确性方面则扮演着重要的角

色[93–94, 96]. 从而采用近似DTD方法设计的数字控制
器能否镇定原始的连续时间受控系统,取决于其精确
度高的近似采样数据模型的采样零动态稳定性. 通过
上面的分析可以得知采样零动态稳定性与近似DTD
方法设计有密切的联系,因此从近似采样数据模型的
零动态稳定特性来研究近似DTD设计的稳定性问题
可能是一种新的思路和方法.

4.4 非非非线线线性性性离离离散散散时时时间间间系系系统统统零零零动动动态态态的的的挑挑挑战战战和和和困困困难难难

(Challenges and difficulties of zero dynamics of
nonlinear discrete-time systems)
由于零动态在非线性离散时间系统中的重要性,

因此对零动态的研究是广大学者关注的重点之一.但
由于非线性系统的复杂性和独特性,导致非线性离散
时间系统零动态的研究显得更为困难.首先,由于
MIMO系统的复杂性,导致关于非线性MIMO离散时
间系统模型很难导出,目前仅限于一类特定的关于
ZOH条件的解耦多变量系统,还缺乏对ZOH耦合系
统、FROH和GSHF条件多变量离散时间系统模型的
刻画和研究.其次,由于离散化带来的精度不确定性,
使得离散时间系统模型的精度不高,从而导致差的系
统性能,比如零动态的缺乏. 此外,对于提高精度的离
散时间系统模型,由于暂时缺乏有效的方法和技术,
目前还很难导出其相应的离散零动态. 最后,通过零
动态来探索近似DTD设计的稳定性是一个有效的思
路和方法,不过还缺乏其具体的理论基础. 因此,提高
采样数据模型的精度,增强非线性系统零动态的稳定
性,探寻零动态稳定性与近似DTD设计稳定性的联系
等就成为了研究者感兴趣的问题.

5 结结结论论论与与与展展展望望望(Conclusions and prospects)
本文论述了线性离散时间系统零动态和非线性离

散时间系统零动态的含义和意义,并主要归纳了在不
同的采样保持器下线性离散时间系统模型和非线性

离散时间系统模型. 另外,本文还从线性离散时间系
统和非线性离散时间系统两个方面较为全面地综述

了零动态的发展现状,并对零动态渐近性质和保持零
动态稳定的重要研究成果进行了总结. 从这些结论中
可以看出:在研究过程中,研究者始终遵循的是从特
殊到一般的研究方法;研究对象从SISO线性系统
到MIMO线性系统、再到非线性系统;研究过程从特
殊的低阶情形到一般的高阶情形;而采样保持器的选
择则从ZOH到FROH、再到PC GSHF.

虽然目前关于零动态的研究已经取得了一些突破

和成果,但是总体上该领域仍然处于发展阶段,还有
许多工作需要进一步探索和认识,总结以下几个可进
一步发展的研究方向:

1) 通过对线性离散时间系统零动态的研究,研究
者得到了在ZOH, FOH, FROH, AFROH和PC GSHF



第 10期 曾诚等: 离散时间系统零动态的研究现状和未来挑战 1227

等采样条件下若干具有重大意义的成果,推动了线性
离散时间系统零动态的发展.研究表明: PC GSHF等
多率保持器在零动态稳定性上具有比ZOH和FROH更
好的性质,原因是在PC GSHF等多率保持器下,可以
通过参数选择来调整零动态稳定条件,使得零动态保
持稳定. 对于非线性系统,在ZOH和FROH条件下已
经有初步刻画,而在PC GSHF等多率保持器下则依旧
是一个未解决的科学问题.前期富有成效的科学研究
为进一步开展在多率采样保持器下关于非线性系统

零动态稳定性的研究奠定了基础,这类工作将成为一
个新的研究课题.

2) 采样控制器的设计是离散控制理论的核心问
题之一.对线性离散时间系统,已经有相关的研究成
果;而对非线性系统,由于非线性特性,大多采用近
似DTD方法. 而近似DTD方法中最主要的问题是设计
出的数字控制器能否镇定原始的连续时间受控系统,
这在很大程度上取决于近似采样数据模型的采样零

动态稳定性,因此从基于采样零动态稳定性的角度来
研究近似DTD设计的稳定性是一个新的思路和方法.
目前关于这方面的研究已经成为离散控制理论界的

热点之一.

3) 构造多项式分块矩阵是传统的线性系统零动
态的研究方法,这类方法需要构造多个多项式分块矩
阵[38–39, 58–59]. 然而当连续时间系统相对阶数过高时,
则无法构造多项式分块矩阵. 因此, Ishitobi等[53, 61]通

过用标准形来构造线性系统,再使用泰勒展式和Z变

换等工具讨论SISO系统和MIMO系统零动态的稳定
条件.采用标准形这种方法可以克服相对阶过高时无
法构造多项式分块矩阵的限制,因此对于相对阶数高
的SISO系统和MIMO系统,标准形法就成为研究离散
时间系统零动态的一种强有力的处理方法. 现在标准
形法也是研究非线性离散时间系统零动态的一个主

要方法[93–94, 96–98].

4) 自著名的瑞典学者Åström等[14]做了关于离散

时间系统零动态的奠基性研究工作以来,有关离散时
间系统零动态的稳定性问题吸引研究者们进行了广

泛而持久的研究.在零动态的研究中,有关极限分析
法[14, 33, 37]、泰 勒 展 式[20, 53]以 及 多 项 式 矩 阵 理

论[38–39, 58–59]等传统的数学方法是研究者们广泛使用

的工具. 而用根轨迹法等传统图解分析方法来分析零
动态问题是另一种研究思路[23, 63, 104–105],并且该分析
方法可以弥补采用数学方法的不足. 采用数学方法分
析零动态是一种定量分析,但由于离散零动态的复杂
性,因此只能对特定的极限情况加以分析,而使用图
解分析方法分析零动态问题是一种定性分析,可弥补
使用数学方法的不足. 通过图解分析方法来分析零动
态的性质可以丰富零动态知识体系,以便更好地用于
各种实践应用中.

5) 目前研究的系统都是针对确定系统的,而随机
系统也引起了研究者们的广泛关注. 对于随机线性系
统和通过采样后产生的随机采样零动态[106–107],以及
随机非线性系统和采样零动态[108–109]的相关研究已

有初步探索. 由于随机系统具有非常强的不确定性和
随机性,因此对于它的研究也变得异常复杂,关于随
机系统零动态及零动态的研究工作正处于起步阶段.

6) 当前对于离散零动态问题的研究还存在一些
未解决的问题,阻碍了离散零动态的进一步推广,因
此,关于离散零动态的性质分析也是研究者们关注的
重点之一.另外,离散零动态的灵敏度和鲁棒性的分
析[110–112]、相对误差、局部截断误差以及频域的分

析[113–114]、以及样条插值在离散化中的分析与计

算[115–117]等问题是现在广泛关注的热点,对它们的研
究有助于更好地深刻理解离散零动态在控制系统中

的重要作用,进一步推动离散零动态的发展.
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[102] NEŠİĆ D, TEEL A R. Changing supply rates in input-to-state stable
system: the discrete-time case [J]. IEEE Transactions on Automatic
Control, 2001, 46(6): 221 – 240.

[103] NEŠİĆ D, TEEL A R. A framework for stabilization of nonlin-
ear sampled-data systems based on their approximate discrete-time
models [J]. IEEE Transactions on Automatic Control, 2004, 49(7):
1103 – 1122.
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