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摘要：研究一类线性随机系统的满意状态反馈，期望闭环系统同时满足给定的圆形极点与输出方差约束 ．先分 

析这两类约束指标的相容性，利用线性矩阵不等式(L̂缸)方法 ，给出与极点指标相容的输出方差上界(或下界)指标 

的较好取值范围 然后 ．对具有相容极点与输出方差指标的控制问题 ，给出设计理论，特别对输 出方差指标是区间 

的情形提出一种控制设计方法．算倒对所得结果及所提设计方法作了说明． 
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1 引言(Introduction) 

控制领域中有一大类系统，其精度指标可用系 

统的输出方差或其上界形式刻划_l_2j，文献[3，4]推 

广文献[5]提出的协方差配置控制技术，研究了受输 

出方差约束的控制问题．文献【6～8]将描述系统动 

态特性的区域极点指标融^协方差控制，讨论 了具 

有圆形区域极点及状态(或输出)方差约束的控制问 

题．但其中控制设计方法都基于假设某个修正Lya． 

punov方程有正定解 ，这往往导致给定区域极点指标 

后，要求方差上界指标足够大． 

本文对一类随机系统，先分析约束极点指标与 

输出方差指标的相容性，然后对上述两类相容约束 

的控制问题，给出相应的控制设计方法．具体而言， 

先利用 I2~1I方法_9J，导出系统存在状态反馈使极点 

指标得以满足的两个充分必要条件，用 LMIs约束的 

*基金项目；南京理工大学科技发展基金(ASg0~Z)资助项目 

收稿 日期 1999—04一笛；愎修改稿 日期：2O00—04一l7． 

两个极值问题的解，给出系统的、与极点指标相容的 

输出方差上界及下界指标的取值范围．这可为工程 

论证人员设定该项精度指标提供理论依据．因为目 

前工程上往往只是凭经验设定这种指标的取值范 

围．然后对给定圆形极点指标及相容输出方差上界 

指标的控制问题，给出控制设计理论；并对输出方差 

指标是区问的情形提出一种有效设计方法，后者可 

为工程设计人员优化用输出方差表示的精度指标提 

供参考 ． 

2 问题描述(Problem statement) 

考虑如下线性时不变随机系统 (三)： 

f (t)= (￡)+Bu(f)+Dw( )， ⋯ 

【Y(t)= ( ) ⋯ 

的定常状态反馈控制 

( )=C,x(f)． (2) 
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其中 ( )∈ 为状态，u( )∈砬 为控制输入， 

Y(t)C-丑～为被控输出， ( )C- 为零均值、强度 

为 W >0的高斯白噪声，初始状态 x(o)与 ( )不 

相关，G为待定反馈增益阵，使闭环系统满足给定的 

极点与输出方差约束 ．对系统 (三)，作如下假设 

(H【)：(A， )可稳，(A，D)可扰． 

若反馈增益 G使闭环系统(三 )： 

f (r)=(A+BC．)x(f)+Dw(r)， ⋯ 
【Y(t)： Cx(r) ⋯ 

渐近稳定，则其稳态状态协方差 及输出协方差 y 

必分别满足 

(A+BG)X+x(A+BG) +DWD =0，(4) 

Y= CXC ． (5) 

其中 

：：liraX( )=limE{ ( ) (t)T／， (6) 

Y：=liray( )=limEf，( )，·( ) }． (7) 

本文除常用标准符号外，用 F(q，r)表示复平面 

上中心在 一q+jo、半径为r的圆盘(O<r<q)，两同 

维向量的不等式 M ≤ Ⅳ表示对应分量同时成立，而 

对方阵 P，用 diag(P)表示对角元素所成向量． 

定义 1 给定圆盘 F(々，r)及向量 J ，若系统 

(三)存在反馈增益阵 G，使闭环系统(三 1)同时满足 

如下圆形极点与输出方差上界(或下界)约束： 

a)闭环矩阵的极点集 A(A+BG)[F( ，r)； 

b)输出方差矩阵 y满足 

diag(Y)≤0．2(或 diag(Y)≥d )， 

则称输出方差上界(或下界)指标 cr 与极点指标 

F(q，r)相容． 

本文目的：研究与极点指标 F(q，r)相容的输 

出方差上界指标及下界指标 的取值范围，并对输 

出方差指标是上界情形及区间情形的控制问题 ，给 

出控制设计方法． 

3 主要结论(Main results) 

本节先给出系统 (三)存在反馈增益使约束 a) 

得以满足的、用 LMI形式表示的充分必要条件 ，进 

而给出与约束 a)相容的输出方差上界及下界指标 

的取值范围．然后，对具有相容极点指标与方差指标 

的控制问题，给出求取反馈增益的方法． 

引理 lf9』 设有适维矩阵 P，R，S，且 R>0，则 

以下两矩阵不等式等价 

P — SR > o，f 1)o． S R 

l理 2 设方阵 P≥ R≥0，S是任意适维矩 

阵，则 

SPS ≥ S ≥ 0． 

证 显然只需证后一不等式即可．取与 R同维 

矩阵 ：月 =R，则有 SRS ：(sH)(跗 ) ≥0． 

定理 1 存在反馈增益 G使系统(三d)满足约 

束 a)，当且仅当矩阵变量 q，G的以下不等式组 

(A q，+BG)q(A+ql+BG) 一r q<0， 

(8) 

(A+BG)q+q(A+ G) +DIIrD <0， (9) 

有解且 q>0．又若(q，G)是式(8)和式(9)的解且 

q >0，则 G作为反馈增益其相应闭环系统(三d)的 

稳态状态方差阵 必满足关系：X <q． 

证 充分性．假设(q，G)是式(8)和式(9)的解 

且 q>0，固定G，则得 q是式(8)的正定解，从而由离 

散 Lyalx~OV稳定性理论即可推得 (A+ G)的特征 

值位于圆盘 F(q，r)内． 

必要性．设系统(三)存在反馈增益 G使约束 a) 

得以满足，则由离散 Lyapunov稳定性理论可得不等 

式(8)必有正定解．设 q是式(8)的任一正定解，展 

开式(8)，注意到 q>r>0，可得 

(A+BG)q+q(A+ G) <0． 

对充分大的正数 ，必有 同时满足式(8)和式(9)． 

而比较式(4)与式(9)即得定理的最后部分． 

证毕． 

令 s：：C．Q，并利用引理 1，可得定理 1的如下 

LMI形式的等价描述． 

定理 2 系统 (三)存在控制增益 G使约束 a) 

得以满足的充分必要条件是变量 (q，S)的以下 

LMIs 

【Q A+ + ‘A ： 船】 。， 
(1O) 

AQ+oA +嬲 +s +DWD <0 (11) 

有解．又若 (q，S)满足式(1O)和式(11)，则 G：= 

sQ 作为反馈增益必使(三 1)满足约束 a)，且相应 

稳态状态方差阵 必满足：X <q． 

记 

n ={(q，S)：满足式(1O)和式(11)}， 

则 n1是凸集，可用 Madab_L̂ ]求出 nl中相应 

rain{tr(q)}的极小阵 仇，从而diag(仇)可作为约 

束 a)下闭环系统稳态状态方差的较小的上界指标， 

diag(c仉c )则是稳态输出方差的较小上界指标． 

推论 1 设系统(三)满足条件( )，则所有满 
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足 口 >diag(CQLC )的向量 口 作为输出方差上界 

指标都与极点指标 F(q，r)相容． 

证 由 QL的定义，对任意 ￡>0，必有(Q，s) 

∈nl，使得 QL≤Q≤ QL+￡，．从而由引理 2得 

diag(CQC )≤diag(CQLC )+ediag(CC )． 

选取较小正数 ￡可使上式右端小于口 ，再由定理2得 

相应反馈增益 G：=SQ～，使约束 a)被满 足，且 

x<Q，从而输出方差 l，满足 

diag(y)=diag(CXC )<diag(CQC )< ． 

于是可得如下定理，它对具有相容极点和输出 

方差上界指标的控制问题，提供了求取期望反馈增 

益的有效途径． 

定理 3 设条件 (H1)成立，并给定极点和输出 

方差上界指标 a)$11 b)，且 口 >diag(cgLc )，则变 

量(0，s)的以下LMIs 

【Q A+ + B A ! 】c。， 
(12) 

A。+oA + +sTB +DWD <0， (13) 

diag(CQC )≤ 口 (14) 

有解，且由其任一可行解 (Q，S)所构造的反馈增益 G： 

= SQ 必使闭环系统(三 1)同时满足约束 a)和b)． 

又若系统 (三)还满足条件 

(H2)： DWD >0， 

则可得如下定理，其证明与定理 1的类似 ． 

定理 4 假设条件(H．)和( )成立，则 系统 

(三)存在控制增益 G使约束 a)得以满足，当且仅当 

矩阵变量 (Q，G)的以下不等式 

(A+qI+BG)Q(A+qI+Be) 一 <0， (15) 

(A+BG)Q+Q(A+BG) +DWD >0 

(16) 

有解且 Q>0；若(Q，G)是式(15)和式(16)的解， 

且 0 >0，则 G作为反馈增益，其相应闭环(三 1)的 

稳态状态方差阵必满足 X >Q． 

令 s：=CQ，则定理 4可等价地描述如下． 

定理 5 系统(三)存在反馈增益 G使约束 a) 

被满足的充分必要条件是(Q，s)以下 LMIs 

『 一帕 (A+q1)Q+BS1 

【Q(̂+ ) +STBT 一 J‘ ’ 

(17) 

A0+0 +Bs+s B +DWD >0 (18) 

有解；又若 (0，S)是上述不等式组的解，则反馈增 

益 ：=印 必使( )满足约束 a)，且相应稳态状 

态方差阵 满足关系X>Q． 

令 

n2= {(Q，s)：满足式(17)和式(18)}， 

则n2是凸矩阵集，记n2中相应max{tr(Q)j的极大 

阵为 Qu，则可得如下推论． 

推论 2 设系统(三)满足条件(H1)和(H2)，则 

对给定极点指标 F(q，r)，满足 口 <diag(CQ c ) 

的向量 作为输出方差下界指标都与极点指标 

相容． 

某些实际系统往往希望输出方差位于某个区间 

范围内时某项性能更佳【 ，所以下面对输出方差 

以如下区问形式给出的相应反馈控制问题，本文基 

于以上讨论，提出一种可行的控制设计方法． 

b ) P ≤diag(Y)≤口 ， 

其中 口 满足 口 >diag(∞ Lc )． 

步骤 1 找尽可能太的正定阵 Ql，使 Ql>QL且 

diag(CQlCT)≤ 口 ． 

步骤 2 用 Manab_um_l 0_求解受约束(12)， 

(13)及 Q<口l的极值问题max{Ⅱ(Q)j，并记 Q 

步骤 3 再用 Matlab-LMI求解如下约束极值 

rain{tr(P)l：(P，G)满足 

【 ： AA ql Be) Q -． 【( + + 一 ’ J 
一 P<(A+BG)Q++Q (A+BC) +DWD <0， 

(2O) 

P>0， (21) 

其中式(19)是式(8)在 Q=Q 时的等价形式． 

记(P ，G )是相应极小值的矩阵对，则有 

一 P ≤(A+BG+)Q +口 (A+BG )T+DwDT 0， 

f22) 

从而相应增益阵 G。的稳态状态方差矩阵 蒲足 

一 P ≤(A+BG )(口 一x )+(0 一x )(A+BG ≤0， 

(23) 

通过上述处理，可降低drag(x)与diag(a )(从 

而可降低 diag(1，)与 diag(∞  c ))的间隔． 

4 算例(Numerical example) 

设系统 (三)中的系数矩阵如下 

A =[一0 。1 ]，B=[。1。00 0 1 0 1]， =l l l， =l l， L J L J 
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。 

而极点约束区域为 F(q，r)=F(3，2)．可以验证系 

统满足条件(H1)和( )． 

算得nl中相应mill{Ⅱ(a)}的极小阵 为 

彻 。 。1 
= 1 0 0．1003 0 l， l 

0 o o．1003J 

从而所有满足 

>di：=diag(CQLC )=[0．1003，0．1003] 

的 作为输出方差上界指标都与极点指标 F(3，2) 

相容．而n2中相应max{12"(a)}的极大阵 Qu为 

O 

0．4984 

O O 

因而所有满足 

< ：=diag(cpvc )=[0．4984，0．4984] 

的 作为输出方差下界指示都与极点指标 F(3，2) 

相容 

再设 b )类约束 P ≤diag(Y)≤d 中 

= [0．35，0．40]， =[0．4，0．45] 

下面利用所提方法求期望反馈增益．取对角阵 

Q J： 

diag(Q1)=[0．361，0．4,0．45]， 

求得 

『0．3605 0 0] 『0-∞2o 0 0] 

。 l 0。13
。

998

．

o j’P f 0。o jL 0 0 3997J L 0 0’ 0 
． 

c*=
0

0

-

2．2506-1．0000】， l 0。。， 。
．

ol， 
此时 A+县c 的特征值分别为一1．1119，～1．2506， 

一 2，而 diag(Y )=diag( cv)= [O．3998， 

0．4497]．可见 G 是一个期望的状态反馈增益阵． 

5 总结(Conclusion) 

本文利用 13vlI方法，对一类线性随机系统的约 

束状态反馈控制，先研究了稳态输出方差指标与极 

点指标的相容性，给出了与圆形极点指标相容输出 

方差指标的较好取值范围，在此基础上给出了有效 

的控制设计方法，使闭环系统同时满足给定的相容 

极点指标与输出方差上界(或区间)指标．所提控制 

设计方法，可用流行的计算软件，如 Matlab-13dIE 

有教求解． 
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