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摘要:讨论了不确定奇异时滞系统的时滞相关型鲁棒弹性控制器设计问题.在一个关于标称奇异时滞系统的新
的时滞相关型稳定性判据的基础上给出了一种新的有界实引理(BRL: bounded real lemma);基于此给出了时滞相关
型鲁棒弹性控制器存在的充分性条件,最后通过数值算例说明本文结果的有效性.
关键词: 鲁棒弹性控制;奇异系统;时滞相关型;线性矩阵不等式(LMIs)
中图分类号: TP13 文献标识码: A

Delay-dependent robust resilient control for uncertain singular
time-delay systems

GAO Huan-li1, XU Bu-gong1 , QIN Xiao-li2

(1. College of Automation Science and Technology, South China University of Technology,
Guangzhou Guangdong 510640, China;

2. Astronautics School, Beijing Institute of Technology, Beijing 100081, China)

Abstract: The problem of robust resilient control for uncertain singular time-delay systems is discussed. Based on a
new delay-dependent asymptotic stability criterion for normal singular time-delay systems, we obtained a new bounded
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1 引引引言言言(Introduction)
奇异时滞系统, 也称为时滞微分－代数方程或

广义时滞系统,是由矩阵时滞方程和矩阵差分方程
耦合在一起得到的一类方程, 具有许多正常时滞系
统所不具有的性质,如非正则性,解的脉冲性等. 因
而关于奇异时滞系统的分析与综合比正常状态空

间时滞系统要复杂得多. 文献[1,2]各自独立的推导
出了奇异时滞系统正则、无脉冲模且渐近稳定的充

分性条件.但是, 这些结果都是时滞无关型的, 具有
较大的保守性. 文献[3,4]分别就一般的线性奇异时
滞系统给出了其时滞相关型稳定性判据. 本文引
理1给出了一种新型时滞相关型稳定性判据,较之文
献[3,4]具有较小保守性. 近年来, 时滞系统的鲁棒
控制问题成为时滞系统领域的热点课题.奇异时滞
系统的鲁棒控制问题也得以研究[5,6],但该结果是时
滞无关型的,具有较大保守性. 另外,在实际物理过
程中, 由于模型系统中隐含的不确定性, 以及控制
器实施过程中所需要的附加调整等原因使得控制

器增益常存在一定误差, 从而设计弹性控制器,
即允许控制器增益在一定范围内变化, 是很有意义
的. 最近一些研究者给出了一些方法处理弹性控制
器设计问题[7∼9]. 文献[4]给出了一类关于奇异时滞
系统的时滞相关型鲁棒弹性控制.但是该结果基于
文献[4]的稳定性判据. 本文基于较之文献[4]保守性
更小的稳定性判据讨论了不确定奇异时滞系统的鲁

棒弹性控制问题.文中所考虑的控制器增益摄动包
括加性摄动和乘性摄动两种形式. 引理1给出了标称
奇异时滞系统的一种新的时滞相关型稳定性判据,
引理3引入了一种奇异时滞系统的时滞相关型有界
实引理(BRL),并进而给出了鲁棒控制器存在的充分
条件,并利用LMIs和锥补线性化算法给出了控制器
的表达式,最后数值算例显示了结果的有效性.
记号: Cn,τ := C([−τ, 0],Rn)表示由[−τ, 0]映

射到Rn中的所有连续向量函数构成的Banach空
间; L2[0,∞)表示[0,∞)上得所有平方可积向量
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值函数构成得空间, ‖f‖2 := (
w ∞

0
‖f(t)‖2)1/2表

示L2[0,∞)空间中函数f(t)的范数; ‖T (s)‖∞ =

sup
w∈L2[0,∞),w 6=0

‖ z ‖2

‖ w ‖2

表示稳定连续系统的传递函数

矩阵T (s)的H∞范数.
2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑一类不确定奇异时滞系统




Eẋ(t) = (A + ∆A)x(t) + (Aτ + ∆Aτ )x(t− τ)+

B1u(t) + (B2 + ∆B2)w(t),

z(t) = (C + ∆C)x(t) + Du(t),

x(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0].

(1)

其中: x(t) ∈ Rn为状态, u(t) ∈ Rq为控制输入,
w(t) ∈ Rr为干扰输入, 且w(t) ∈ L2[0,∞), w(0) =
0,z(t) ∈ Rs为受控输出; E, A,Aτ , B1, B2, C, D为已

知适维常矩阵, 0 < rank E = p < n, 0 < τ 6 τm为

未知滞后常数. φ(t) ∈ Cn,τ为满足相容性条件的初

始函数. ∆A, ∆Aτ ,∆B2,∆C为常阵,表征系统的不
确定性并假设具有如下结构:




[
∆A ∆Aτ ∆B2

∆C ∗ ∗
]
=

[
D1

D2

]
F [E1 Eτ E2],

FTF 6 I.

(2)

其中: D1, D2, E1, Eτ , E2为已知实常阵, F∈Ri×j为

不确定实常阵.
本文设计控制器:

u(t) = (K + ∆K)x(t) (3)

及H∞性能指标:

J2 = ‖Tzw(s)‖∞ = sup
w∈L2[0,∞),w 6=0

‖ z ‖2

‖ w ‖2

. (4)

其中Tzw(s)表示控制器(3)作用于系统(1)构成闭环
系统从干扰输入w(t)到受控输出z(t)的传递函数.
定定定义义义 1 考虑不确定奇异时滞系统(1), 若存在

弹性控制器(3)使得对任意常时滞τ : 0 < τ 6 τm,

由式(1)和(3)构成的闭环系统都是正则、无脉冲模
且鲁棒内稳定(即w(t) ≡ 0时闭环系统鲁棒渐近
稳定), 并且对于事先给定的常数γ > o, H∞性能
指标满足J2 6 γ(即在零初始条件下有: ‖Z‖2 6
γ‖W‖2,∀W ∈ L2[0,∞),W 6= 0),则称控制器(3)为
系统(1)的一个鲁棒H∞弹性控制器.
关于式(3)中的控制器增益摄动,考虑两种形式:
1) 加性摄动:

∆K = D3F3E3, FT
3 F3 6 I; (5)

2) 乘性摄动:

∆K = D4F4E4K, FT
4 F4 6 I. (6)

其中: Di, Ei(i = 3, 4)为已知实常阵, Fi(i = 3, 4)为
不确定实常阵. 若∆A,∆Aτ ,∆B2,∆C, ∆K满足

式(2)及(5)(6),称其为容许不确定性.
注注注 1 由于0 < rankE = p < n, 所以存在非奇异矩

阵M, N使得

Ē = MEN =

"
Ip 0

0 0

#
. (7)

定义8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

Ā = MAN, Āτ = MAτN, B̄1 = MB1,

B̄2 = MB2, C̄ = CN, K̄ = KN,
"
∆Ā ∆Āτ ∆B̄2

∆C̄ ∗ ∗

#
=

"
M 0

0 I

#"
D1

D2

#
F
h
E1 Eτ E2

i
,

∆K̄ =

(
D3F3E3N = D3F3Ē3,

D4F4E4KN = D4F4E4K̄,

(8)

并对应于Ē分块,其中:

Ā =

"
A11 A12

A21 A22

#
, Āτ =

"
Aτ11 Aτ12

Aτ21 Aτ22

#
, (9)

那么通过引入坐标变换y(t)=N−1x(t)=
h
yT
1 (t) yT

2 (t)
iT

,

其中: y1(t) ∈ Rp, y2(t) ∈ R(n−p), 系统(1)可转化r.s.e等价
系统:8
>>>>><
>>>>>:

Ēẏ(t) = (Ā + ∆Ā)y(t) + (Āτ + ∆Āτ )y(t− τ)+

B̄1u(t) + (B̄2 + ∆B̄2)w(t),

z(t) = (C̄ + ∆C̄)y(t) + Du(t),

y(t) = N−1φ(t), t ∈ [−τ, 0].

(10)

控制器可写为

u(t) = (K̄ + ∆K̄)y(t), (11)

为方便通过讨论其等价系统设计原系统的控制器.

控制器(11)作用等价系统(10)形成闭环系统:



Ēẏ(t)=(Āc+∆Āc)y(t)+(Āτ +∆Āτ )y(t−
τ)+(B̄2+∆B̄2)w(t),

z(t) = (C̄c + ∆C̄c)y(t),

y(t) = N−1φ(t), t ∈ [−τ, 0].

(12)

其中: Āc = Ā + B̄1K̄, ∆Āc = ∆Ā + B̄1∆K̄, C̄c =
C̄ + DK̄, ∆C̄c = ∆C̄ + D∆K̄.
对于加性控制器,不确定矩阵∆Āc,∆C̄c可写为

∆Āc = Da1FaEa, ∆C̄c = Da2FaEa, (13)



Da1 =
[
D̄1 B̄1D3

]
, Da2 =

[
D2 DD3

]
,

Ea =
[
Ē1

Ē3

]
, Fa =

[
F 0
0 F3

]
.

(14)

对于乘性控制器,不确定矩阵∆Āc,∆C̄c可写为

∆Āc = Dm1FmEm, ∆C̄c = Dm2FmEm, (15)
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


Dm1 =
[
D̄1 B̄1D4

]
, Dm2 =

[
D2 DD4

]
,

Em =
[

Ē1

E4K̄

]
, Fm =

[
F 0
0 F4

]
.

(16)
引引引理理理 1[10] 对于任何常时滞τ, 0 < τ 6 τm,等价

标称奇异时滞系统{
Ēẏ(t) = Āy(t) + Āτy(t− τ),
y(t) = N−1φ(t), t ∈ [−τ, 0]

(17)

是正则、无脉冲模且零解渐近稳定, 如果存在矩
阵Q̄ ∈ Rn×n, Z̄ ∈ Rn×n, Q̄ > 0, Z̄ > 0, 及P̄ ∈
Rn×n, Y ∈ Rn×p, W ∈ Rn×p满足下列LMIs:

P̄ Ē = ĒTP̄T > 0, (18)


Θ11 Θ12 −τmY τmĀTZ̄

∗ −Θ22 −τmW τmĀT
τ Z̄

∗ ∗ −τmLZ̄LT 0
∗ ∗ ∗ −τmZ̄


 < 0. (19)

其中:

Θ11 = ĀTP̄T + P̄ Ā + Y L + LTY T + Q̄,

Θ12 = P̄ Āτ − Y L + LTWT,

Θ22 = WL + LTWT + Q̄, L = [Ip 0].
引引引理理理 2[11] 给定适维矩阵Ω,Γ及Ξ ,其中Ω为对

称阵,则对于所有满足FFT 6 I的F ,式Ω+ΓFΞ +
(ΓFΞ)T < 0 成立的充要条件为: 存在标量ε > 0,
使得下式成立: Ω + εΓΓT + ε−1ΞTΞ < 0.
3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
首先考虑系统(1)的r.s.e等价无控制标称系统:



Ēẏ(t) = Āy(t) + Āτy(t− τ) + B̄2w(t),
z(t) = C̄y(t),
y(t) = N−1φ(t), t ∈ [−τ, 0].

(20)

下面给出系统(20)的一个新的时滞相关型BRL.
引引引理理理 3 对于给定的常数γ > 0, 若存在适维

矩阵Q̄ > 0, Z̄ > 0及P̄ ,X, Y,W满足式(18)及下
列LMI:


Θ11 Θ12 Θ13 τmĀTZ̄ −τmY C̄T

∗ −Θ22 −LTXT τmĀT
τ Z̄ −τmW 0

∗ ∗ −γ2I τmB̄T
2 Z̄ −τmX 0

∗ ∗ ∗ −τmZ̄ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −τmLZ̄LT 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I




< 0.

(21)

其中: Θ13 = P̄ B̄2 + LTXT, 而Θ11, Θ12, Θ22, L如

引理1中定义, 则对任意常时滞τ, 0 < τ 6 τm,
系统(20)正则、无脉冲模、内稳定且传递函数满
足‖Tzw(s)‖∞ < γ.
证证证 由引理1及式(21)知系统(20)正则、无脉冲

模且内稳定. 下证‖Tzw(s)‖∞ < γ. 即证: 在
N−1φ(t) = 0, t ∈ [−τ, 0]时,有‖z‖2 6 γ‖w‖2, ∀w∈
L2[0,∞), w(0)=0.
由(Ē, Ā)正则、无脉冲模知存在可逆矩阵M̄, N̄

使得(Ē, Ā)r.s.e于Weierstrass标准型(Ẽ, Ã),

Ẽ =M̄ĒN̄ =
[
Ip 0
0 0

]
, Ã=M̄ĀN̄ =

[
A1 0
0 In−p

]
.

为方便起见,不妨仍沿用式(7)∼(9)中的记号,要强调
的只是Ā形如上式.
这样系统(20)可写为




ẏ1(t) = A1y1(t) + Aτ11y1(t− τ)+
Aτ12y2(t− τ) + B21w(t),

0 = y2(t) + Aτ21y1(t− τ)+
Aτ22y2(t− τ) + B22w(t),

z(t) = C̄y(t),
y(t) = 0, t ∈ [−τ, 0].

(22)

引入Lyapunov-Krasovskii泛函:

V (yt) = V1(yt) + V2(yt) + V3(yt), t > τ,

其中:

V1(yt) = yT(t)P̄ Ēy(t),

V2(yt) =
w t

−τ
yT(s)Q̄y(s)ds,

V3(yt) =
w 0

−τ

w t

t+β
ẏT(α)ĒTZ̄Ēẏ(α)dαdβ.

由于y1(t)−y1(t− τ) =
w t

t−τ
y1(α)dα,所以V (yt)沿

系统(22)轨线求导数并结合式(21)有

V̇ (yt)|(22) + zT(t)z(t)− γ2wT(t)w(t) =

τ−1
w t

t−τ
ηT(t, α)Ξη(t, α)dα. (23)

其中:

ηT(t, α) =
[
yT(t) yT(t− τ) wT(t) ẏT

1 (α)
]
,

Ξ =




Ξ11 Ξ12 Ξ13 − τY

∗ Ξ22 Ξ23 −τW

∗ ∗ Ξ33 −τX

∗ ∗ ∗ −τLZ̄LT


 ,

Ξ11 = Θ11 + τĀTZ̄Ā + C̄TC̄,

Ξ12 =Θ12+τĀTZ̄Āτ , Ξ22 =−Θ22+τĀT
τ Z̄Āτ ,

Ξ23 = −LTXT + τĀT
τ Z̄B̄2,

Ξ13 = P̄ B̄2 + LTXT + τĀTZ̄B̄2,

Ξ33 = −γ2I + B̄T
2 Z̄B̄2.

由Schur’s补及式(21)知Ξ < 0, 上式两边由0到
∞积分得w ∞

0
{V̇ (yt)|(22) + zT(t)z(t)− γ2wT(t)w(t)}dt < 0,
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此即

‖z‖2
2 6 ‖w‖2

2 + V (yt)|t=0 − V (yt)|t=∞.

而V (yt)|t=0 = 0, V (yt)|t=∞ > 0, 故‖z‖2
2 6 ‖w‖2

2,

∀w ∈ L2[0,∞), w(0) = 0.从而‖Tzw(s)‖∞ < γ.
证毕.
下面给出H∞弹性控制器存在的充分性条件.由

引理3知,给定的γ > 0,闭环系统(12)对于所有常时
滞τ, 0 < τ 6 τm正则、无脉冲模、内稳定且传递函

数满足‖Tzw(s)‖∞ < γ的一个充分条件是: 存在适
维矩阵Q̄ > 0, Z̄ > 0及P̄ , X, Y, W满足式(18)及下
列LMI:

Σ :=


Σ11 Σ12 Σ13 Σ14 −τmY Σ16

∗ −Θ22−LTXT Σ24 −τmW 0
∗ ∗ −γ2I Σ34 −τmX 0
∗ ∗ ∗ −τmZ̄ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −τmLZ̄LT 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I




< 0.

(24)

其中:

Σ11 = (Āc + ∆Āc)TP̄T + P̄ (Āc + ∆Āc) +

Y L + LTY T + Q̄,

Σ12 = P̄ (Āτ + ∆Āτ )− Y L + LTWT,

Σ13 = P̄ (B̄2 + ∆B̄2) + LTXT,

Σ14 = τm(Āc + ∆Āc)TZ̄, Σ16 = (C̄c + ∆C̄c)T,

Σ24=τm(Āτ +∆Āτ )TZ̄, Σ34=τm(B̄2+∆B̄2)TZ̄,

Θ22, Āc,∆Āc, C̄c,∆C̄c如前所述. 定义

Σ1 :=


Σ111 Θ12 Θ13 τmĀT
c Z̄ −τmY C̄T

c

∗ −Θ22−LTXT τmĀT
τ Z̄ −τmW 0

∗ ∗ −γ2I τmB̄T
2 Z̄ −τmX 0

∗ ∗ ∗ −τmZ̄ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −τmLZ̄LT 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I




,

Σ111 = P̄ Āc + ĀT
c P̄T + Y L + LTY T + Q̄,

则对于加性控制器增益摄动有

Σ =

Σ1+




Σ211 P̄∆Āτ P̄∆B̄2 τm∆ĀT
c Z̄ 0 ∆C̄c

∗ 0 0 τm∆ĀT
τ Z̄ 0 0

∗ ∗ 0 τm∆B̄T
2 Z̄ 0 0

∗ ∗ ∗ 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0




=

Σ1+




P̄Da1 P̄ D̄1

0 0
0 0

τmZ̄Da1 τmZ̄D̄1

0 0
Da2 0




[
Fa 0
0 F

]




ET
a 0
0 ĒT

τ

0 ET
2

0 0
0 0
0 0




T

+

{




P̄Da1 P̄ D̄1

0 0
0 0

τmZ̄Da1 τmZ̄D̄1

0 0
Da2 0




[
Fa 0
0 F

]




ET
a 0
0 ĒT

τ

0 ET
2

0 0
0 0
0 0




T

}T<0.

其中Σ211 = ∆ĀT
c P̄T+P̄∆Āc.由引理2知: Σ < 0成

立的充要条件是存在ε > 0使得

Σ1+ε




P̄Da1 P̄ D̄1

0 0
0 0

τmZ̄Da1 τmZ̄D̄1

0 0
Da2 0







P̄Da1 P̄ D̄1

0 0
0 0

τmZ̄Da1 τmZ̄D̄1

0 0
Da2 0




T

+

ε−1




ET
a 0
0 ĒT

τ

0 ET
2

0 0
0 0
0 0







ET
a 0
0 ĒT

τ

0 ET
2

0 0
0 0
0 0




T

< 0, (25)

那么由Schur’s补知, 若存在适维矩阵Q̄ > 0, Z̄ >

0及P̄ , X, Y, W和标量ε > 0满足


Γ11 Θ12 Θ13 Γ14 −τmY Γ16 ET
a 0

∗ −Θ22 −LTXT τmĀT
τ Z̄ −τmW 0 0 ĒT

τ

∗ ∗ −γ2I τmB̄T
2 Z̄ −τmX 0 0 ET

2

∗ ∗ ∗ Γ44 0 Γ46 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −τmLZ̄LT 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Γ66 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εI 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εI




<0.

(26)

其中:

Γ11 = Σ111 + εP̄DaD
T
a P̄T,

Γ14 = τmĀT
c Z̄ + ετmP̄DaD

T
a Z̄,

Γ16 = C̄T
c +εP̄Da1D

T
a2, Γ44 =ετmZ̄Da1D

T
a2,

Γ46 = τmĀT
c Z̄ + ετmP̄DaD

T
a Z̄,

Γ66 = −I + εDa2D
T
a2, Da =

[
Da1 D̄1

]
,

则Q̄, Z̄, P̄ , X, Y, W必使得式(24)成立. 由式(18)可
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知: P̄ =
[
P11 P12

0 P22

]
, P11 > 0. 同引理1证明P̄非奇

异, 故P11 > 0. 将式(18)左乘P̄−1, 右乘P̄−1; 将式
(26)左 乘diag{P̄−1, P̄−1, I, Z̄−1, LP̄−1LT, I, I, I},

右乘diag{P̄−1, P̄−1, I, Z̄−1, LP̄−1LT, I, I, I}T, 并
令: P̃ = P̄−T , U = K̄P̃ , Q̃ = P̄−1Q̄P̄−T , X̃ =
XLP̄−T , Ỹ = P̄−1Y LP̄−T , Z̃ = Z̄−1, W̃ =
P̄−1WLP̄−T ,分别可得

ĒP̃ = P̃TĒT > 0, (27)


Ψ11 Ψ12 Ψ13 Ψ14 − τmỸ LT Ψ16 P̃TET
a 0

∗ −Ψ22 −X̃T τmP̃TĀT
τ −τmW̃LT 0 0 P̃TET

τ

∗ ∗ −γ2I τmB̄T
2 −τmX̃LT 0 0 ET

2

∗ ∗ ∗ Ψ44 0 Ψ46 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −Ψ55 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Γ66 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εI 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εI




< 0. (28)

其中:

Ψ11 = (ĀP̃ + B̄1U)T + (ĀP̃ + B̄1U) +

Ỹ + Ỹ T + Q̃ + εDaD
T
a ,

Ψ12 = ĀT
τ P̃ − Ỹ + W̃T,

Ψ13 = B̄2 + X̃T,

Ψ14 = τm(ĀP̃ + B̄1U)T + ετmDaD
T
a ,

Ψ16 = P̃TC̄T + UTDT + εDa1D
T
a2,

Ψ22 =W̃ + W̃T+Q̃,

Ψ44 =−τmZ̃+ετ2
mDaD

T
a ,

Ψ46 = ετmDa1D
T
a2,

Ψ55 = τmLP̃TLTLZ̃−1LTLP̃TLT.

由上分析可知: 若式(27)(28)有解Q̃ > 0, Z̃ >

0和P̃ , X̃, Ỹ , W̃及标量ε > 0, 等价于式(18)和式
(26)有解Q̄ > 0, Z̄ > 0和P̄ , X, Y, W及标量ε > 0,
其中K̄ = UP̃−1.
从而可得如下定理:
定定定理理理 1 考虑等价不确定奇异时滞系统(10),

若存在适维矩阵Q̃ > 0, Z̃ > 0及P̃ , X̃, Ỹ , W̃和

标量ε > 0 满足式(27)(28), 则具有加性增益摄
动的控制器: u(t) = (UP̃−1 + D3F3Ē3)y(t)为
系统(10)的一个时滞相关型鲁棒H∞弹性控制器.
也即u(t) = (UP̃−1N−1 + D3F3E3)x(t)为原系
统(1)的一个时滞相关型鲁棒H∞弹性控制器.
关于乘性控制器增益摄动,同理可得如下定理:
定定定理理理 2 考虑等价不确定奇异时滞系统(10),

若存在适维矩阵Q̃ > 0, Z̃ > 0及P̃ , X̃, Ỹ , W̃和标

量ε > 0满足式(27)及




Ψm11 Ψ12 Ψ13 Ψm14 Ψ15 Ψm16 Ψ17 Ψ18 0
∗ −Ψ22 −X̃T Ψ24 Ψ25 0 0 0 Ψ29

∗ ∗ −γ2I τmB̄T
2 Ψ35 0 0 0 ET

2

∗ ∗ ∗ Ψm44 0 Ψm46 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −Ψ55 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Γm66 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εI 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εI 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εI




< 0. (29)

这里Ψm11, Ψm14, Ψm16, Ψm44, Ψm46, Ψm66, 即将Ψ11,

Ψ14, Ψ16, Ψ44, Ψ46, Ψ66中的Da换为Dm. 其中:

Dm =
[
Dm1 D̄1

]
, Ψ15 = −τmỸ LT,

Ψ17 = P̃TET
1 , Ψ18 = UTET

4 , Ψ24 = τmP̃TĀT
τ ,

Ψ25 = τmW̃LT, Ψ29 = P̃TET
τ , Ψ35 = −τmX̃LT,

则具有乘性控制器增益摄动的控制器u(t) =
(I + D4F4E4)UP̃−1y(t)为系统(10)的一个时滞相
关型鲁棒H∞弹性控制器. 也即: u(t) = (I +
D4F4E4)UP̃−1N−1x(t)为原系统(1)的一个时滞
相关型鲁棒H∞弹性控制器.

注注注 2 非线性项Ψ55使得式(28)不再是LMI,故不能直
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接利用MATLAB中的LMI工具箱求解. 但利用文献[4]中的
修改锥补算法知可通过求解一系列隶属于LMIs的凸优化
算法求解,从而设计出控制器,具体分析如下:
引入矩阵变量Π > 0, 将式(29)中的Ψ55换为Π所得的

不等式的左边定义为新的变量Ω. 易知如果: Ω < 0及

τmLP̃TLTLZ̃−1LTLP̃TLT > Π, (30)

则式(27)(28)成立. 由Schur’s补知式(30)等价于"
τmLZ̃−1LT LP̃−1LT

∗ Π−1

#
> 0 (31)

再引入V > 0, T > 0, Υ > 0,则式(31)可写为"
τmV T

∗ Υ

#
> 0, (32)

V LZ̃LT = I, TLP̃LT = I, ΥΠ = I. (33)

由上分析可知：若式(27)(32)(33)及Ω < 0有解Q̃ >

0, Z̃ > 0及P̃ , X̃, Ỹ , W̃ , U, V, T, Υ, Π和标量ε > 0, 则
式(27)(28)有解Q̃ > 0, Z̃ > 0及P̃ , X̃, Ỹ , W̃ , U和标量ε > 0.
故可通过求解如下凸优化问题来求解鲁棒控制器:

min{tr(V LZ̃LT + TLP̃LT + ΥΠ)} (34)

s.t. LMIs :式(32)和
8
>>><
>>>:

LP̃LT > 0, Q̃ > 0, Z̃ > 0, V > 0, Ω < 0,

T > 0, Υ > 0, Π > 0, ε > 0,"
LZ̃LT I

I V

#
> 0,

"
LP̃LT I

I T

#
> 0,

"
Π I

I Υ

#
> 0.

(35)
算算算法法法
步步步骤骤骤 1 对给定的τm > 0寻找式(32)(35)的一

组可行解: Q̃, Z̃, P̃ , X̃, Ỹ , W̃ , U, V, T, Υ,Π, ε. 若无
解,则退出;否则,记: V (0) = V, Z̃(0) = Z̃, T (0) =
T, P̃ (0) = P̃ , Υ (0) = Υ, Π(0) = Π , 并验证
式(28)是否成立. 若式(28)成立, 则系统(1)的具
有加性增益摄动的鲁棒H∞弹性控制器为u(t) =
(UP̃−1N−1 + D3F3E3)x(t); 否则, 令k = 0, 进入
步骤2.
步步步骤骤骤 2 求关于Q̃, Z̃, P̃ , X̃, Ỹ , W̃ , U, V, T, Υ,Π, ε

的凸优化问题:

min{tr(V (k)LZ̃LT + V LZ̃(k)LT + T (k)LP̃LT +

TLP̃ (k)LT + Υ (k)Π + ΥΠ(k))}
s.t. LMIs :式(32)和 (35),

并记

V (k+1) = V, Z̃(k+1) = Z̃, T (k+1) = T,

P̃ (k+1) = P̃ , Υ (k+1) = Υ, Π(k+1) = Π.

步步步骤骤骤 3 验证式(28)是否成立. 若式(28)成立,
则系统(1)的具有加性增益摄动的鲁棒H∞弹性控
制器为u(t) = (UP̃−1N−1 + D3F3E3)x(t); 否则,
令k = k + 1,进入步骤2;若式(27)(28)在给定的迭
代步数内不成立,则退出.

4 算算算例例例(Example)
考虑不确定奇异时滞系统(1),其中:

E =

[
1 0
0 0

]
, A =

[
2 −1

−2 2

]
, Aτ =

[
−1 0.5

1 0.1

]
,

B1 =

[
1

−1

]
, B2 =

[
−1

0.2

]
, D1 =

[
0.1 0
0 0.2

]
,

C = [2 1], D = 0.1, D2 = [0.1 0],

E1 =Eτ =I2×2, E2 =[1 0]T, L=[1 0], τm =2.

设计H∞弹性控制器(3), 其中γ = 1. 若控制
器增益摄动具有加性摄动(5), 其中: D3 = [1 1],

E3 =

[
0.1 0
0 0.2

]
, 则由定理1, 利用MATLAB中

的LMI Toolbox, 不 必 迭 代 即 可 算 得K =
[−15.9380 − 8.3652]; 若控制器增益摄动具有
乘性摄动(6), 其中: D4 = [0.2 0.2], E4 =
[0.1 0]T, 则由定理1知不必迭代即可算得K =
[−8.4411 − 3.3861].
5 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了不确定奇异时滞系统的时滞相关

型鲁棒弹性控制器的设计问题, 考虑了控制器增
益的加性摄动和乘性摄动, 获得了一种时滞相关
型有界实引理(BRL),并在此基础上给出了时滞相
关型状态反馈弹性控制器存在的充分性条件及基

于LMIs和锥补线性化技术的设计算法.
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