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摘要:目前预测方法的研究主要集中在单变量时间序列上,本文建立起一种针对多元变量非线性时间序列建模
和预测的方法框架. 首先,同时考虑序列状态间的线性相关性和非线性相关性,建立初始延迟窗以包含充分的预测
信息;然后,利用主成分分析(PCA)方法寻找不同变量在数据空间中的最大方差方向,扩展PCA应用于提取多个变
量的综合信息,重构多元变量输入状态相空间;最后,利用神经网络逼近不同变量之间以及当前状态和将来状态之
间的函数映射关系,实现多元变量预测. 对Rössler混沌方程和大连降雨、气温序列的预测仿真说明了本文方法的有
效性,为多元变量时间序列分析提供了一条新的途径.
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Prediction of multivariate time series based on principal component
analysis and neural networks
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Abstract: Most of previously published prediction methods are concentrated on the modeling of univariate time series.
The main purpose of this paper is to study a new methodology to model and predict multivariate nonlinear time series.
Firstly, both the linear correlations and the nonlinear correlations are detected to initialize an embedding delay window,
which could contain enough information for prediction. Then, the principal components analysis (PCA) method is expanded
to extract the joint information of multiple variables in a complex system since PCA could find the uncorrelated directions
of maximum variance in the data space of different variables. The multivariate phase space is reconstructed. Furthermore,
neural network makes predictions on the basis of approximating both the functional relation between different variables and
the map between current state and future state. Finally, two simulation examples, one is from the typical Rössler equation
and the other is from the practically observed values of rainfall and temperature of Dalian, are used to explain the validity
of the proposed method. It provides a new way to analyze the multivariate time series.
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1 引引引言言言(Introduction)
复杂系统是由大量相互作用或相互分离的子系

统结合在一起,具有非线性、混沌或不确定动态行
为的系统,在实际问题中广泛存在,例如经济管理系
统、生理系统、水文系统等. 因此如何从获取的时
间序列去刻画原复杂系统的动态特征成为复杂系统

研究中的一项重要工作.但是,目前针对多元变量时
间序列模型描述和预测的研究还十分缺乏, 已有研
究大部分集中在单变量时间序列上. 其基本思路是
首先基于观测数据, 重构系统状态空间, 即确定预
测模型输入向量；然后采用适当的建模方法构造系

统模型[1,2]. 实际上,该思路同样适用于多变量时间
序列的研究.一旦在第1步中构造出多元变量输入向
量, 第2步的预测过程, 多变量和单变量的情况极为
类似, 都是利用预测模型对系统输入输出关系的逼
近.
第1步有效构造多元变量输入向量,使其能够包

含多个变量的综合信息, 将有利于提高预测精度.
Cao等人[3]首先计算每个变量的嵌入延迟参数,然后
选取不同的嵌入维数组合建立输入向量, 根据预测
精度选择最佳的输入状态组合. 王海燕等人[4]则扩

展了上述方法, 引入广义关联积分和广义关联维数
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的计算公式, 在不同的广义关联维数下计算虚假邻
近点的个数,最少时对应最佳输入状态组合.这些方
法都需要对每个变量求取嵌入延迟和嵌入维数, 在
大量的组合方式中通过比较做出选择,计算量较大.
而且嵌入延迟、嵌入维数等参数的选取较具经验性,
目前还没有一个统一的方法, 尤其针对多元变量系
统,计算较为困难.主成分分析(PCA)[5,6]是利用统计

原理建立系统低维模型的方法, 可以获得具有较大
方差的新输入向量,并且减少输入维数. 扩展PCA方
法应用于多元变量输入状态相空间重构, 可以在保
留输入向量主要信息的同时, 避免嵌入维数等参数
的计算问题,简化输入状态选取过程.
第2步构造系统多个变量之间以及变量状态之间

的函数关系模型. 由于系统的复杂性和非线性, 限
制了常规方法的应用. 近年来, 神经网络模型辨识
方法[2,7]因为其具有良好的函数逼近能力而愈来愈

受到重视.而神经网络所具有的多输入多输出处理
能力使其可以良好地用于多元变量时间序列模型描

述.
本文沿用单变量时间序列建模的思想,结合主成

分分析和神经网络方法进行多元变量建模和预测.
为使输入变量中包含充分的预测信息,在计算状态
之间线性相关性的同时, 引入一种非线性函数检测
状态间的非线性相关性, 合理确定初始的嵌入延迟
窗.然后利用PCA构造有效输入向量,利用神经网络
建立系统输入输出模型.

2 多多多元元元变变变量量量输输输入入入状状状态态态空空空间间间重重重构构构(Input state
space reconstruction for multivariate time se-
ries)
令x(t) = [x1(t), · · · , xn(t)]T, t = 1, 2, · · · , N

表示要研究的复杂系统多元变量离散时间序

列, xi(t)对应系统第i个变量在t时刻的值. 针对
每个变量, 选择适当的嵌入延时τi, 嵌入维数mi,
i = 1, 2, · · · , n,就可得到多元变量嵌入延迟向量:
−→
X (t) = [x1(t), x1(t− τ1), · · · , x1(t− (m1 − 1)τ1)

· · ·
xi(t), xi(t− τi), · · · , xi(t− (mi − 1)τi)

· · ·
xn(t), xn(t−τn),· · · ,xn(t−(mn−1)τn)]T,

(1)

其中τi和mi的选择没有统一的评价标准存在, 计算
较为困难. Rosenstein[8]等人认为建立输入状态空间

时,确定嵌入延迟窗:

Tim = τi(mi − 1), (2)

比单独直接求取mi或τi更为适合.所以确定式(1)的
基本步骤为:

Step i 对每个变量序列, 根据观测点元素之间
的相关性适当选择Tim, i = 1, · · · , n;

Step ii 采用平均位移、互信息等方法计算τi,
因为预测时较近的历史状态对预测的影响较大,通
常选取较小的τi;

Step iii 利用式(2)计算mi;
Step iv 将mi和τi代入式(1),构造多元变量嵌入

延迟向量.
其中,如果嵌入延迟向量元素之间的关系被噪声

覆盖,说明Tim过小;如果嵌入延迟向量第1个元素和
最后一个元素之间几乎没有相关性, 说明Tim过大.
所以, Tim需要适当选取,以包含足够的预测信息.常
用的自相关函数只能提取序列间的线性相关性, 为
了能同时提取状态之间的非线性相关性[9], 本文采
用以下方法确定Tim初值.计算线性相关函数:

φxx(Tim) = E{[xi(t)− xi(t)][xi(t− Tim)− xi(t)]},
(3)

检测状态之间的线性相关性. 同时计算非线性相关
函数:

φx2x2(Tim) = E{[x2
i (t)−x2

i (t)][x
2
i (t−Tim)−x2

i (t)]},
(4)

检测状态之间的非线性相关性. 设T x
im和T x2

im分别对

应φxx(Tim)和φx2x2(Tim)的第1个极大值,则

Tim = max(T x
im, T x2

im)− 1. (5)

这样计算出的延迟窗Tim,其中的点能够充分反
映序列的线性和非线性关系.因为预测时,通常τi选

值较小,则导致mi较大.式(1)表现出高维性质,提高
了非线性建模的难度.为了解决此问题,引入PCA方
法提取不同元素的有效信息.
设第i个变量的输入样本矩阵为Xl×h, 其中h =

mi, l = N −max
i

[(mi − 1)τi], i = 1, 2, · · · , n,标准

化样本矩阵为X̃l×h,对X̃l×h进行奇异值分解

X̃ = UΣV T, (6)

其中U ∈ F l×l,V ∈ F h×h都为正交阵,

Σ = diag[s1, s2, · · · , sr, 0, · · · , 0], (7)

Σ ∈ F l×h, s1 > s2 > · · · > sr为对应的r个奇异值,
按降序排列. 因为奇异值的平方对应为X̃X̃T的特

征值,反映的是不同变量的方差大小. 方差越大,所
代表的系统信息就越有效. 显然后h− r维对应方差

为零的变量可以舍弃, 从而将原h维输入向量转化

为r维向量,同时又不会损失原系统的物理信息.



第 5期 席剑辉等: 主成分分析与神经网络的结合在多变量序列预测中的应用 721

但是, 实际系统中由于噪声和其他干扰量的存
在,可能不会存在严格为零的奇异值.一般做法是舍
弃较小的奇异值,对应输入样本矩阵中的噪声成分;
保留较大的奇异值,对应输入样本矩阵中的主元成
分. Valle等人[10]比较了多种方法判断需舍弃的奇异

值成分,这里采用一种简单直接的方法. 计算每个主
元的方差贡献率为

ηj =
s2

j
r∑

k=1

s2
k

, j = 1, 2, · · · , r, (8)

保留前p个主元,当满足
p∑

j=1

ηj > η0, (9)

η0为常数,一般取0.8 < η0 < 1. 如果正交阵

Vh×h = [v1 v2 · · · vh ], (10)

可取

V̂h×p = [v1 v2 · · · vp ], (11)

则得到主元矩阵为

Z ≈ X̃V̂ , (12)

Z ∈ F l×p,变量的输入降为p维,而且输入元素间的

协方差近似为零,可以认为近似独立. 吴春国等人[6]

证明奇异值分解满足正交分解最优性, 与PCA具有

等价性,为上述过程提供了理论基础.

3 多多多元元元变变变量量量时时时间间间序序序列列列预预预测测测模模模型型型(Multivariate
time series prediction model)
本文沿用单变量时间序列预测的思想, 首先采

用PCA方法构造多元变量输入向量; 然后选择非线

性建模方法对系统输入输出进行匹配, 即建立模

型Fη(·)实现
−→
Y (t + η) = Fη(

−→
X (t)), (13)

其中
−→
Y (t + η) = [y1(t + η) · · · yn(t + η)]T, yi(t +

η)为模型对未来t+ η时刻第i个变量状态xi(t+ η)的
预测值, η为预测步数, i = 1, · · · , n. 结合PCA和神

经网络(NN)建立预测模型的基本结构如图1所示.

其基本步骤为:

Step 1 建立式(1)所示的多元变量嵌入延迟向

量,如节2中的Step i至Step iv;

Step 2 提取式(1)的主元信息,对每一个变量利

用PCA方法降维,如式(6)到式(12)所示,最终建立新

的多元变量嵌入延迟向量;

Step 3 采用神经网络方法根据当前输入预测

未来时刻的状态.

图 1 多元变量预测模型基本结构

Fig. 1 The structure of basic multivariate prediction model

神经网络应用于时间序列预测,主要包含两种类
型: 1)采用静态神经网络,引入延迟输入向量表现系
统的动态特性,其作用类似一个非线性自回归模型;
2)采用递归神经网络,网络带有反馈分支,能够自动
反映系统动态特性. 本文以前馈网络为例说明多元
变量时间序列预测的过程. 网络输入层和中间层节
点函数为正切Sigmoid函数,输出层采用线性输出函
数. 网络训练算法为带动量因子的自适应学习率反
向传播(BP)算法[11]. 其权值调整过程为

wk
ij(t) = wk

ij(t− 1) + ∆wk
ij(t), (14)

∆wk
ij(t)=−γ

∂E

∂wk
ij(t−1)

+λ∆wk
ij(t− 1). (15)

其中: wk
ij(t)是k层的第i个节点指向k + 1层第j个节

点的权值, ∆wk
ij(t)为权值调整量, γ为自适应调整的

学习率, λ是动量因子, 0 < λ < 1. E为网络评价函

数, 训练网络的目的就是通过调整网络权值使E达

到最小. 令l表示网络训练样本的个数, n为预测变量

个数,则

E =
1
2

l∑
t=1

n∑
j=1

(yj(t)− ŷj(t))2, (16)

其中: yj(t)为第j个变量的理想输出, ŷj(t)为网络输
出. E足够小并趋于稳定时可结束训练.

4 实实实例例例仿仿仿真真真(Simulations cases)
为定量说明网络预测性能的好坏,引入评价指标

均方根误差ERMSE和预测精度EPA
[12], 从不同侧面

反映预测的效果. 设y(t)对应实际观测值, ŷ(t)为网
络预测值, ym和σy分别对应y(t)的均值和标准方差,
ŷm和σŷ分别为ŷ(t)的均值和标准方差,有

ERMSE = (
1

l − 1

l∑
t=1

[ŷ(t)− y(t)]2)1/2, (17)

EPA =

l∑
t=1

[(ŷ(t)− ŷm)(y(t)− ym)]

(l − 1)σŷσy

, (18)
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ERMSE反映了预测值对观测值的平均偏离程度.
取值大于或等于零,预测无误差时等于零. EPA反映

了预测值和观测值在其均值附近的偏离之间的相关

性,取值在+1和−1之间. 预测无误差时为1.
将本文方法应用于两个二变量时间序列仿真实

例, 分别来自Rössler混沌方程产生的理想混沌序列
和大连降雨、气温实际观测序列. 预测模型结构如
图1所示. 神经网络为一4层前馈神经网络,包括输入
层、输出层和两层隐层. 分述如下.
4.1 Rössler混混混 沌沌沌 方方方 程程程x(t)和和和y(t)时时时 间间间 序序序 列列列 预预预

测测测(Predicting x(t) and y(t) time series of
Rössler equation)

Rössler混沌方程如式(19)所示, a = 0.398, b =
2.0, c = 4.0, x(0) = y(0) = 1.0, z(0) = 31.0, 此时
方程表现出混沌特性.




ẋ = −y − z,

ẏ = −x + ay,

ż = b + z(x− c).
(19)

取其中的x(t)和y(t)时间序列作为仿真对象.
采用本文方法对x(t)和y(t)二变量时间序列进

行建模和预测, 计算序列的线性相关性和非线性相
关性如式(3)和式(4)所示, 得到m1 = m2 = 25, 选
择τ1 = τ2 = 1,即初始输入样本向量为50维:
−→
X (t) = [x(t), · · · , x(t− 24), y(t), · · · , y(t− 24)]T,

η步预测时,网络输出为
−→
Y (t) = [x(t + η), y(t + η)]T,

利用4阶Runge-Kutta法产生1000个输入样本.
首先, 分别对输入样本矩阵XT

1和XT
2 进行PCA,

计算各个奇异值的方差贡献率, 并从大到小降序
排列, 列出前5个如表1所示. 如果令η0 = 0.96, 可
以看出x(t)序列前4个主元的方差贡献和已经大
于η0, p1 = 4; 同理y(t)序列p2 = 3. 所以新的输
入向量维数可以降低到p = p1 + p2 = 7维.

表 1 Rössler方程x(t)和y(t)序列奇异值及方差贡献
Table 1 Eigenvalues and their energy contribution of

x(t) and y(t) of Rössler equation

序号j 1 2 3 4 5

X(t) sj 50.127 45.101 10.877 4.586 1.984
X(t) ηj 0.4388 0.3948 0.0952 0.0401 0.0085
Y (t) sj 54.938 45.395 10.266 2.516 0.934
Y (t) ηj 0.4796 0.3963 0.0896 0.0220 0.0082

根据文献[13],选择神经网络参数如表2所示,利

用降维后的样本训练网络,取前500个样本为训练样

本,后500个样本为校验样本,初始权值随机选取. 一

步预测的网络学习误差和校验误差曲线如图2所示,

具有较快的收敛性. 学习样本和校验样本的E值都

可达到一个较小的值,保证了网络的学习精度和泛

化精度.图3给出了1000个样本的预测值和实际值的

比较, 上图对应x(t)序列, 下图对应y(t)序列. Ep为

网络输出值和实际值之间的差值.可以看出,所建模

型的预测精度较高,预测值和观测值相近,符合同一

发展规律.定量的性能指标计算见表3, 表征预测值

对观测值偏离程度的ERMSE值接近于0,表征预测值

与观测值相关程度的EPA值接近于1,都说明了预测

模型的高精度.

为进行结果比较, 分别采用文献[3]和单变量建

模方法对上述序列仿真. 其中, 文献[3]中采用互信

息法分别确定序列的延迟时间和嵌入维数, 建立

起一个10维的输入向量; 单变量预测模型仍然采

用PCA和前馈网络结合,只是输入只由相应的变量

状态及其延时组成,所涉及的计算参数选取同前. 分

别取η = 1和η = 20,计算结果见表3. 可以看出对于

本例中不含噪声的理想数据,两种多变量预测模型

取得较好的结果,但PCA确定输入相空间时计算更

为方便快捷,所建模型更为简单;而单变量预测模型

的性能随预测时间下降较快,一方面是混沌特性的

影响,另一方面也是单变量序列提供给预测的信息

缺乏导致.
表 2 4层神经网络仿真条件

Table 2 Simulation conditions of four-layer
neural network

网络初始权值 随机确定的小数值

输入层节点个数 p

第1隐层节点个数 2p

第2隐层节点个数 p

学习速率γ初值 0.1
动量因子λ 0.7

图 2 Rössler方程x(t)和y(t)建模学习和校验误差曲线

Fig. 2 Learning and testing curves of modeling x(t) and

y(t) of Rössler equation
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图 3 Rössler方程x(t)和y(t)序列一步预测的仿真结果

Fig. 3 One-step prediction simulation results of x(t) and

y(t) of Rössler equation

表 3 Rössler方程x(t)和y(t)序列预测模型性能比较
Table 3 Prediction model performance comparison

of x(t) and y(t) of Rössler equation

序列 x(t) y(t)

性能指标 ERMSE EPA ERMSE EPA

η = 1 PCA+NN 0.0581 0.9995 0.0432 0.9997
η = 1 文献[3] 0.0494 0.9998 0.0309 0.9998
η = 1 单变量 0.0615 0.9996 0.0506 0.9997
η = 20 PCA+NN 0.0869 0.9992 0.1319 0.9986
η = 20文献[3] 0.1158 0.9985 0.1763 0.9993
η = 20单变量 0.3364 0.9875 0.2013 0.9869

4.2 大大大连连连降降降雨雨雨和和和气气气温温温二二二变变变量量量时时时间间间序序序列列列预预预

测测测(Predicting rainfall and temperature time se-
ries of Dalian city)
气温和降雨是水文序列中关系极为密切的两个

变量,本节数据资料采用大连地区1951年至2001年
共612个数据点的月降雨和气温序列作为研究对象.
设x(t)代表降雨序列, y(t)代表气温序列, 采用前文
方法计算可得m1 = m2 = 12,选择τ1 = τ2 = 1,则
初始输入样本向量为24维
−→
X (t) = [x(t), · · · , x(t− 11), y(t), · · · , y(t− 11)]T,

η步预测时,网络输出为
−→
Y (t) = [x(t + η), y(t + η)]T,

对降雨和气温序列分别进行主成分分析. 令η0 =
0.96, 表4列出每个变量的奇异值和方差贡献率, 可
以看出x(t)序列可降维至p1 = 9; y(t)序列p2 = 5.
新的输入向量维数为p = p1 + p2 = 14维.
一步预测时, 经整理总共可产生600组输入输出

样本对. 神经网络仿真条件同表2,取前300组样本为
训练样本,后300个样本为校验样本. 大连气温和降
雨序列一步预测的网络学习误差和校验误差曲线如

图4所示. 网络预测曲线和实际观测曲线的比较如
图5所示.

图 4 大连气温和降雨序列建模的学习和校验误差曲线

Fig. 4 Learning and testing curves of modeling rainfall and

temperature series of Dalian

图 5 大连降雨和气温序列一步预测的仿真结果

Fig. 5 One-step prediction simulation results of rainfall and

temperature series of Dalian

同例1,单变量预测模型和文献[3]方法的结果见
表5. 采用文献[3]方法,计算可得τ1 = τ2 = 5,m1 =
m2 = 8, 即输入向量维数为16. 可以看出, 对实际
观测序列, 由于环境干扰等因素, 高维输入的不同
状态之间相关性较强, 存在冗余信息. 本文方法利
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用PCA增大输入变量间的方差, 降低冗余信息的影
响,具有更好的模型辨识能力. 对气温序列,其周期
规律性较强, 3种模型的预测精度相近,而且受预测
期的影响较小. 对降雨序列, PCA结合神经网络建立
的多变量预测模型表现出较强的优越性, 随着预测
期的增长,这种优越性愈加明显.

表 4 大连降雨和气温时间序列的奇异值
及方差贡献

Table 4 Singular values and their variance contribution
of rainfall and temperature series

序号j 1 2 3 4

x(t) sj 8.2452 8.0538 4.1887 3.7475
x(t) ηj 0.2452 0.2395 0.1246 0.1114
y(t) sj 30.8307 17.6706 17.6629 1.3168
y(t) ηj 0.4386 02514 0.2512 0.0187

序号j 5 6 7 8

x(t) sj 3.3335 2.0734 1.4497 1.0119
x(t) ηj 0.0991 0.0617 0.0431 0.0301
y(t) sj 1.2191 0.5734 0.3836 0.2544
x(t) ηj 0.0173 0.0082 0.0055 0.0036

序号j 9 10 11 12

x(t) sj 0.6153 0.4352 0.2834 0.1893
x(t) ηj 0.0183 0.0129 0.0084 0.0056
y(t) sj 0.1650 0.1133 0.0693 0.0413
x(t) ηj 0.0023 0.0016 0.0010 0.0006

表 5 大连降雨和气温序列预测模型性能比较

Table 5 Prediction model performance comparison of
rainfall and temperature series of Dalian

序列 x(t) y(t)

性能指标 ERMSE EPA ERMSE EPA

η = 1 PCA+NN 15.5745 0.9457 1.0069 0.9946
η = 1 文献[3] 19.0334 0.9288 1.4797 0.9901
η = 1 单变量 17.4778 0.9297 0.8948 0.9954
η = 5 PCA+NN 26.8938 0.8258 1.1283 0.9929
η = 5 文献[3] 28.4662 0.8227 1.6162 0.9849
η = 5 单变量 31.2086 0.7533 0.9543 0.9948

5 结结结论论论(Conclusions)
构建能体现多组序列内部关系的模型结构,以便

深入掌握复杂系统的行为,进行有效预测是本文的
主要研究目的. 结合PCA和神经网络方法,对多元变
量序列进行建模和预测,结果说明:

1) 主成分分析方法重构多元变量输入状态相空
间,可以避免嵌入维数等参数的计算,建立有效的网
络输入输出样本对. 建立初始嵌入延迟窗时,同时考
虑序列状态间的线性和非线性关系,使输入向量能

够包含充分的预测信息;
2) 仿真结果说明多个变量联合信息的输入可能

改善网络的预测性能, 尤其是中、长期预测的精度
可以得到提高, 为多元变量时间序列研究提供了一
条新的思路.
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