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基基基于于于观观观测测测器器器的的的轮轮轮式式式移移移动动动机机机器器器人人人路路路径径径跟跟跟踪踪踪控控控制制制

马保离

(北京航空航天大学七研,北京 100083)

摘要:研究基于状态观测器的轮式移动机器人的路径跟踪控制问题.首先简要回顾了基于状态反馈的移动机器
人的路径跟踪控制问题;进而通过适当的状态变换将移动机器人模型转换为合适的形式,并在移动机器人的位置可
以测量的情况下设计了一种可保证状态观测误差指数收敛的状态观测器;最后结合状态反馈路径跟踪控制器和所
设计的观测器得到了一种基于观测器的路径跟踪控制器,该控制器可以保证移动机器人的运动轨迹指数收敛到期
望路径上. 仿真结果证实了所提出的基于观测器的路径跟踪控制器的有效性.
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Observer-based path following control of wheeled mobile robots
MA Bao-li
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Abstract: The observer-based path following control problems are investigated in this work. Firstly, the state feedback
path following control is reviewed briefly. Secondly, by converting the model of mobile robots to an advantageous form,
an exponential convergence state observer is constructed based on position measurements. Furthermore, an observer-based
path following control law is obtained by combining the state feedback control law and the proposed state observer, guaran-
teeing exponential convergence of the state trajectory to the desired path. Finally, simulation results show the effectiveness
of the proposed observer-based path following control law.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来, 轮式移动机器人的控制问题得到了广

泛深入的研究,但这些研究大都假定机器人的状态
是可以直接测量的. 当机器人的状态不可直接测量
时,需要设计基于测量输出的输出动态反馈控制器,
其中基于状态观测器的控制器是输出动态反馈控制

器的一种常见形式. 已有一些文献研究轮式移动机
器人的状态观测器设计问题和输出反馈控制问题.
文[1]给出了根据移动机器人相对已知直线的距离
估计自身位姿的状态观测器;文[2]给出了根据移动
机器人的运动方向和其相对两个固定参考点的位置

向量的夹角来估计机器人位姿的局部渐近状态观测

器;文[3]给出了一种估计机器人前轮转角的滑动模
态估计器. 针对非完整链式系统, 文[4, 5]给出了基
于输出动态反馈的非连续指数镇定算法. 文[6]给出
了一种基于观测器的移动机器人轨迹跟踪控制器.

本文研究基于观测器的轮式移动机器人的路径

跟踪控制器设计问题.首先简要回顾了基于状态反

馈的轮式移动机器人的路径跟踪控制问题,然后给

出了一种根据机器人的位置测量估计机器人姿态和

线速度的全局指数收敛状态观测器,最后结合该观

测器和基于状态反馈的移动机器人路径跟踪控制律

得到了一种基于观测器的路径跟踪控制律,该控制

律可以保证路径跟踪误差的局部指数收敛.

2 基基基于于于状状状态态态反反反馈馈馈的的的路路路径径径跟跟跟踪踪踪控控控制制制(Path fol-
lowing control based on state feedback)
考虑图1所示轮式移动机器人系统,其中机器人

车身两侧的左右轮可以独立驱动, XOY为惯性坐标

系, P为两驱动轮连线的中点, 其在XOY坐标系中

的坐标为(x, y), θ为机器人车身方向相对正X 轴的

转角. 假定车轮无侧滑、变形等影响因素,则轮式移
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动机器人的运动学方程可以表示为

ẋ = u1 cos θ, ẏ = u1 sin θ, θ̇ = u2, (1)

其中u1, u2分别表示机器人的运动线速度和角速度,
可以由两驱动轮的运动角速度唯一确定.

图 1 轮式移动机器人

Fig. 1 Wheeled mobile robot

设机器人所要跟踪的期望几何路径为h(x, y) =
0, 并假定u1为非零常数, u2 为控制变量, 则轮式
机器人的几何路径跟踪控制问题为: 设计反馈
控制律u2 = u2(x, y, θ, u1)使得系统(1)的闭环轨
迹(x(t), y(t), θ(t))满足




lim
t→∞

h(x, y) = 0,

lim
t→∞

ḣ(x, y) = hxu1 cos θ + hyu1 sin θ = 0,
(2)

其中: hx =
∂h(x, y)

∂x
, hy =

∂h(x, y)
∂y

.

注注注 1 式(2)中的第1个条件 lim
t→∞h = 0保证机器

人的位置收敛到期望的路径上, 第2个条件 lim
t→∞ ḣ =

hxu1 cos θ + hyu1 sin θ = 0保证机器人的运动方向收敛

到期望几何路径的切线方向[7].

定义h(x, y)为输出,则路径跟踪问题就转化为输
出调节问题,并可以由输入–输出反馈线性化方法来
解决.
首先对h(x, y)求导两次可以得到

ḧ = f(x, y, θ, u1) + g(x, y, θ, u1)u2, (3)

其中:



f(x, y, θ, u1)=(hxx cos2 θ + hyy sin2 θ+

2hxy sin θ cos θ)u2
1,

g(x, y, θ, u1)=(−hx sin θ + hy cos θ)u1,

hxx =
∂hx

∂x
, hyy =

∂hy

∂y
, hxy =

∂hx

∂y
.

(4)

由式(3)可得到基于输入–输出反馈线性化的路
径跟踪控制律为

u2 =
1

g(x, y, θ, u1)
(−f(x, y, θ, u1)−k2ḣ−k1h), (5)

其中k1 > 0, k2 > 0.

将式(5)代入式(3)得到闭环系统方程为

ḧ + k2ḣ + k1h = 0, (6)

因此h(x, y), ḣ(x, y) 均指数趋于零, 即上述控制律
不仅可以保证机器人的位置收敛到期望的路径上,
而且可以保证机器人的运动方向收敛到期望路径的

切线方向.
注注注 2 状态反馈跟踪控制器(5)有效的条件是

g(x, y, θ, u1) 6= 0. 可以证明[7]: 当移动机器人的初始状

态在期望路径附近时, 即h(x, y), ḣ(x, y) 足够小时, 条件

g(x, y, θ, u1) 6= 0可以得到保证. 因此控制律(5)是一种局部

指数收敛路径跟踪控制器.

注意控制律(5)不仅用到了系统的所有状态变
量(x, y, θ), 而且还用到了定常线速度量u1. 当这些
量不能直接测量时,无法直接应用控制律(5),需要根
据测量输出设计输出动态反馈控制器. 输出动态反
馈控制器的一种主要形式为基于状态观测器的输出

动态反馈,即首先根据测量输出设计状态观测器估
计系统的状态,然后用估计的状态代替真实状态得
到输出动态反馈控制器.

3 观观观测测测器器器设设设计计计(Observer design)
3.1 观观观测测测器器器设设设计计计问问问题题题的的的描描描述述述(Formulation of ob-

server design problem)
现有的轮式机器人的位姿一般由机器人两驱动

轮的转动速度积分得到,但这种方法会产生积累误
差. 消除积累误差的方法很多,其中一种是直接测量
机器人的位置(x, y),并由位置测量值估计机器人的
姿态θ. 测量机器人位置的方法有很多,例如可以利
用两个固定在已知位置的声纳或激光测距仪测量机

器人相对测距仪的距离来确定机器人的位置.
给定(x, y)的测量值, 并假定u1为非零常数,

即u̇1 = 0, u1(0) 6= 0,则如果动态系统




ż = α(z, x, y),

θ̂ = β(z, x, y),

û1 = γ(z, x, y),

(7)

使得

lim
t→∞

(θ − θ̂) = 0, lim
t→∞

(u1 − û1) = 0.

则称动态系统(7)为轮式机器人系统(1)的一个渐近
状态观测器;进一步,如果动态系统(7)使得∥∥∥∥∥

(
θ(t)−θ̂(t)
u1−û1(t)

)∥∥∥∥∥6β1

∥∥∥∥∥

(
θ(0)−θ̂(0)

u1(0)−û1(0)

)∥∥∥∥∥ e−β2t,

其中β1, β2为正常数, 则称动态系统(7)为系统(1)的
一个渐近指数状态观测器.
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3.2 能能能观观观测测测性性性(Observability)
轮式机器人系统(1)是一个非线性系统, 非线性

系统的能观测性有很多定义,本文不讨论这些严格
定义,只给出一种全局能观测的直观定义.
定定定义义义 1 对于一个非线性系统, 若可以根据输

入、输出及其导数的信息全局唯一地确定系统的所

有状态,则称该非线性系统是全局能观测的.
为了应用上述定义判断系统(1)的能观测性, 考

虑到u1为非零常数,可以将系统(1)等价地表示为{
ẋ = u1 cos θ, ẏ = u1 sin θ, θ̇ = u2,

u̇1 = 0(u1(0) 6= 0).
(8)

系统(8)的量测输出为(x, y) , 由 ẋ = u1 cos θ,
ẏ = u1 sin θ可知, (θ, u1)可以由(ẋ, ẏ)唯一地表示为

θ = arctan 2(ẏ, ẋ),

u1 = ẋ cos(θ) + ẏ sin θ,

因此系统(8)为全局能观测的.

3.3 状状状态态态观观观测测测器器器的的的设设设计计计(State observer design)
虽然当(x, y)可量测时系统(1)是全局能观测的,

但是其观测器的设计问题并没有解决. 本小节给出
一种渐近指数观测器.
由于(θ, u1)可以由(ẋ, ẏ) 唯一确定. 因此关

于(θ, u1) 的观测器设计问题可以等价为关于(ẋ =
u1 cos θ, ẏ = u1 sin θ)的观测器设计问题.
为了得到(ẋ, ẏ) 的估计, 对方程 ẋ = u1 cos θ,

ẏ = u1 sin θ 两边求导并利用θ̇ = u2, u̇1 = 0
得到 {

ẍ = −u1u2 sin θ = −ẏu2,

ÿ = u1u2 cos θ = ẋu2.
(9)

令z1 = x, z2 = ẋ = u1 cos θ, z3 = y, z4 = ẏ =
u1 sin θ, 则可得到关于新状态(z1, z2, z3, z4)的方程
为 




ż1 = z2,

ż2 = −z4u2,

ż3 = z4,

ż4 = z2u2.

(10)

定定定理理理 1 设(z1, z2)可量测,则系统(10)的一个关
于(z2, z4)的一个渐近指数状态观测器为




˙̄z2 = −(z̄4 + L4z3)u2 − L2(z̄2 + L2z1),
˙̄z4 = −(z̄2 + L2z1)u2 − L4(z̄4 + L4z3),

ẑ2 = z̄2 + L2z1,

ẑ4 = z̄4 + L4z3,

(11)

其中ẑ2, ẑ4分别为z2, z4的估计值, L2, L4为正常数.

证证证 方程(11)可以等价地表示为{
˙̂z2 =−ẑ4u2+L2(ż1−ẑ2)=−ẑ4u2+L2(z2−ẑ2),
˙̂z4 = ẑ2u2+L4(ż3−ẑ4)= ẑ2u2+L4(z4−ẑ4).

(12)

令e2 = z2 − ẑ2, e4 = z4 − ẑ4,则由式(10)(12)可得到
观测器误差方程为

ė2 = −e4u2 − L2e2, ė4 = e2u2 − L4e4. (13)

令 V = 0.5(e2
2 + e2

4),则 V̇ = −L2e
2
2 − L4e

2
4 6

−2c1V , 其中 c1 = min{L2, L4}. 因此 V 6
V (0)e−2c1t,即∥∥∥∥∥

(
e2

e4

)∥∥∥∥∥ 6
∥∥∥∥∥

(
e2(0)
e4(0)

)∥∥∥∥∥ e−c1t,

所以观测器(11)是系统(10)的一个渐近指数状态观
测器.
证毕.
由(ẑ2, ẑ4)可以得到(θ, u1)的估计为

θ̂=arctan 2(ẑ4, ẑ2), û1 = ẑ2 cos θ̂+ẑ4 sin θ̂. (14)

由于(ẑ2, ẑ4) 指数收敛到(z2, z4), 因此(θ̂, û1) 也
指数收敛到(θ, u1).

4 基基基于于于观观观测测测器器器的的的路路路径径径跟跟跟踪踪踪控控控制制制器器器(Observer-
based path following controller)
将基于状态反馈的路径跟踪控制器(5)中的真实

状态用估计状态代替可得到基于观测器的路径跟踪

控制器为

u2 =
1
ĝ
(−f̂ − k2

ˆ̇
h− k1h), (15)

其中k1, k2为正常数,



f̂ = f(x, y, θ̂, û1) =

(hxx cos2 θ̂ + hyy sin2 θ̂ + 2hxy sin θ̂ cos θ̂)û2
1 =

hxxẑ
2
2 + hyyẑ

2
4 + 2hxyẑ2ẑ4,

ĝ = g(x, y, θ̂, û1) =

(−hx sin θ̂ + hy cos θ̂)û1 =

− hxẑ4 + hyẑ2,

ˆ̇
h = hxû1 cos θ̂ + hyû1 sin θ̂ =

hxẑ2 + hyẑ4.

(16)

式(11)和(15)共同组成基于观测器的输出动态反馈
路径跟踪控制器. 由式(11)(15)和(10)可导出闭环路
径跟踪误差方程为

ḧ = g/ĝ(−f̂ − k1h− k2
ˆ̇
h) + f =

−k1 (1 + ḡ/ĝ) h− k2 (1 + ḡ/ĝ) ḣ + r, (17)



第 5期 马保离: 基于观测器的轮式移动机器人路径跟踪控制 759

其中



ḡ = g − ĝ = hye2 − hxe4,

f̄ = f − f̂ =

hxx(z2
2−ẑ2

2)+hyy(z2
4−ẑ2

4)+2hxy(z2z4−ẑ2ẑ4),

ḣ− ˆ̇
h = hxe2 + hye4,

r = f̄ + k2(ḣ− ˆ̇
h) + ḡ/ĝ(−f̂ − k2(ḣ− ˆ̇

h)).
(18)

结合状态观测器误差方程(13)可以得到整个闭
环系统方程为




φ̇1 = φ2,

φ̇2 =−k1(1+ḡ/ĝ)φ1−k2(1+ḡ/ĝ)φ2+r,

ė2 = −e4u2 − L2e2,

ė4 = e2u2 − L4e4,

(19)

其中: φ1 = h, φ2 = ḣ.
为了证明上述系统的轨线收敛到期望的几何路

径上, 即 lim
t→∞

φ1 = 0, lim
t→∞

φ2 = 0, 需要用到以下引

理.
引引引理理理 1 假定集合Ω1 = {x, y, θ, e2, e4 : φ =

0, e = 0}内的所有点均满足h2
x + h2

y > 0,则存在ε >

0使得集合Ω2 = {x, y, θ, e2, e4 : ‖φ‖2 6 ε, ‖e‖2 6
ε} 内的所有点均满足ĝ = g(x, y, ẑ2, ẑ4) 6= 0. 其
中φ = col(φ1, φ2), e = col(e2, e4) .
证证证 对于集合Ω1内任意一点(x, y, θ, 0, 0)有

ĝ = g = hyz2 − hxz4,

φ2 = ḣ(x, y, z2, z4) = hxz2 + hyz4 = 0,

因此

ĝ2 = ĝ2+φ2
2 =(h2

x+h2
y)(z

2
2 +z2

4)=(h2
x+h2

y)u
2
1 >0.

由函数ĝ对其自变量的连续性可知,存在关于集
合Ω1 内的点(x, y, θ, 0, 0)的一个邻域使得在该邻域
内有ĝ2 > 0. 由于(x, y, θ, 0, 0)是集合Ω1内的任意一

点,因此存在关于集合Ω1的一个邻域使得在该邻域

内有ĝ2 > 0. 选择充分小的ε > 0使得集合Ω2属于该

邻域,即可保证在Ω2内有ĝ2 > 0,即ĝ 6= 0.
证毕.
应用引理1即可证明以下定理.
定定定理理理 2 假定函数h(x, y)满足:
1) h2

x + h2
y > 0, ∀(x, y) ∈ {x, y : h(x, y) = 0};

2) hx, hy, hxx, hyy, hxy的模均以(x, y)的多项式

函数为上界. 则当

∥∥∥∥∥
φ(0)
e(0)

∥∥∥∥∥ 充分小时, φ(t)指数收敛

到零.
证证证 由系统方程 ẋ = u1 cos θ, ẏ = u1 sin θ知,

|x(t)| 6 |x(0)| + |u1|t, |y(t)| 6 |y(0)| + |u1|t,

结合定理条件(2)知, hx, hy, hxx, hyy, hxy的模均

以 t 的多项式函数为上界. 由条件(1)和引
理1知 ĝ 6= 0,∀(x, y, θ, φ1, φ2) ∈ Ω2. 由于‖e(t)‖ 6
‖e(0)‖e−c1t,因此存在常数c2 > 0, 0 < c3 < c1, c4 >

0使得|ḡ/ĝ| 6 c2‖e(0)‖2e−c3t, |r| 6 c4‖e(0)‖2e−c3t.
闭环系统(19)的前两个方程可以写成以下线性

稳定系统加扰动的形式:

φ̇ = (A1 + A2(t))φ + R(t), (20)

其中: 



A1 =

[
0 1
−k1−k2

]
,

A2(t) =


 0 0

−k1

ḡ

ĝ
− k2

ḡ

ĝ


 ,

R(t) =

[
0

r(t)

]
.

(21)

由于A1 为Hurwitz阵, A2(t), R(t)均指数收敛到
零, 因此根据扰动系统的稳定性理论(参见文献[8]
9.3节)可知, φ(t)也指数收敛到零且满足‖φ(t)‖2 6
ρ(‖e(0)‖2)γ(‖X(0)‖2)e−c4t, 其中c4 > 0, X(0) =
(φT(0), eT(0))T, γ(·)为其自变量的K类函数, ρ =
ek5‖e(0)‖2 , k5 > 0. 为了保证系统轨线保持在Ω2内,
X(0), e(0) 应满足(注意‖e‖2 6 ‖e(0)‖2e−c1t):
ρ(‖e(0)‖2)γ(‖X(0)‖2) 6 ε, ‖e(0)‖2 6 ε,
即‖X(0)‖2 6 γ−1(ε/ρ(ε)), ‖e(0)‖2 6 ε. 因

此当‖X(0)‖2 6 min{γ−1(ε/ρ(ε)), ε} 时可以保
证∀t > 0有‖φ(t)‖2 6 ε, ‖e(t)‖2 6 ε, 即当机器人
的初始跟踪误差和观测器的初始估计误差均充分小

时可以保证机器人的状态轨线保持在集合Ω2内(从
而保证ĝ 6= 0,∀t > 0)且指数收敛到零.
证毕.
注注注 3 定理2的条件(1)是非限制性的, 当h(x, y) =

0为非退化曲线(不是一个点)时,条件(1)总能满足.

注注注 4 当h(x, y)为多项式函数时,定理2的条件(2)自

动满足. 考虑到任意光滑函数h(x, y)都可以由多项式

函数来任意逼近, 因此当h(x, y)不满足条件(2)时, 可以

用一个多项式函数hp(x, y)逼近h(x, y), 然后通过跟踪路

径hp(x, y) = 0就可以实现对期望路径h(x, y) = 0的近似跟

踪.

5 仿仿仿真真真(Simulation)
设u1 = 1, 期望几何路径为圆心在(0, 0)、半径

为1的圆, 即f(x, y) = x2 + y2 − 1,该函数显然满
足定理2的两个条件. 控制器和观测器的增益系数
取为: k1 = 1, k2 = 2, L2 = 2, L4 = 2. 仿真结
果如图2、图3所示. 可以看出机器人的状态估计误
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差e2(t), e4(t)指数收敛到零,机器人的几何运动轨迹
指数收敛到期望的几何路径上.

图 2 状态估计误差

Fig. 2 State Estimation Error

图 3 几何轨迹

Fig. 2 Geometric trajectory

6 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了基于状态观测器的轮式移动机器人

的路径跟踪控制问题,得到以下结果:
1) 构造了一种基于轮式移动机器人位置测量的

渐近指数状态观测器.
2) 将所构造的状态观测器应用于轮式机器人的

路径跟踪控制,得到了一种基于观测器的输出动态
反馈路径跟踪控制律,该控制律在适当的假设下可

以保证路径跟踪误差的局部指数收敛.
本文所构造的渐近指数观测器需要假定机器人

的运动线速度为未知常数, 不能直接用于移动机器
人的轨迹跟踪和镇定, 还需要研究运动线速度为时
变时移动机器人的观测器设计问题.
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