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摘要:为了增强迭代学习控制的鲁棒性,加快学习过程的收敛速度,而又不过多地依赖于系统内部信息,本文基
于向量图分析思路,利用输入空间的向量构造三角形修正结构,得到了一种新的迭代学习控制算法. 该算法根据跟
踪误差的大小,调节输入控制量在三角形的一条边上滑动,在跟踪误差较大时,算法能找到控制期望的大致位置并
加速收敛,在跟踪误差较小时,能将控制量稳定在其期望的很小邻域内,理论上证明了该邻域直径大小为跟踪误差
的二阶无穷小. 数值仿真结果说明了它的有效性和优越性.
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Iterative learning control algorithm based on vector plots analysis
and its robustness
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Abstract: Based on vector plot analysis method, a new ILC(iterative learning control) algorithm is proposed by con-
structing triangle amending structure in the input vector space. The algorithm can enhance the ILC robustness and accelerate
the convergence of learning process by adjusting the control input to slide along an edge of the triangle, based on the norm
of tracking error. When the tracking error is comparatively large, the algorithm can locate an appropriate position for con-
trol input expectation and then accelerate the convergence. If the tracking error is comparatively small, the algorithm can
restrict the control input in a very small neighborhood of its expectation with a diameter being the second order infinitesimal
of tracking error. Numerical simulations show its effectiveness and advantage.
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1 引引引言言言(Introduction)
迭代学习控制是智能控制中具有严格数学描述

的一个分支,由于其简单性和有效性,长期以来倍受

人们青睐. 1984年Arimoto等人[1] 首次提出了最简单

的D型算法:

uk+1(t) = uk(t) + Γ ėk(t). (1)

其中: k为迭代次数, Γ为常数增益矩阵. ek(t)为输
出误差ek(t)=yd(t)−yk(t)的导数信号,从此开始了

迭代学习控制的广泛研究.由于求导运算降低了系

统抑制噪声的能力, Arimoto等[2]又提出了P型算法:

uk+1(t) = uk(t) + Γek(t). (2)

相继出现的还有PI型[3], PD型[4], 一般来讲它们都
是PID型[5]的特例,虽然目前在学习算法的研究上取
得了丰硕成果,但大都属于是这种线性结构,如高阶
迭代学习算法[6],带遗忘因子的迭代学习算法[7]等.
文献[8]提出了一种用几何理论研究迭代学习控

制算法的新思路,给出了一种快速收敛算法,相继还
有其它构图方法[9,10],但算法构造上都比较复杂,必
须针对不同的向量组合分别讨论,并且仅从提高收
敛速度的角度来考虑.然而,实际系统中存在不同类
型的扰动,所以迭代学习控制鲁棒性研究也是一个
热点,如基于PID结构[7,11∼14]的算法,但该类收敛条
件苛刻而繁多,且只是研究算法是否鲁棒,没给出改
进. 也有的引进先进智能策略来提高鲁棒性,但依赖
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系统模型,针对性太强,附加条件太多. 本文基于向
量图分析,同时考虑鲁棒性和收敛速度,构造非线性
结构学习算法. 本算法既保证收敛性和收敛速度,又
使跟踪误差中所包含的扰动得到有效抑制,从而改
善跟踪性能.

2 向向向量量量图图图分分分析析析及及及新新新算算算法法法提提提出出出(Analysis of
vector chart and new algorithm )
考虑被控系统: (t ⊂ [0, T ]){
ẋk+1(t) = f(xk(t) + ξk,uk(t), t),

yk(t) = C(xk(t) + ξk, t) + B(t)uk(t) + ηk.
(3)

其中: k为迭代次数. xk(t) ∈ Rn×1,yk(t) ∈ Rm×1,
uk(t) ∈ Rr×1,分别是系统k次运行的状态, 输出和
控制量. ξk是持续状态扰动, ηk是输出量测误差.
f, C, B为相应维数的矩阵算子和向量. 不失一般
性, ‖B(t)‖ < B有界, f, C满足局部Lipschitz条件:




‖f(x1,u1, t)− f(x2,u2, t)‖ 6
Lf (‖x1 − x2‖+ ‖u1 − u2‖),
‖C(x1, t)−C(x2, t)‖ 6 Lc‖x1 − x2‖,

(4)

ξk,ηk 以及初始状态xk(0)满足: ‖ξk+1 − ξk‖ =
∆ξk6 dξ, ‖ηk+1 − ηk‖ = ∆ηk 6 dη,‖xk+1(0) −
xk(0)‖ = ∆xk(0) 6 d0. 要求系统输出在 t ∈
[0, T ] 上跟踪期望轨迹 yd(t). 取 ek(t) = yd(t) −
yk(t), 以上范数均为Euclid范数, 基于时变P型算法,
用输入空间向量构造几何修正结构:
通过图1分析得新算法为uk+1(t) = uk(t) +

ēk(t), 其中uk(t)为k次运行控制量, Γek(t)是P型算
法控制修正量, ēk−1(t)是uk−1(t)到uk(t)的实际修
正量, 过D点作

−→
AC的垂线

−−→
DB, 4DBC为直角三角

形. 如果把uk+1(t)调节到B点, 则
−−→
DB为ēk(t). 这

样第k次调节量‖ēk(t)‖ < ‖ēk−1(t)‖, 且‖ēk(t)‖ <

‖Γek(t)‖, 如果依次构造修正序列{‖ēk(t)‖}, 则该
序列无条件递减, 因为序列的相邻项大小总是同
一个直角三角形的边长, 且前一项是斜边, 总是
大于直角边. 控制修正量将无条件减弱, 有扰动
时, 扰动效应对控制量的影响也将被无条件减弱,
当控制的初始值在期望的很小邻域内时, 算法能
很快找到最优控制点. 当然也可能相邻的两次修
正量相等, 即4DBC没有构成直角三角形, 但可
以认为, 这种情况在实际控制过程中是小概率事
件. 然而纯粹的这种修正策略, 对Γek(t)的方向依
赖性太大, 当初始控制偏差较大时, 可能使控制
量在离其期望点很远的地方陷入死循环. 引入伸
缩因子e−‖ek(t)‖2把uk+1(t)调节到F点,使其在

−−→
BC上

滑动, 就能克服这一缺陷, 同时能体现文献[10]的
速度修正思想, 即‖ēk(t)‖ < ‖Γek(t)‖, 有利于序

列{‖uk(t)‖}迅速收敛,可构造学习律:

uk+1(t) = uk(t) + Γ (t)ek(t)−
e−‖ek(t)‖2 A TΓ (t)ek(t)A

‖A ‖2 . (5)

其中: A = (ēk−1(t) + Γ (t)ek(t)), ‖Γ (t)‖ 6 Γ有

界,并设αk = e−‖ek(t)‖2 . 在大范围寻优时,上式相当
于P型算法带一个附加项,用以提高收敛速度;小范
围内,右端后两项为ēk(t),体现三角修正结构,着重
提高抗扰动能力.

图 1 算法分析图

Fig. 1 Algorithm analysis figure

3 收收收敛敛敛性性性证证证明明明及及及鲁鲁鲁棒棒棒性性性分分分析析析(Convergence of
new algorithms and its robustness analysis)
定定定义义义 1 算子f : [0, T ] → Rn的λ范数[15]为:

‖f‖λ = sup
t∈[0,T ]

{‖f(t)‖e−λt}.
定定定理理理 1 在系统(3)中采用学习律(5),若参数满

足

1) ‖I −B(t)Γ (t)‖ = ρ < 1, (6)

2) f, C, B是一一对应的确定性算子.
且扰动和量测误差为随机有界, 则‖ek(t)‖一致

有界,控制量稳定区域的直径是‖ek(t)‖邻域半径的
二阶无穷小. 若扰动和测量误差为重复或渐近重复,
控制量和输出都能收敛于各自的期望.
证证证 (固定时刻t,略去时间的表述).

ek+1 =ek − (yk+1 − yk) =

ek−[C(xk+1+ξk+1)−C(xk+ξk)]−
B(t)[uk+1−uk]−(ηk+1−ηk), k = 1, 2, · · · ,

(7)

由学习律(5)代入上式,两边取范数得

‖ek+1‖6‖I−BΓ ‖‖ek‖+Lc‖xk+1−xk‖+· · ·+
Lc∆ξk + ∆ηk + αkBΓ‖ek‖,

所以

‖ek‖6ρ‖ek−1‖+Lc‖xk−xk−1‖+Lc∆ξk−1+

· · ·+ ∆ηk−1 + αk−1BΓ‖ek−1‖. (8)
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以下对‖xk − xk−1‖进行估计,由式(3)得

‖xk − xk−1‖6 ‖xk(0)− xk−1(0)‖+ · · ·+w t

0
‖f(xk + ξk,uk, t)−

f(xk−1 + ξk−1,uk−1, t)‖dt,

所以

‖xk−xk−1‖6∆xk−1(0)+
w t

0
Lf (‖uk−

uk−1‖+‖xk−xk−1‖+∆ξk)dt. (9)

根据向量图分析知‖uk − uk−1‖ 6 Γ‖ek−1‖, 结合
Bellman-Gronwall引理,变换式(9)得

‖xk − xk−1‖ 6

∆xk(0)eLf t+LfeLf t
w t

0
(Γ‖ek(s)‖+∆ξk)ds. (10)

将式(10)代入式(8), 又因为‖ek(t)‖ > 0, 所以

‖ek(t)‖ 6
w t

0
‖ek(t)‖ds, t ∈ [0, T ], 同样代入式(8),

变换得

‖ek‖6ρ‖ek−1‖+Lc∆xk−1(0)eLf t+Lc∆ξk−1+

∆ηk−1 + LfLceLf t
w t

0
∆ξk−1ds +

(LfLcΓ eLf t+αk−1BΓ )
w t

0
‖ek−1(s)‖ds. (11)

令: hk−1 = LfLcΓ eLf t + αk−1BΓ ; mk−1 =

Lc∆ξk−1+∆ηk−1+Lc∆xk−1(0)+LfLc

w t

0
∆ξk−1ds,

两边乘以e−λt(λ > Lf )取范数得

‖ek‖λ 6 ρ‖ek−1‖λ + mk−1 + · · ·+
hk−1 sup

t∈[0,T ]

(e−λt
w t

0
‖ek−1(s)‖ds), (12)

所以

‖ek‖λ 6ρ‖ek−1‖λ + mk−1 + hk−1 ·
sup

t∈[0,T ]

(
w t

0
e−λ(t−s) sup

s∈[0,T ]

(‖ek−1(s)‖e−λs)ds)6

ρ‖ek−1‖λ+mk−1+hk−1

1−e−λT

λ
‖ek−1‖λ.

(13)

因为ρ < 1, 设ρ1 = ρ + hk−1

1− e−λT

λ
, hk−1有界,

当λ充分大时,有ρ1 < 1,上式可化为

‖ek‖λ 6 ρ1‖ek−1‖λ + mk−1. (14)

因为mk−1有上界m∞ = Lcdξ + dη + Lcd0 +
LfLcTdξ, 易知 lim

k→∞
‖ek(t)‖λ = ‖e∞‖λ存在, 上式

取极限

‖e∞‖λ 6 m∞
1− ρ1

,

再由λ范数的定义知

‖e∞‖ 6 m∞
1− ρ1

eλT . (15)

当扰动和误差随机有界时, ‖ek(t)‖一致有界, 且其
上界为扰动和误差界的线性组合.当扰动和误差重
复或渐近重复时, ‖ek(t)‖收敛到任意精度.
证毕.
以下分析本算法对‖uk(t)‖的改进程度:只讨论

扰动信号随机有界的情况.
设

g(ēk−1, ek) =

ēk−1− (ēk−1+Γek)Tēk−1(ēk−1+Γek)
‖ēk−1 + Γek‖2 . (16)

由学习律变形得

uk+1−uk =(1−αk)Γek−αkg(ēk−1, ek), (17)

由式(18)两边取范数且平方有

‖uk+1−uk‖2=[(1−αk)Γek−αkg(ēk−1, ek)]ᵀ ·
[(1−αk)Γek−αkg(ēk−1, ek)] .

所以

‖uk+1−uk‖2=−2αk(1−αk)g(ēk−1, ek)ᵀΓek+(1−
αk)2‖Γek‖2+α2

k‖g(ēk−1, ek)‖2 6
(1−αk)2‖Γek‖2 + 2αk(1−
αk)‖g(ēk−1, ek)‖‖Γek‖+

(‖ēk−1‖2− ((ēk−1 + Γek)ᵀēk−1)2

‖ēk−1 + Γek‖2
).

(18)

设向量ēk−1(t)与向量ēk−1(t) + Γek(t)的夹角为
γk(0 6 γk 6 π),由向量图分析知

‖ēk−1‖2− ((ēk−1+Γek)ᵀēk−1)2

‖ēk−1+Γek‖2
=‖ēk−1‖2 sin2(γk),

且

‖g(ēk−1, ek)‖ 6 ‖Γek‖.
当‖ek(t)‖在零的很小邻域内时, 由1 − αk <

‖Γek(t)‖2所以式(18)可化为

‖uk+1 − uk‖2 6 ‖Γek(t)‖6 + 2αk‖Γek(t)‖4 +

‖ēk−1‖2 sin2(γk). (19)

在实际控制过程中γk为闭区间[0, π]内的随机量,可
以认为γk =

π

2
的概率为零,由式(19)得

‖uk+1 − uk‖ 6√
‖Γek(t)‖6+2αk‖Γek(t)‖4

cos2(γk)
∼ o(‖ek‖2). (20)

当系统趋近稳定态时,可认为‖uk+1 − uk‖的上
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界为控制量波动范围的直径. 又因系统中f, C,B

为一一的, 输出不同则输入不等. 当误差全部消除
时,该算法使系统能完全跟踪期望轨迹,但有重复或
渐近重复的扰动和误差时, 系统也能完全跟踪期望
轨迹,因此这两种情况下的输入肯定不同,说明本算
法能对重复和渐近重复的扰动和误差生成补偿,从
而只有随机扰动才是跟踪误差和控制量波动的原

因.同时也说明控制量的实际期望不一定就是无任
何扰动情况下的期望控制ud. 正如算法对(渐近)重
复扰动生成补偿一样, 也能给随机扰动的期望生成
补偿.容易分析,如期望Eψ(ψ ∈ {ξ,η,x(0)})存在,
则ψk = Eψ + σψ, σψ与ψ 同分布但期望为零. 其
中Eψ可视为重复性扰动, ψk代入mk中知Eψ 将不

影响跟踪误差邻域的大小, 说明在控制量中必然生
成了补偿.所以稳定时仅σψ 影响‖ek‖的上界, 进而
影响uk 波动区域的大小. 由于σψ 是随机的,且系统
是一一的, 从式(20)可以看到: uk(t)波动范围的直
径是‖ek‖ 的二阶无穷小, 从而鲁棒性较传统PID型
学习律大大提高.

4 数数数值值值仿仿仿真真真比比比较较较(Numerical simulation and
comparison)
考虑如下的二维控制系统:{

ẋ(t) = Ax(t) + f(x(t)) + Bu(t),

y(t) = Cx(t) + Du(t).
(21)

其中:

A =

[
−2 3

0 1

]
,B =

[
1 1
0 1

]
,

C =

[
2 0
1 0

]
,D =

[
1 0
0 1

]
,

f(x(t)) =

[
sin(x1(t)x2(t))
cos(x1(t)+x2(t)

]
,h(t) =

[
h1(t)
h2(t)

]
,

h ∈ {x,y,u}. 初始状态和初始控制都为零, 期望

轨迹为yd =

[
5 sin(5t)

4t3

]
, Γ (t) =

[
1 0.5
0 1

]
,仿真时

间t ∈ [0, 2] s. 假设存在测量误差和状态扰动, P型算
法仿真中加入的扰动在[−0.05, 0.05]上均匀分布,算
法(5)仿真中加入的扰动在[−0.1, 0.1]均匀分布.
以上仿真结果中, 算法(5)在第13, 14, 15次迭代

的误差远小于P型算法17, 18, 19 次的迭代误差, 而
所加扰动幅度比P型算法大一倍, 说明算法(5)的收
敛速度和抗扰动能力同时提高了,进一步仿真中对
两种算法所加扰动都在[−0.1, 0.1]上分布,可以看到
算法(5)迭代18次基本收敛到容许范围, 而P型算法
则是发散的,进一步说明算法(5)抗扰动性显著提高.

图 2(a) 算法(2)跟踪正弦曲线

Fig. 2(a) Algorithm (2) tracking sinusoid

图 2(b) 算法(2)跟踪三次曲线

Fig. 2(b) Algorithm (2) tracking cubic curve

图 3(a) 算法(5)跟踪正弦曲线

Fig. 3(a) Algorithm (5) tracking sinusoid

图 3(b) 算法(5)跟踪三次曲线

Fig. 3(b) Algorithm (5) tracking cubic curve
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图 4 鲁棒性比较

Fig. 4 Robustness comparison

5 结结结束束束语语语(conclusion)
本文提出的算法意义在于: 1)容易对其它PID类

型算法进行改进,移植性较强,没有过多的附加收敛
条件; 2)对误差类型,系统类型没有过多限制,因为
在研究方法上仅抓住学习律这一环节, 符合迭代学
习控制对系统特征依赖性少的特点; 3)控制量波动
区域直径是跟踪误差的二阶无穷小,较传统的PID型
算法是一个提高. 并对重复或渐近重复的扰动有很
强的抑制能力; 4)运用伸缩因子αk = e−‖ek(t)‖2在一

个学习律下体现两种收敛特性, 误差较大时搜寻大
致收敛范围,伸缩因子项加快收敛速度,误差小时同
时抑制扰动; 5)跟文献[8∼10]相比,本文构图方法简
单, 所得算法在提高收敛速度的同时鲁棒性也显著
提高,且理论上证明了鲁棒性提高的程度,给出的收
敛条件也大大放宽.
但在证明过程中对向量方向效应方面存在近似

假设,对系统工作过程只是定性分析,严格的定量描
叙还有待进一步研究.算法的计算量有所增加.
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