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摘要:为了提高分布式一致性问题的收敛速度,减少节点间的通信成本,本文提出一种分布式一致性算法. 新算
法采用单跳通信,利用非邻接节点的前状态信息进行节点状态更新. 本文证明了在无向通信拓扑下新算法的一致
性收敛,并分析计算了新算法的通信量以及收敛速度的变化. 通过理论分析和仿真验证,结果表明新算法具有收敛
速度快,通信方式简单,通信量少,存在通信延时情况下通信数据不容易丢失等优点.
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Pseudo multi-hop relay distributed consensus algorithm
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Abstract: In order to accelerate the convergence rate of distributed consensus problems and reduce the communication
costs among nodes. A new distributed consensus algorithm with single-hop communication is presented. The new algorithm
makes use of the previous information of non-adjacent nodes to update the states of the nodes. We prove that the algorithm is
convergent under undirected topology, and calculate the communication volume and convergence rate of the new algorithm.
By analyzing and simulating on the new algorithm, the convergence rate of the new algorithm is higher, the communication
mode is simpler and the communication overload is less in the new algorithm, and communication data are not easy to lose
under communication time-delays.
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1 引引引言言言(Introduction)
多智能体(multi-agent systems)系统在许多领域

应用广泛,例如无人飞行器的协调控制[1–2]、队形控

制[3–4]、群集[5–6]、分布式传感器网络等[7–9]. 因此,
近年来, 多智能体系统的分布式一致性(distributed
consensus)问题已经引起许多研究人员的兴趣[10–16].

多智能体系统的分布式一致性问题, 是指在没
有中心协调器(central coordinator)或全局通信下,每
个智能体利用自身的状态和相互通信的邻近智能

体的状态进行状态更新, 最后所有智能体状态能达
到一个共同的输出值.通常情况下,多智能体的分布
式一致性是指分布式平均一致性(distributed average
consensus),即所有智能体状态最终达到每个智能体
初始状态的平均值.

从多智能体的初始状态开始到达到共同输出状

态所需要的时间多少, 即分布式一致性算法的收敛
速度, 是分布式一致性问题的一个重要研究内容,
特别是在大规模多智能体系统中. 文献 [17]根据谱

图论和拉普拉斯矩阵理论,指出分布式一致性收敛
速度由网络的拓扑结构和局部加权系数确定, 收
敛速度取决于网络拓扑图的代数连通性(algebraic
connectivity).

提高分布式一致性算法的收敛速度, 关键是提
高网络拓扑图的代数连通性. 目前, 提高分布式
一致性算法的收敛速度主要有优化网络拓扑结

构[13, 18–19]、优化加权系数[12]、以及节点间采用不同

通信方式[15, 20]等等[21–23]方法. 这些方法虽然很大程
度上提高了分布式一致性算法的收敛速度,但是也
存在一些不足. 优化网络拓扑结构,能大大提高网络
拓扑图的代数连通性, 但是对于已经给定的通信网
络拓扑结构则无能为力, 同时必须事先知道整个网
络拓扑结构; 优化加权系数方法必须事先知道整个
通信网络拓扑结构; 采用不同的通信方式的缺点是
必须采用特定的通信方式.

传统的分布式一致性算法,采用单跳通信. 节点
与邻接节点间在每个采样间隔只通信一次, 通过利
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用相互通信的邻接节点的状态来进行自身节点状态

的更新. 为了提高分布式一致性算法的收敛速度,文
献[20]提出多跳中继分布式一致性算法(以下简称多
跳算法), 该算法采用多跳中继通信(multi-hop relay
communication),利用非邻接节点的状态进行自身节
点状态的更新. 由于每个节点获得的其他节点信息
增加, 因此这种方法很大程度上提高了分布式一致
性算法的收敛速度. 但是, 多跳中继通信方式复杂,
特别是在大规模多智能体系统中. 多跳中继通信要
求每个采样间隔进行多次中继通信, 增加了通信要
求和通信成本;对中继点的通信负载较重;当存在通
信延时(time-delay),多跳中继通信延时累积,容易造
成通信数据的丢失.因此多跳算法在提高收敛速度
的同时,也增加了通信的复杂性和成本. 对于智能体
间通信存在限制的情况下,多跳算法的实用性不高.

基于上述分析, 本文提出一种新的分布式一致
性算法的离散表达形式,在不改变网络拓扑结构的
基础上,同传统分布式一致性算法一样采用单跳通
信,同时又像多跳算法一样利用非邻接节点的信息
来提高收敛速度.虽然新算法同传统分布式一致性
算法一样都采用单跳通信,但是由于利用了非邻接
节点的信息,因此收敛速度大大提高. 新算法与多跳
算法比较,虽然都是通过利用非邻接节点的信息来
提高收敛速度,而且收敛速度相当,但是新算法由于
采用单跳通信,因此减少了通信复杂性和通信成本.
同时通过对两种算法的通信量比较,发现新算法的
通信量大大减少. 新算法在利用非邻接节点信息以
及表达形式上与多跳算法有类似之处,为了方便起
见,本文称这种新算法为伪多跳中继分布式一致性
算法(以下简称伪多跳算法).

2 伪伪伪多多多跳跳跳中中中继继继分分分布布布式式式一一一致致致性性性算算算法法法(Pseudo
multi-hop relay distributed consensus algo-
rithm)
首先,介绍本文需要用到的一些相关概念. 无向

拓扑图G(V, E)代表多智能体系统的通信拓扑,节点
集V代表智能体, 边集E代表智能体之间的通信连

接. 设节点i, j ∈ V , 用(i, j) ∈ E表示边, 前后节点
分别称之为边的头与尾.同节点i相连,且头为i的边

数的和,称为节点i的出度;和节点i相连,且尾为j的

边数的和, 称为节点i的入度. 如果每个节点的出度
等于其入度,则称该图是平衡图. 无向图是平衡图.
路径是指某个有序节点集,其任意相邻的两个节点
所构成的边(i, j) ∈ E. 如果图G的任意两个节点间

都存在一条路径相连,两节点分别为路径的头与尾,
则图G是连通的. 对于节点i, 所有满足(i, j) ∈ E的

节点的集合称为i的邻接节点集, 用Ni表示节点i的

邻接节点集, 邻接节点集的元素为节点i的邻接节

点. A1 = {wij}(wij为边(i, j)的权重值), L1分别为

G(V, E)对应的加权邻接矩阵和拉普拉斯矩阵, 设
Ĝ(V, Ê)为二跳通信拓扑[20], A2 = {βil}, L2分别为

二跳通信拓扑的加权邻接矩阵和拉普拉斯矩阵:

L1 = ∆1 −A1, ∆1 = diag{
n∑

j=1

w1j, · · · ,
n∑

j=1

wnj},

A2 = {βil}, βil =





n∑
j=1

wijwjl, i 6= l,

0, i = l,

∆2 = diag{
n∑

l=1

β1l, · · · ,
n∑

l=1

βnl}, L2 = ∆2 −A2.

设网络总节点个数为n, Ni为i节点的邻接节点集,单
跳分布式一致性算法[17]可以写成:

ẋi(t) =− ∑
j∈Ni

wij(xi(t)− xj(t)), (1)

ẋ(t) =−L1x(t), (2)

其中xi(t)表示第i个智能体的状态:

x(t) = [x1(t) · · · xn(t)]T.

式(1)为第i个智能体的状态更新方程, 式(2)为整个
网络中智能体的状态更新方程的向量表达形式.

文献[20]根据多跳中继通信提出多跳算法:

ẋi(t) = − ∑
j∈Ni

wij{(xi(t)− xj(t)) +
∑

l∈Nj

wjl{(xi(t)− xl(t)) + · · · }}, (3)

Ni, Nj分别为i节点、j节点的邻接节点集. 式(3)利用
多跳中继通信,使节点i获得关于非邻接节点的信息.

本文提出伪多跳算法的一般离散形式,首先提出
伪二跳中继分布式一致性算法(以下简称伪二跳算
法),对于任意节点i:

xi(k + 1) =

xi(k)− ε
∑

j∈Ni

wij{(xi(k)− xj(k)) +

yj(k) +
∑

l∈Nj

wjl{(xi(k − 1)− xj(k − 1))}}, (4)

yi(k + 1) =
∑

j∈Ni

wij(xi(k)− xj(k)), (5)

其中ε为步长.从式(4)–(5)可以看出,
∑

j∈Ni

xj(k−1)信

息已经在k − 1时刻传送给节点i,并存储在节点i中.∑
j∈Ni

wij ,
∑

j∈Ni

∑
l∈Nj

wjl是常数信息,在整个过程中,只

要传递一次就行. 所以在k时刻节点i的邻接节点j传

送给节点i的信息只需要
∑

j∈Ni

xj(k),
∑

j∈Ni

yj(k)两信

息.而二跳算法,需要传输
∑

j∈Ni

xj(k),
∑

j∈Ni

∑
l∈Nj

xl(k)

信息.显然,伪二跳算法的通信量比二跳算法少. 以
任意连通拓扑图为例,设每个节点的度平均为a,即
每个节点平均有a个邻接节点, 则在伪二跳算法中,
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每个节点接到的信息包括a个邻接节点的状态信

息和a个邻接节点派生的y值信息, 共计2a个信息;
而二跳算法中每个节点接收到的信息包括a个邻

接节点状态信息和a2个二跳邻接节点的状态信息,
共计a2 + a个信息. 设网络节点的度平均为a = 2,
伪二跳算法比二跳算法通信量减少了33%;当a = 5,
则伪二跳算法比二跳算法通信量减少了67%;
当a = 10, 则伪二跳算法比二跳算法通信量减少
了超过80%. 同时,伪二跳算法中每个节点需要多计
算一个量即y值,因此伪二跳算法在通信负担减少的
同时, 计算量和存储量有所增加. 以任意连通拓扑
图为例, 设每个节点的度平均为a, 节点状态为m维

向量,根据式(3)–(5),伪二跳算法共计a2m3 + am次

乘法, 二跳算法共计a2m3次乘法, 当a = 2时, 如
果m = 3, 则伪二跳算法比二跳算法计算量增加
了6%左右,如果m = 5,则伪二跳算法比二跳算法计
算量增加了2%;当a = 5,如果m = 3,则伪二跳算法
比二跳算法计算量增加了2%左右,如果m = 5,则伪
二跳算法比二跳算法计算量增加了不足1%. 可以看
出,伪二跳算法计算量和存储量增加不多. 多智能体
基本上具有一定的计算能力和存储能力, 因此计算
量和存储量一定程度的增加, 对多智能体系统的影
响可以不考虑.

在上述基础上,本文提出伪多跳算法:

xi(k + 1) =

xi(k)− ε
∑

j∈Ni

wij{(xi(k)− xj(k)) +

yj(k) +
∑

l∈Nj

wjl{(xi(k − 1)− xj(k − 1)) +

yl(k − 1) +
∑

q∈Nl

wlq{(xi(k − 2)− xl(k − 2)) +

· · ·+ yr(k −m + 2) +
∑

s∈Nr

wrs(xi(k −m + 1)−

xr(k −m + 1))} · · · }}, (6)

yi(k + 1) =
∑

j∈Ni

wij(xi(k)− xj(k)). (7)

在式(6)–(7)的伪多跳算法中,每个节点把前m时

刻接收到的信息和自身信息发送给邻接节点. 根据
式(6)–(7)与式(3), 采用上述方法进行同样的分析比
较, 可以得出伪多跳算法的通信量比多跳算法大大
减少. 同时,伪多跳算法每个节点需要多计算一个量
即y值,因此,伪多跳算法在通信负担减少的同时,计
算量和存储量有所增加. 但增加量非常小,对整个多
智能体系统影响不大,可以不予考虑.当网络存在通
信延时的时候,从式(3)可以看出,多跳算法中的数据
在多跳中继通信中,延时会累积,容易造成传输数据
的丢失.

3 动动动态态态分分分析析析(Dynamic analysis)
设图G为无向拓扑图. 当图G连通, 邻接矩阵

A1, A2为对称矩阵, L1, L2为行和与列和都为0的
半正定对称矩阵, 因此有0 = λ1(L1) < λ2(L1) 6
· · · 6 λn(L1), 0 = λ1(L2) 6 λ2(L2) 6 · · · 6
λn(L2), 其中λi(L1), λi(L2)为对应矩阵的第i特征

值.通过下面定理来证明伪二跳算法的收敛性.

定定定理理理 1 当图G是无向连通图, 在初始条件
x(0) = x(−1)下,如果满足采样间隔

ε < min{ 1
λn(L2)

,
2

λn(L1)− λ2(L2)
,

3
λn(L1)

},

则伪二跳算法下各节点状态收敛到初始状态的平均

值.

证证证 当图G是无向连通图时, 根据式(4)–(5), 伪
二跳算法能写成为

xi(k + 1) = xi(k)− ε
∑

j∈Ni

wij{(xi(k)− xj(k)) +
∑

l∈Nj

wjl(xi(k − 1)− xl(k − 1))},

(8)

写成向量形式:

x(k + 1) = (In − εL1)x(k)− εL2x(k − 1), (9)

其中In为n× n单位矩阵,式子(9)可以写成:[
x(k + 1)

x(k)

]
=

[
In − εL1 −εL2

In 0

][
x(k)

x(k − 1)

]
.

令

H =

[
In − εL1 −εL2

In 0

]
,

设λ是H的特征值,即满足行列式det(H−λI2n) = 0.
根据文献[24],

det(H − λI2n) =

det(

[
In − εL1 − λIn −εL2

In −λIn

]
) =

det(λ2In − λ(In − εL1) + εL2).

由于L1, L2是实对称矩阵, 因此存在正交矩阵P (即
满足P−1 = PT), 使得P−1L1P = Λ1, Λ1为L1的特

征值所构成的某一对角矩阵. 根据相似矩阵的行列
式相等,上式可以写成以下形式:

det(λ2In − λ(In − εL1) + εL2) =

det(P−1(λ2In − λ(In − εL1) + εL2)P ) =

det(λ2P−1InP−
λ(P−1InP − εP−1L1P ) + εP−1L2P ) =

det(λ2In − λ(In − εΛ1) + εP−1L2P ).

由于P−1L2P也是实对称矩阵, 且是L2的相似矩阵,
因此必定存在正交矩阵Q, 使得Q−1P−1L2PQ =
Λ2, Λ2为L2的特征值所构成的某个对角矩阵. 根据
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相似矩阵的行列式相等,上式等于

det(Q−1(λ2In − λ(In − εΛ1) + εP−1L2P )Q) =

det(λ2In − λ(In − εΛ1) + εΛ2) =
n∏

i=1

(λ2 − λ(1− ελi(L1)) + εµi),

其中µ1 · · ·µn是λ1(L2) · · ·λn(L2)的某一个排列. 从
而可以得到H的特征值:



λ2i−1(H) =
1
2
[+

√
((1− ελi(L1))2 − 4εµi)+

(1− ελi(L1))], i = 1, · · · , n,

λ2i(H) =
1
2
[−

√
((1− ελi(L1))2 − 4εµi)+

(1− ελi(L1))].

(10)

由于L1, L2为行和与列和都为0的对称矩阵, 根据
矩阵H , 可以得出H必定存在一个值为1的特征值,
对应一个左特征向量wl和右特征向量wr, 满足
Hwr = wr, 以及wT

l H = wT
l , wT

l wr = 1. 而根
据式(10), 如果H有值为1的特征值, 则对应有µi =
−λi(L1). 由于对于任意连通无向拓扑图G,总是有
λi(L1) > 0, λi(L2) > 0. 因此, 当且仅当µ1 =
λ1(L2) = λ1(L1) = 0, µi = −λi(L1)成立,这时H有

两个相应的特征值: λ1(H) = 1, λ2(H) = 0. 根据
式(10),当采样间隔满足:

ε < min{ 1
λn(L2)

,
2

λn(L1)− λ2(L2)
,

3
λn(L1)

},

则矩阵H的其他特征值满足|λ(H)| < 1, 因此矩
阵H存在唯一值为1的特征值.令U为H对应的约旦

矩阵, S为对应特征向量矩阵, 即H = SUS−1, 则
Hk=SUkS−1,所以 lim

k→∞
Hk= lim

k→∞
SUkU−1=wrw

T
l ,

令wl = (1T,0T)T,其中向量1 = [1 · · · 1]T,与0 =

[0 · · · 1]T为n维列向量,则wr =
1
n

(1T,1T)T. 根据

lim
k→∞

[
x(k + 1)

x(k)

]
= wrw

T
l

[
x(0)

x(−1)

]
,

所以得出 lim
k→∞

x(k + 1) =
1
n
1

n∑
i=1

xi(0),从而在伪二

跳算法下, 各个节点状态最终收敛于初始状态的平
均值. 证毕.

下面证明伪多跳算法的收敛性. 根据式(6)–(7),
伪m跳算法可以写成:

xi(k + 1) =
xi(k)− ε

∑
j∈Ni

wij{(xi(k)− xj(k)) +
∑

l∈Nj

wjl{(xi(k − 1)− xl(k − 1)) + · · ·+
∑

s∈Nr

wrs{xi(k −m + 1)− xs(k −m + 1))} · · · }},
(11)

上式写成向量形式:

x(k + 1) = (In − εL1)x(k)− εL2x(k − 1)−
· · · − εLmx(k −m + 1), (12)

推推推论论论 1 当图G是无向连通图, 在初始条件
x(0) = · · · = x(−m + 1)下, 满足矩阵H − J的

谱半径ρ(H − J) < 1,则伪m跳算法下各节点状态

收敛到初始状态平均值.

证证证 令H =




In − εL1 −εL2 · · · −εLm

In 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0


,

则式(12)为X(k + 1) = HX(k),其中:

X(k + 1) = [x(k + 1) · · · x(k −m + 2)]T.

令

J =




K · · · 0
...

. . .
...

K · · · 0


 ,

其中K是元素全为1的n× n阶矩阵, J与H是同阶方

阵. 根据文献 [22]可知, 除了矩阵H的1特征值由矩
阵H − J的零特征值代替外,矩阵H和矩阵H − J有

相同的特征值, 因此当满足ρ(H − J) < 1, 则对应
矩阵H有一个特征值为1, 其余特征值|λ(H)| < 1.
当图G是无向连通时, L1, L2为行和与列和都为0的
对称矩阵, 因此根据定理1的证明过程, 可以推出
伪m跳算法下各节点状态收敛到初始状态平均值.
证毕.

定定定理理理 2 当图G是无向连通图, 在初始条件
x(0) = x(−1)下, 如果伪二跳算法收敛, 则伪二
跳算法的收敛速度与二跳算法收敛速度相当.

证证证 根据定理1得知, 当图G是无向连通图, 在
初始条件x(0) = x(−1)下, 如果伪二跳算法收敛,
即x(k+1)收敛,有 lim

k→∞
x(k+1) = lim

k→∞
(In−εL1−

εL2)x(k), 从而x(k + 1)的收敛速度由(In − εL1 −
εL2)的第二大特征值决定. 因此, 根据文献 [20]可
知,上式收敛速度和二跳算法收敛速度一致.且快于
式(1)的收敛速度(即快于单跳分布式一致性算法收
敛速度). 证毕.

推推推论论论 2 当图G是无向连通图, 在初始条件
x(0) = · · · = x(−m + 1)下, 满足矩阵H − J的

谱半径ρ(H − J) < 1, 则伪m跳算法的收敛速度

与m跳算法收敛速度相当.

证证证 根据推论1得知,当图G是无向连通图,在初
始条件x(0) = · · · = x(−m+1)下, ρ(H−J) < 1时
伪m跳算法收敛, 则有 lim

k→∞
x(k + 1) = lim

k→∞
(In −

εL1 − εL2 − · · · − εLm)x(k),从而x(k + 1)的收敛
速度由(In− εL1−· · ·− εLm)的第二大特征值决定.
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因此,根据文献 [20]可知,上式收敛速度和m跳算法

收敛速度一致.且快于式(1)的收敛速度(即快于单跳
分布式一致性算法收敛速度). 证毕.

4 仿仿仿真真真分分分析析析(Simulations and analyses)
为了验证伪多跳算法在无向通信拓扑中的一

致性收敛以及收敛速度, 采用图1和图2的无向规则
图和无向随机图进行仿真分析比较. 采样间隔ε =
0.02 s,每条边的权重值{wij|(i, j) ∈ E}取值为1,各
个节点初始状态分别取1, 2, · · · , 12. 下面对伪二跳
算法和伪多跳算法进行仿真.

图 1 无向规则图

Fig. 1 Undirected regular graph

图 2 无向随机图

Fig. 2 Undirected random graph

图 3 无向规则图下3种算法的收敛速度
Fig. 3 Convergence speed of three algorithms under

undirected regular graph

图 4 无向随机图下三种算法的收敛速度
Fig. 4 Convergence speed of three algorithms under

undirected random graph

图 5 无向规则图下三种算法的收敛速度
Fig. 5 Convergence speed of three algorithms under

undirected regular graph

通过对无向拓扑下的伪二跳(伪多跳)算法仿真,
根据图3–5的比较,可以发现,在满足收敛条件下,伪
二跳(伪多跳)算法的收敛速度比单跳分布式一致性
收敛速度快,与二跳(多跳)算法的收敛速度相当.

5 结结结束束束语语语(Conclusions)
在大规模多智能体网络拓扑中,分布式一致性算

法既要求节点状态快速收敛, 同时又希望能有效减
少节点间通信的复杂性以及通信负担和成本. 伪多
跳算法能有效地利用非邻接节点的前状态信息,从
而大大提高收敛速度;同时又不需要采用复杂的多
跳中继通信方式来完成;收敛条件没有特别苛求;通
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信负担也大大减少;在存在通信延时情况下,通信数
据也不容易丢失.在使用伪多跳算法时,由于通信负
担和存储量会随着利用非邻接节点的增加而增加,
因此在考虑到收敛速度和通信负担等要求时, 应权
衡使用采用伪几跳算法为最佳.
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