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摘要：应用现代时间序列方法，基于自回归滑动平均(ARMA)新息模型、白噪声估值器和观测预报器，对于广 

义离散随机线性系统，提出了降阶Wiener状态估值器，可统一处理滤波、平滑和预报问题，并且能减少计算负担．仿 

真例子说明了算法的有效性． 
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Reduced-order Wiener filtering，smoothing and prediction for 

descriptor discrete-tinle stochastic linear systems 

Sill Ying。’ ，SHEN Yong—Uang2
，
SUN Shu—li2，DENG Zi—li2 

(1．Center of Control Theory and Guidence Technology，Harbin Institute of Technology，Harbin Heilongiiang 150001，China； 

2．t~ aament of Automation，Heilon mg University，Harbin Heilon~iang 150080，China) 

Abstract：Based on autoregressive moving average(ARMA)innovation model，white noise estimator and observation pre— 

dictor，reduced-order W iener state estimators for descriptor discrete—time stochastic linear systems were proposed by applying 

modem tim e series an alysis approach．They Can handle the filtering，smoothing and prediction problem in a unified framework 

and Can reduce the computational burden．A simulation example shows their effectiveness． 
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1 引言(Introduction) 

广义系统在电网络、经济、机器人等领域有重要 

的应用背景，近年来尤为人们所关注．利用广义 

Kalnqan滤波器要求解高维广义 Riccati方程_J J，计算 

负担很大．文献[2]提出的广义 Wiener状态估值器 

虽然可避免求解高维广义Riccati方程，但当状态维 

数较高时，计算负担仍较大．为减少计算负担，文献 

[3]对Y-可观广义离散随机线性系统由常规 Kalman 

滤波器提出了一种降阶Kalman滤波器．但该文未解 

决预报问题和平滑问题，以及 Wiener状态估值器设 

计问题．解决问题的难点在于要求计算系统的白噪声 

平滑器和观测预报器，及如何建立 Kalman估值器和 

Wiener估值器之间的转化．本文针对上述难点应用现 

代时间序列方法和白噪声估计理论_4J，对 Y_可观广 

义离散随机线性系统提出了降阶 Wiener状态滤波 

器、平滑器和预报器，算法简单，便于实时应用． 

2 问题描述(Problem description) 

考虑广义离散随机线性系统 

Mx(t+1)= (t)+Fo’．，n(t)， (1) 

Y(t)=Hx(t)+1，(t)． (2) 

其中 t是离散时间，X(t)∈ 是状态，y(t)∈ 

是观测， ， ，H是相应维数的常阵． 

假设 1 M是奇异方阵，即 rankM =n．<n． 

假设 2 系统是正则的，即对 V z∈ (复数 

域)，有 det(zM 一 )善0． 

假设 3 系统是完全可观的_2J，即对 V z∈：，有 

rank[ ⋯ mnk 一 ㈥ 
假设 4 ’．，0(t)∈ 和l，(t)∈R 是零均值的 

白噪声，方差阵和相关阵各为 Q o，Q 和Jso，即 

E[w
⋯

o(t

， ㈩ )=[嚣 
(4) 

其中 =1， =0(t≠J)． 

假设 5 初始观测时刻 t =一o。． 

问题是：对系统(1)，(2)，基于观测 {Y(t+Ⅳ)， 

Y(f+N一1)，⋯}求Wiener状态估值器 (t l t+ 

N)(t=1，2，⋯)．对于 N>0，N=0和 N <0分别 
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称 (f l t+／v)为 Wiener状态平滑器、滤波器和预 

报器 ． 

3 Wiener状态估值器(Wiener state estimator) 

由完全可观性引出系统是 Y一可观的[ ，即存在 

K E ，对 V E ：，有 

deg(det(zM 一( 一KH)))=rankM． (5) 

由式(1)减去式(2)两边左乘 K得 

Mx(t+1)=( 一KH) (t)+  ̂(t)+w(t)， 

(6) 

Y(t)= (t)+l，(t)． (7) 

其中 w(t)= w0(t)一Kv(t)．由假设4知，w(t) 

也是一个零均值的白噪声，其方差阵 Q 及与I，(t) 

的相关阵 S．分别为 

『Q ，=r0Q加r + Q 一r0s0 一 s r ， 

【Sl=r0S0一KQ ． 

(8) 

由于系统Y一可观，因此存在非奇异矩阵 P，pl j 

使 

其中 nl+n2=n，厶是q×q的单位阵． 

令 ( )=Q[二 ： ；]，则式(6)，(7)转为如下 
两个子系统： 

l(t+1)= l l(t)+KlY(t)+rlw(t)，(10) 

z(t)=Hl l(t)+t，(t)， (11) 

X2(t)=一Kzy(t)一r2w(t)． (12) 

其 中 l(t)∈ “-， 2(t)∈ R ，z(t)= (，m+ 

K2)y(t)，叩(t)=l，(t)一 r2 (t)．易知 叩(t) 

是白噪声，且方差阵 Q 为 

Q目=Q + 2r2Q3"2T tI2T—usT1 F,2T o2T—H2r2Sl， 

(13) 

加(t)和 叩(t)的相关阵为 S=Sl—Q ． 

在推导状态 (t)的 Wiener状态估值器之前， 

先给出一个引理． 

引理 1 ( ．，H。)是完全可观的． 

证 对任意 E C，有 

[ ： 墒 】， 
(14) 

故 

⋯ k 
一  

nk[ 一 
(15) 

又 rar．K
． ．

M]=n，故系统(6)，(7)是完全可观的．因 
为 P，Q非奇异，这引出 

⋯  

’ 

，]]- l 
。 j 

『- ，，t。一 l 0] 

rank1 0 一In，I=n， (16) l 
。 

j 

从而有 

rank[ ]：n。， c·7 
即 (cI)。，H。)是完全可观的． 证毕． 

再假定 ( ，r。 )为完全能稳对[ ，其中 

-  JH

Q Qr Q 一 S 

～

’ 

【 = 一SQ ⋯ ， 

则系统(10)，(11)的稳态I(．311Tlan预报器存在． 

引理 2l J 系统(10)，(11)在假设4，5下的稳态 

Ig~lTlan预报器为 

l(t+1 l t)= 

l (t l t一1)+KlY(t)+ 8(t)， (19) 

￡(t)=z(t)一Hl l(t l t一1)， (20) 

= ( ∑ T+US)[Hl ．r+Q ]_。， (21) 

其中 是如下稳态Riccati方程的解： 

=  [ 一三H．r(Hl HT+Q )_。Hl ] r+ 

rl(Q 一SQ S)rT． (22) 

将式(20)代人式(19)，则系统(10)，(11)的稳态 

Kalnqan预报器具有如下Wiener滤波器形式： 

l(t l t一1)= 

(，n
．

一 q一 )一 [Kl+ (，m+H2K2)]Y(t一1)． 

(23) 

其中 = 。一K∥1． 

引理 3 系统(10)，(11)在假设 1～5下有 AR— 

MA新息模型 

A(q一)Y(t)= (q一)￡(t)， (24) 

其中定义多项式矩阵 

A(q一 )= (q一 )(，m+月 K2)一Hladj(，n一 

， 9  

0 k， 

H 

IeI O 

H 

= [  

Q  = 

、 ，  )  

一 _二’ 
IeI 

，  

= 

厶 O 门J 一 

= r●【  

Q  = 腑 
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q一 [K1+ (，小+H2 )]q-。， (25) 

(q )：det(，fj
。

一 q )． (26) 

引理 4 系统(10)，(1 1)在假设 1～5下，有渐近 

稳定的Wiener状态滤波器和平滑器 (N≥0) 

(q一 )萱}(t l l+N)= D、(q一 )Y(t+Ⅳ)． 

(27) 

其中多项式矩阵 (q一)定义为式(26)，多项式矩 

阵 D (q一)定义为 

D̂-(q一‘)=adj(， 一q一 ，f )[ l+ ，(，， + 

H：K2)]q一、。 +M、 (q一)以(q )，(28) 

MN(q一 )：∑ (i)q卜 ， (29a) 

(i)= [(， 一 1) ] H j’(H1∑HT+Q )_。， 

(29b) 

K=∑H_f(H1∑HT+Q )_ ． (30) 

证 由文献[4]有 

萱1(t l t)=j1(t l t一1)+艋 (t)， (31) 

1(t l t+N)= 

萱I(t l t一1)+∑ (i)qi- (t+Ⅳ)．(32) 

其中 M(i)由式(29b)给出，M(0)=K，K为稳态滤 

波器增益，由式(30)计算． 

将式(23)，(24)代入式(32)，即得式(27)． 

证毕 ． 

从等价系统(10)，(12)出发，可以导出原系统 

(1)，(2)的Wiener状态滤波器和平滑器． 

定理 1 在假设 1～5下，系统(1)，(2)的状态 

(t)有降阶解耦的 Wiener状态滤波器和平滑器 

(N≥0) 

⋯ 川 = (33 

式中萱1(t l t+Ⅳ)由式(27)计算．萱2(t l t+Ⅳ)由 

下列方程递推计算： 

(q一 )萱2(t l t+N)=RN(q一 )Y(t+Ⅳ)． 

(34) 

其中 

RN(q一)= 

} 

(q一 )：∑Mw( )qi-N， (36) 
i；0 

M (i)= 

D (1)[( 
．

一 KHI) ] nT(H1∑HT+Q )-。， 

(37) 

(0)：s(H1∑H1’+Q )～， (38) 

D ，(1)：一 +Q ur171一SJ ． (39) 

证 对系统(10)和(11)直接应用引理 4便得固 

定滞后 Wiener状态平滑器式(27)．对方程(12)直接 

应用 Kalman滤波方法，可得 

萱2(t l t+Ⅳ)=一K2y(t)一厂11．'(t l t+Ⅳ)． 

(40) 

由文献[4]有白噪声平滑器 

(t l t+Ⅳ)= (q一 )￡(t+Ⅳ)． (41) 

其中 (q一)， (i)，D ．(1)定义为式(36)～(39)． 

将式(41)，(24)及 (t)的表达式代入式(4o)即得式 

(34)． 证毕． 

下面给出系统(1)，(2)状态 (t)的 Wiener状 

态预报器． 

定理 2 在假设 1～5下，系统(1)，(2)的状态 

(t)有降阶解耦的 N(>0)步 Wiener预报器 

⋯ ： ：ⅣN 
式中萱1(t+Ⅳl t)由如下Wiener预报器递推计算： 

(q一 )萱1(t+Ⅳ l t)=AⅣ(q一 )Y(t)．(43) 

其中 (q )定义同前，A (q )定义如下： 

AⅣ(q一)= 

adj( ，一q一 )[ 1+ (，m+ 

H2 2)]+∑ 一 一 1．， (q一 )． (44) 

j2(t+Ⅳl t)由如下Wiener预报器计算： 

(q一)萱2(t+Ⅳ l t)= TN(q )Y(t)．(45) 

其中 TN(q )=一 (q一)． (46) 

证 对方程式(10)两边直接应用正交投影，并 

递推计算得 

萱1(t+Ⅳ I t)： 

一  

萱1(t+1 l f)+∑ iK1 (t+ l t)． 

(47) 

由文献[4]有系统(10)，(11)观测预报器 

(t+ l t)= Ji(q一 ) 一 (q一 ) (t)．(48) 

其中多项式矩阵 Ji(q一)由下式决定： 

(q )，m= E(q )以(q一)+q一 (q一)． 

(49) 

， ＼，  

) 5  3  

一 ／ 
叮  

／ 
A 

、，  

一 

叮  

／ 

L  

2  r 

一 

一 

叮  

2 K 

、，  

一 
叮  

／ 
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将式(23)和(48)代入式(47)，即得式(43)． 

~,／TJ-程式(12)两边直接应用正交投影，将式 

(48)代人即得结果式(45)． 证毕． 

4 仿真例子(Simulation example) 

考虑 Y一可观的系统为 

『 0 0 0] 0 

1 牡川= l
0 0 0 0J 

r 0．9 0 一0．27 0．03 

1 0．35 0．8 一0．135 —0．015 

1 0．5 0 0．55 0．05 

L 0
．6 0 一0．54 1．06 

(t)+ 

1 

0．3 
f  

1．5 

1 

0(t)， 

(50) 

Y=[1 0 一0．9 0．1] (t)+ (t)， (51) 

(t)=0．6w0(t)+考(t)． (52) 

其中 w0(t)和 善(t)为零均值 、方差分别为 Q加 ：2 

递推次数 f／次 

图 1 XII(t)，Wiener状态平滑器 叠II(tIt+2) 

以及预报器 叠lI(tIt一2) 

F ．1 Xl J(t)，Wiener smoother叠ll(tIt+2) 

and Wiener predict~ 叠l1(t I t一2) 

递推次数 f／次 

图 3 X21(t)，Wiener状态平滑器 叠2l(tIt+2) 

以及预报器 叠2l(t Jt一2) 

Fig．3 X21(t)，Wiener smoother叠2l(tI t+2) 

andWiener predictor叠2l(t}t一2) 

和 ：0．2的相互独立正态白噪声， 。(t)和 (t) 

的相关函数 So=1，2， (t)的方差为 =0．92． 

因系统为 Y_可观典范型，取 P= ，4，p= ，4， 

= [KT ] =[0．3 0．15 0．5 0．61 ，故等 

价系统可表示为 

l(t+1)= 

。 ㈩+ ]Y㈩+ ， 

0．61y(t)=[1 0] l(t)+叩(t)， 

2 c =二[ ： 】 c 一[尝 三 
这里取 

o = [0 01 ，P0=0．1，2， 

(53) 

(54) 

(t)．(55) 

l(0 f 1)=[4 41 ， l(1 f 2)：[4 41 ， 

1(0 I一2)=[4 41 ， l(1 I一1)=[4 41 ． 

图 1～4中实线为真值，虚线为平滑估计值，长划线 

为预报估计值． 

递推次数f／次 

图 2 XI2(t)，Wiener状态平滑器 量l2(tIt+2) 

以及预报器 l2(t I t一2) 

Hg．2 l2(t)，Wiener smoo~er叠l2(tI t+2) 

andWiener predictor叠I2(tIt一2) 

递推次数f／次 

图 4 (t)，Wiener状态平滑器 量 (tIt+2) 

以及预报器 叠丝(t Jt一2) 

F1g．4 (t)，Wiener smoo~er叠 (tI t+2) 

andWiener predictor叠 (tIt一2) 

一Nti一= l(N． ～一= _(～一【l 

—N+，l～一N _(N．，l～ N _(～一NN 
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5 结论(Conclusion) 

将系统分解 n 为 n—n 和维等价的两个子系 

统，并通过估计子系统的状态获得原系统的状态估 

计．常规子系统的状态估计采用现代时间序列分析 

方法，基于 ARMA新息模型、白噪声估值器和观测 

预报器，得出了Wiener状态滤波 、预报和平滑器．由 

于分解使滤波器的维数降低，减少了计算量．并且由 

于分解过程可预先完成，因此本文的算法可用于实 

时估计． 
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