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基基基于于于粒粒粒子子子群群群优优优化化化的的的有有有约约约束束束模模模型型型预预预测测测控控控制制制器器器

董 娜, 陈增强, 孙青林, 袁著祉

(南开大学自动化系,天津 300071)

摘要:研究了模型预测控制(MPC)中解决带约束的优化问题时所用到的优化算法,针对传统的二次规划(QP)方法
的不足,引入了一种带有混沌初始化的粒子群优化算法(CPSO),将其应用到模型预测控制中,用于解决同时带有输
入约束和状态约束的控制问题.最后,引入了一个实际的带有约束的线性离散系统的优化控制问题,分别用二次规
划和粒子群优化两种算法去解决,通过仿真结果的比较,说明了基于粒子群优化(PSO)的模型预测控制算法的优越
性.
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Particle-swarm optimization algorithm for model predictive
control with constraints
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Abstract: We investigate the optimization algorithms for solving the constrained optimization problems in model pre-
dictive control(MPC). To deal with the disadvantage of the quadratic programming(QP) algorithm, we introduce and apply
the chaotic particle-swarm optimization(CPSO) algorithm to solve the control problem with simultaneous constraints on
inputs and states. A practical constrained optimization problem of the discrete-time linear system is solved by QP and PSO,
respectively. By comparing the simulation results, we show the advantages of the PSO-based MPC algorithm.

Key words: model predictive control; particle swarm optimization; optimization with constraints; discrete-time linear
systems

文文文章章章编编编号号号: 1000−8152(2009)09−0965−05

1 引引引言言言(Introduction)
模型预测控制(MPC)是一种优化控制算法, 利

用它可以来优化系统的未来输出预测值和通过系

统模型得到的未来的系统响应值. 近年来, MPC 得
到了学者们的广泛关注, D. Q. Mayne等[1]对有约

束MPC稳定性及最优做了较为详尽的阐述,席裕庚
等[2]较为系统的综述和评价了预测控制性能方面

的理论研究. MPC可以控制许多拥有大量控制参数
的系统,最重要的是它可以解决同时带有输入约束
和状态约束的控制问题. 然而, 当把这种带约束的
优化问题转化为二次规划问题求解时, 可能会出
现寻找不到全局最优解的情况, 从而得不到正确
的结果. 为了解决这一问题, 引入了粒子群优化算

法(PSO)[3], PSO是一种随机的、并行的优化算法,在
解决带有约束的优化问题[4]时, 可以得到较为理想
的结果.近年来,很多学者在PSO算法改进方面进行
了研究. Lovbjerg和Krink[5]将自组织临界控制(self-
organized criticality, SOC)引入PSO来增加种群的多
样性. Krink等[6]提出了一种粒子空间扩展的方法来

解决粒子间的冲突和聚集问题,并增强了粒子逃脱
局优的能力. 还有结合混沌优化[7]算法所提出的基

于Tent映射的混沌粒子群优化算法(TCPSO)[8],等等.
本文将PSO应用到模型预测控制中, 并引入了一个
实际的带有约束的线性离散系统的优化控制问题,
分别用二次规划和粒子群优化两种算法去解决,最
后通过仿真结果的比较, 充分说明了基于PSO的模
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型预测控制算法的有效性.

2 模模模型型型预预预测测测控控控制制制策策策略略略(Model predictive con-
trol)
考虑如下的线性离散系统:{

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k),

y(k) = Cx(k).
(1)

x(k)和u(k)分别表示系统在第k个采样时刻的状态

向量和输入向量. 为了方便, 将预测序列用向量
X(k)和U(k)表示:

U(k)=[u(k|k) u(k+1|k) · · ·u(k+N−1|k)]T, (2)

X(k)=[x(k + 1|k) x(k + 2|k) · · ·x(k + N |k)]T.

(3)

在这里: N为预测时域, u(k+i|k)和x(k+i|k)分别表
示第k个采样时刻的输入向量和状态向量在k + i时

刻的预测值.是通过如下的预测模型得到的:

X(k + i + 1|k) = Ax(k + i|k) + Bu(k + i|k),

i = 0, 1, · · · . (4)

其中定义

X(k|k) = x(k). (5)

预测控制律是通过优化计算,从而使得目标函数最
小而得到的. 目标函数通常用如下形式表示:

J(k) =
N∑

i=0

[xT(k + i|k)Qx(k + i|k) +

uT(k + i|k)Ru(k + i|k)]. (6)

其中Q和R为半正定矩阵. 目标函数J(k)为u(k)的
函数,所以系统的理想输入序列U∗(k)可通过下式求
解:

U∗(k) = arg min
u

J(k). (7)

2.1 优优优化化化策策策略略略(Optimization)
由于预测值与实际的闭环系统响应值之间存在

差异,所以,选择基于有限时域的目标函数(6)就不能
够保证控制闭环系统时可以得到理想的预测效果.
为了解决这一问题,引入了基于无限时域的目标函
数:

J(k) =
∞∑

i=0

[xT(k + i|k)Qx(k + i|k) +

uT(k + i|k)Ru(k + i|k)]. (8)

为了使得两者等价,将式(6)改写为如下形式:

J(k) =
N−1∑
i=0

[xT(k + i|k)Qx(k + i|k) +

uT(k + i|k)Ru(k + i|k)] +

xT(k + N |k)Qx(k + N |k). (9)

Q的计算要通过解如下的Lyapunov等式得到:

Q− (A + BK)TQ(A + BK) = Q + KTRK. (10)

其中K为利用线性规划(LQ)方法解决目标函数
为(8)的优化问题时所得到的反馈增益向量.
结合线性状态空间模型(1)和输入预测序

列U(k), 可以将状态预测值向量表示为如下简化
形式:

x(k + i|k) = Aix(k) + ciU(k), i = 1, · · · , N. (11)

其中

c =




B 0 . . . 0
AB B . . . 0

...
...

...
AN−1B AN−2B . . . B




. (12)

ci为矩阵c的第i行.
将目标函数(9)中的x(k + i|k)通过式(11)写为

用U(k)表示的形式:

J(k) = UT(k)HU(k) + 2xT(k)FTU(k) +

xT(k)Gx(k). (13)

其中: 



H =
N−1∑
i=0

cT
i Qci + cT

NQcN + <,

F =
N−1∑
i=0

cT
i QAi + cT

NQAN ,

G =
N−1∑
i=0

ANT
QAi + ANT

QAN .

(14)

矩阵H , F和G可以离线计算得到,且有

< =




R
. . .

R


 . (15)

2.2 带带带有有有约约约束束束的的的优优优化化化(Optimization with con-
strains)

MPC的真正优点在于它可以通过一些在线的计
算,来解决带有约束的优化问题.下面主要来解决约
束条件的转化问题.系统的输入以及状态的约束条
件为 {

u 6 u(k) 6 u,

x 6 x(k) 6 x.
(16)

将输入预测值u(k + i|k), i = 0, · · · , N − 1写为向
量U(k)的形式,则约束条件就改写为[

I

−I

]
U(k) 6

[
1u

−1u

]
. (17)
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其中: 对于单输入的情况, 1为元素全部为1的向
量,当输入维数为nu时, 1= [Inu

· · · Inu
]. 同理,应用

式(11),状态预测值x(k + i|k), i = 0, · · · , N的约束

可等价地表示为[
ci

−ci

]
U(k) 6

[
x

−x

]
+

[
−Ai

Ai

]
x(k),

i = 1, · · · , N. (18)

结合式(17)与式(18),可以将系统的约束条件写为如
下形式:

AcU(k) 6 b0 + Bxx(k). (19)

其中Ac, b0, Bx为可以离线计算的常数矩阵.

2.3 二二二次次次规规规划划划(QP)方方方法法法解解解决决决带带带有有有约约约束束束的的的优优优化化化问问问
题题题(Solve the constrained optimization problems
with QP)
结合目标函数表达式(13)以及2.2节中所推导出

的约束条件,这种带有约束的优化问题就可以转化
为如下的二次规划问题:

min
u

UT(k)HU(k) + 2xT(k)FTU(k)

s.t. AcU(k) 6 b0 + Bxx(k). (20)

这种优化问题可以通过调用MATLAB中的quadprog
函数来实现:

U∗ = quadprog(H, F ∗ x,Ac, b0 + Bx ∗ x).

然而,在用这种方法进行优化计算时,系统中加入约
束条件后, 有时会出现寻找不到系统全局最优值的
情况,从而不能得到正确的优化结果.

3 粒粒粒子子子群群群优优优化化化算算算法法法(Particle swarm optimiza-
tion)
针对QP算法在解决带有约束的优化问题时所存

在的缺陷,这里引入了一种新的智能优化算法–粒子
群优化算法(PSO),来进行优化计算.

3.1 算算算法法法介介介绍绍绍(Algorithm introduction)
在PSO中, 每个优化问题的潜在解都可以想象

成D维 搜 索 空 间 上 的 一 个 点, 称 之 为 “ 粒
子”(particle). 一个由m个粒子组成的群体(swarm)
在D维搜索空间中以一定的速度飞行. 第i个粒子

的位置表示为: −→xi = (xi1, xi2, · · · , xiD); 第i个粒子

的速度表示为: −→vi = (vi1, vi2, · · · , viD); 1 6 i 6 m,

1 6 d 6 D; 第i个粒子的经历过的历史最好点(所
谓最好,是指计算得到的适应值为最小,即pbest)表
示为: −→pi = (pi1, pi2, · · · , piD);群体内(或邻域内)所
有粒子所经过的最好的点(即gbest)表示为: −→pg =

(pg1, pg2, · · · , pgD),其中g ∈ {1, 2, · · · ,m}. 粒子速
度和位置的更新方程为

vk+1
id =ωvk

id+c1r1(pk
id−xk

id)+c2r2(pk
gd−xk

id), (21)

xk+1
id =xk

id+vk+1
id . (22)

式中: c1和c2称为学习因子,为正常数,通常都等于2;
r1, r2是均匀分布于[0,1]之间的两个随机数; ω称为

惯性权重, 其大小决定了对粒子当前速度继承的多
少.

3.2 对对对于于于约约约束束束条条条件件件的的的处处处理理理(Constrains manage-
ment)
将约束条件(18)写为不等式组的形式,即{

ciU(k) 6 x−Aix(k),

ciU(k) > x−Aix(k), i = 1, · · · , N.
(23)

以2阶系统为例,来进行推导.

将控制信号U(k)中各个预测值的最大值和最小
值分别写入两个向量中,记作Umax和Umin:{

Umax = [m1,m2, · · · ,mN ]T,

Umin = [n1, n2, · · · , nN ]T,
(24)

并且记 {
x−Aix(k) = [ai1 ai2]T,

x−Aix(k) = [ai1 ai2]
T.

(25)

1) 当B = [b11 b12]T中各个元素均不为0时: 通
过求解不等式组(23), 便可以得到此时约束条件的
一般表达式: i = 1时:




m1 = min{a11

b11

,
a12

b12

},

n1 = max{a11

b11

,
a12

b12

}.
(26)

i = j(j = 2, 3, · · · , N)时:





mj =min{
aj1−

j∑
q=2

bq1nj−q+1

b11

,

aj2−
j∑

q=2

bq2nj−q+1

b12

},

nj=max{
aj1−

j∑
q=2

bq1mj−q+1

b11

,

aj2−
j∑

q=2

bq2mj−q+1

b12

}.
(27)

2) 当B = [b11 b12]T有一个元素为0时:

将1)中所有推导结果中含有这一元素的项忽略
即可.

3.3 算算算法法法流流流程程程(Algorithm flow)
本文中应用的是带混沌初始化的粒子群优化算
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法,其算法流程如下:

1) 初始化粒子群. 设定变量的取值范围[xmin,j,

xmax,j], 群体规模m, 令k = 0. 利用Tent映射(µ =
1)产生D个混沌变量:

zi+1
j = µ(1− 2|z(i)

j − 0.5|), j = 1, 2, · · · , D.

(28)

式中: j表示混沌变量的序号, j = 1, 2, · · · , D;
i表示粒子群序号, i = 0, 1, · · · ,m; zj表示混沌

变量, 0 6 zj 6 1. 根据混沌搜索, 取i = 0,
给式(28)赋D个微小差异的初值, 得到D个混沌变
量zj(j = 1, 2, · · · , D). 依次取i = 0, 1, · · · ,m,可得
到m个初始粒子群.

2) 将混沌变量zi
j(i = 1, 2, · · · ,m)分别引入到

优化变量中, 使混沌变量的变化范围分别变换到相
应的优化变量的取值范围:

xij =xmin,j +zi
j(xmax,j−xmin,j), j =1, 2, · · · , D.

(29)

定义

Xi = (xi1, xi2, · · · , xiD), i = 1, 2, · · · ,m.

3) 计算适应度值fi, 并更新个体历史最优位置
Pi和全局最优位置Pg.

4) 根据式(21)和(22)分别对粒子的速度Vi和位

置Xi进行更新.

5) 如果满足停止条件,则停止,输出最优解; 否
则转步骤6).

6) 令k := k + 1,转步骤3).

4 基基基于于于粒粒粒子子子群群群优优优化化化算算算法法法的的的MPC(PSO based
model predictive control)
将输入预测值向量U(k)作为优化变量, 则粒子

群中各个粒子的维数D就等于预测的步数N , 并选
取函数(13)作为计算各个粒子适应度的目标函数.
算法的具体步骤如下:

Step 1　在k时刻, 采样获取过程对象已有输入
量和状态量;

Step 2　根据已有的输入向量和状态向量,以及
离线计算出的矩阵H, F和G确定目标函数J(U(k));

Step 3　利用PSO优化计算得到新的控制序列,
其中评价目标函数为(13);

Step 4　重复Step 2和3,直到满足精度要求的最
优控制序列U∗(k)找到;

Step 5　将最优控制序列U∗(k)的第一个分
量u(k)反馈到控制系统中;

Step 6　令k := k + 1,转Step 1.

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulations)
为了更好地说明基于粒子群优化算法的MPC的

良好性能,这里引入了一个带有约束的线性离散系
统的优化控制问题,系统的状态方程如下:



x(k+1)=

[
1.1 2.0
0.0 0.95

]
x(k)+

[
0.0
0.0787

]
u(k),

y(k) = [1 1]x(k).
(30)

约束条件为: −16u(k)61,目标函数定义为式(13)的
形式,其中,预测步数N = 2, R = 0.01, Q = CT ·C,
Q通过求解李雅普诺夫等式得到,采用QP算法进行
优化控制, 状态初始值取为:x(0) = (0.8,−0.8), 运
行100步,优化控制仿真结果如图1所示.

图 1 QP算法优化控制结果

Fig. 1 Control result by QP algorithm

接下来使用基于PSO的MPC算法来对系统进行
优化控制, PSO的参数选择为:粒子群规模m = 20,
c1 = c2 = 2,惯性权重ω = 0.5,最大迭代次数kmax

= 1000,最大速度vmax = 1,其余的系统参数选择同
前面一致,其优化控制仿真结果如图2所示.

图 2 基于PSO的MPC算法优化控制结果

Fig. 2 Control result by PSO based MPC
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从仿真结果可以看出, 采用二次规划的方法对
系统(30)进行优化控制时, 系统中加入约束条件后,
得到了不稳定的系统响应结果. 而使用基于PSO
的MPC算法时,就不会出现这种情况,而且可以很快
地使系统的响应值收敛到最优.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文将PSO应用到模型预测控制中,用于解决带

有约束的线性离散系统的优化控制问题,并在一个
实际的线性离散系统上做了仿真实验, 分别用二次
规划和粒子群优化两种算法去解决这个系统的带有

约束的优化控制问题,最后通过仿真结果的比较,充
分说明了基于PSO的模型预测控制算法的有效性.
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