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摘要：给出了一种适合于一般强沌系统 Lyapunov指教和容量维计算的数值算法，并首次应用于永磁同步电机 

混沌现象的分析 在结定的几种典型运行条件下，计算了永磁同步电机混沌模型的 Lyalx~OV指教和容量维，结果表 

明永磁同步电机运行呈现强沌行为，从而通过特征指教验证了永磁同步电机强沌现象的存在性 ． 
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1 引言(Introduction) 

前期永磁同步电机混沌模型的建立和计算机仿 

真结果表明⋯1，在给定的几种典型运行条件下，永磁 

同步电机运行将呈现混沌行为．但由于计算机精度 

的限制，所观察到的现象可能受到质疑 J，因此为证 

实永磁同步电机混沌现象的真实性，还需要从理论 

上进一步确定永磁同步电机混沌现象的特征指数． 

目前确定混沌系统特征指数的方法有：LyapUrlOV指 

数、分数维、容量维、测度熵、功率谱、Poincare截面 

等l ．其中Lyapunov指数、分数维、容量维和测度 

熵是定量化的特征指数，可以直观地确定混沌系统． 

Lyapunov指数又是这些量化指标最重要的～个，利 

用其可严格判别混沌系统．通过 Lyapunov指数的计 

算还可以进一步确定混沌系统的容量维和测度维． 

因而，计算 Lyapunov指数在混沌系统的研究中具有 

不可替代的意义． 

Lyaptmov指数的计算对于不同的混沌系统难易 

程度均不相同，尚无统一的计算方法，而且永磁同步 

电机混沌模型是一个三阶以上的非线性系统⋯， 

Lyapunov指数的计算难度较大．为此本文在基本 

Lyapunov指数定义的基础上，发展了一种分段积分 

修正求解的Lyapunov指数的数值算法，并引申出一 

种容量维的数值算法．从而解决了永磁同步电机混 

沌运动的Lyapunov指数和容量维的计算问题，这为 

证实计算机仿真所观察到的永磁同步电机混沌运动 

提供了有力的理论依据．也为一般的混沌系统提供 

了一种 Lyapunov指数和容量维的数值算法． 
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2 Lyapunov指数和容量维的数值计算方法 

(A nmmfical algodtt~ to c0fⅡpIlte ll L加 一 

pu￡1【Ⅳexponent and capacity~mnsion) 

2．1 Lyapunov指数(Lyapunov exponent) 

对于非线性方程： =f( )，初值为 (0)： 

o 设其解为 ≠ ( 。)，即满足： 

( 。)=，( ( 。))， ( )= 。 

对(1)式两边关于 0求导得： 

。 c( 。)= (≠c( 。)) ( o) 

( 0)= ． 

记 中c( 0)：D ≠c( 0)，则(2)式变为： 

％ ( ‘。 )= ( (K-1))⋯中r( (0 )
． (6) 

这里如果 不太大，那么每一步 中T( ( )及积 

分都可以较精确地求 ．其求解过程可参见示意 

图 

Fig 1 lterative process for computing Lyapunov exponent 

这里 。表示轨线 的起始点，￡，表示正交基向 

(2) 量， 为积分步长 ． 

西 ( o)= ，(≠ ( o))中 ( o))1 

中0( o)= 1． 

这是一个变分方程，其解为矩阵值，它可以看作是向 

量场沿轨线 中 (知)的线性化．如果轨线变化，变分 

方程也随着变化 ． 

中 ( 0)即为线性系统(3)的状态转移矩阵，如 

给初值 0一个扰动 0，经过 f时 问后变为： 

＆(f)=中 ( o) 0． (4) 

对变分方程(3)积分，初始条件为4 ( 0)=1，积 

分时问为 ；如果 足够长，则 Lyatmnov指数定义为： 

1 

。̂= in I m ( )I，i=1．⋯，n． (5) 
』 

这里 m 为中r( 0)的特征值． 

2．2 Lyapunov指数的数值算法(A numefic~algo— 

ridam oftheLyapunov exponent) 

由于 Lyapunov指数是表示相空问中邻近轨道 

的平均发散率的定量化指数，而相空问是一个有限 

的空问．因而 n( ≥3)在维空问中的某一时刻 ，两 

条相邻的轨线之间的距离可以分解在 ／7,个不同的方 

向上，这 n个不同的方向上距离的增长率是不同的， 

每个增长率就是一个 Lyapunov指数．对于混沌系 

统，至少有一个 Lyapunov指数为正，这意味着当 

一 m时中 ( )无界．由于系统是非线性的，当 足够 

太时，所求得的线性化系统的基解矩阵 中 ( )就会 

有较大的误差，那么其特征值 m 也不能准确地求得， 

因而也不能准确反应两条相邻相轨之间的发散率． 

为此可以通过对变分方程(3)分段求积分来修 

正求解的方法，选择适当的步长 T>0，初始状态为 

0 (它必须在吸引域(basin of attraction)内)，整数 

>0，设 (。)：x0， ( )：≠r( ( 一 )， ：1，⋯， ， 

刚有： 

求解的具体步骤如下： 

1)选择一初始条件 和初始扰动 0；设 ) 

= o，＆。：＆0；有一组线性独立的向量且如。在其 

上的分量为}溉{ ，⋯， }； 

2)将Gram-Schmidt正交化法【4,6 用于 }溉} ， 

⋯

， j而产生一组正交基向量fui ，⋯，u j， 

且 0在其上的分量为{ { ，⋯，口 ’}，它与} 1， 
⋯

， }张成相同的子空问： 

“{。)= ；。 ／ ll ；。 ljj 

l。)： ～( 5 ，n{。 )n{ ， 

u(o】= ／ II II， (7) 

：  一 ∑<如 ’，u{ >“(oj， 
l=1 

u ： ／ ll l1． 

3) (J)： ( ( 一 )， ： ( ㈣ )) 0一 ，i 

= 1，⋯，n， =l，⋯，K；再利用 Gram-Schmidt正交 

化法(如(7)式)得到{ui ，⋯，u }，且甜在其上的 

分量为{ } ，⋯，v(／’}；由于LyalxmOV指数是轨道各 
处指数发散率的统计平均 。统计的要求要具备足够 

的信息量。因此 必需相当太． 

这样 n个 Lyapunov指数可由下式求得： 
． 

K 

î ∑In 5l { II， =1，⋯，n．(8) 
～ t=1 

—  

且Lyaptmov指数要满足 <0． 

2．3 容量维数值计算方法的引出( dI】c幽n of a 

numerical algorithm of~apa~ty dimension) 

混沌吸引子具有无穷层次的自相似结构，这种 

自相似的几何结构是一种离散的结构，可以用维数 

来刻画它的离散程度．容量维是一种分数维，它又称 
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为Hau~dorff维．容量维的定义可以描述为【2]：用一 

边长为 ￡的Ⅳ维立方体去测量给定的空间，所测得 

的立方体的个数为￡(e)，则容量维 D 为 

D = l i ral

如

nL

l／

(e
e

)
． 

由于容量维与 Lyapunov指数之间存在相互关系，因 

而容量维的数值方法可容易推出： 

Do讲 砉南 ． 
其中 要满足： 1≥ 2≥⋯ ≥ ≥0≥ ，+l≥ ⋯ 

≥ h 中包括等于零的Lyapm~ov指数的个数． 

3 永磁同步电机的混沌模型及其 Lyapunov 

指数和容量维(C~otic nxMel of permanent- 

magnet syn~ onotLS motor anditsLyapunov ex— 

ponent and cat~ ty din 衄) 

根据文[1]，以 id，i 和 为状态变量，永磁同步 

电动机混沌模型可写为： 

訾：( 一 +屿 ／ ， 
d

d

i

z

q
： ( 一 一 一 )／ ， (9) 

鲁=[ +np(Ld一 )弛一 一~o]／1． 
通过仿射变换和时间尺度变换，将(9)变换成无 

量纲 的状态方程 ． 

选择仿射变换 

=  ̂

及时间尺度变换 

= Z't． 

其中 

=  ] ，；= 二]， 

则无量纲状态方程为 

其中 

：  

Rz． 

O 

O 

1 
— —  

d；d 
一  ～  

—

d—t 一 d ‘。 d’ 

： ‘ 一 _d+坷 ， (1o) 

詈=d(i 一 )+~一idi 一 ． 

陆 

瓦 7， 

．  

rZk (La—Lq)
一  l 

— —  ～

’ 

丽  

=  ， ： 手 ． 丽 ， ￡ 了 ￡‘ 
不失一般性，研究气隙均匀的永磁同步电动机混沌 

模型，即考蔓 =Lq=￡的情形，模型为 
dtd 

～ ： 一 

面 一‘d d， 

： 一  id+坷 +Uq, (11) 一  一 d 瑚 u 

紫= (i 一 )一 ． 
假定永磁同步电机参数设为： =Lq=L= 

l4．25 mH；R1=0．9n； =0．031Nm／A；n = 1；J 

= 4．7×l0～ k m2；．9=0．0162N／rad·s。。．对于非 

线性系统，如出现混沌行为，其 Lyapunov指数的形 

式应为(+，0，一)，而对于永磁同步电机这样一个三 

维系统，经分析表明_6J，只需求其最大 Lyapunov指 

数，即可证实其混沌行为． 

算例 I 如上给出的参数，在运行参数 ： 

0．0231， =1．2， ：一0．0462条件下： 

1)设初值为 ∞)：X0= (0．1，0．1，0．1)，线性 

独立基向量为t } ，⋯ j：，，初始扰动在其上 

的坐标为 如。= 0=(1，⋯，1)； 

2)微分方程(II)可由数值积分求得 ( 0)；其 

相应变分方程(3)的状态转移矩阵可通过将(11)在知 

线性化求得：设其线性化矩阵为 ，则 ( 0)= ： 

3)设积分步长为 T； 

! )= ( 0)如【1 ，i=1，2，⋯，n， 
n)

：  (x(O )； 

4)计算 一 lnI_口 I_，i=1，2，⋯，n(利用 

(7)式中的记号)； 

5)利用(7)式对 ”= ( 0) !”，i=1，2， 
⋯ ，n进行正交化； 

6)重复 2)～5)步骤，并在每一次循环求 
K 

∑Ini lI，i=1 2“，n，直到K： 一步 
⋯  

z 1 

或当(∑( 一 一 ) )’ <口，0<口《1为常数； 
l 】 

计算结果为： +=0．4287，则 D =2．7504；算例 

Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ 可依照同样步骤计算，在此略，结果见表 1． 

1●●●●● J  一 ． 

O  O  = 

b O O ， ¨  ̈ 一 

= = 

6  
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表 1 Lyapunov指数和容量维 

Table1 The 叩 ImovB t andc2pecay DiI lsi∞ for FgCISM 

图2 情形 l 

Fig 2 StatusI 

tq td 

图 4 情形 III 

Fig 4 Status11I 

从表 1中可见永磁同步电机在几种典型运行条 

件下，其相应 Lyapunov指数为正，容量维为分数，与 

如图 2～5所示仿真结果相对应⋯(图中坐标单位为 

无量纲值)，从而说明永磁同步电动机在这些运行条 

件下必将呈现混沌行为．由于这几种典型运行条件 

是相应于永磁同步电动机空载断电制动和定子等效 

目轴绕组不通电的情形，因而完全符合永磁同步电 

动机实际运行情况 ． 

4 结论(Conclusion) 

本文给出了一种计算非线性系统 Lyapunov指 

数和容量维的数值算法，该算法由于采用了分段积 

分修正求解的计算技术，理论上适用一般的混沌系 

统 ．并且具有概念明确、步骤清晰、计算量较小的优 

点，有较好的推广意义和使用价值．应用该算法，计 

算得 出永磁同步电机在几种典型运行条件下的 

Lyapunov指数和容量维，验证了前期计算机仿真观 

察到的永磁同步电机混沌现象的存在性．这些研究 

图3 情形 ll 

Fig．3 StatusII 

O 

d 

图5 情形 lv 

Fig．5 StatusIV 

在永磁同步电机混沌分析中尚属首次，从而具有重 

要的理论和实际意义． 
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约束条件为式(13)． 
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式(12)，故定理 2得证． 

注 3 定理 2中的凸优化问题具有一组 LMIs 
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令求解，故求解方便易行． 
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益的分散稳定化控制律的系统化方法，克服了现有 
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