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摘要：针对线性离散周期系统的状态估计『口】题，运川挺外 川!提取 极点指标，同时期望估计误差系统满足 

稳态误差方差／H 混合指标，采用代数 Riccati矩阵 等 ‘j敏 il逊“f：钟：法对误差系统进行了上述指标的满意估 

计设计，并根据满意控制的基本理沦将 述满意估汁n 1题转化 ／f 等式(LMI)的线性规划问题，从而运用 

I_aMI技术求解并设计了可行的满意 ti汁，数值算例验证 J 卡̈火钟：法． 
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Satisfactory estimation of linear discrete periodic systems 
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Abstract：The state estimation is studied for linear discrete-time periodic systems．Regional pole index for the periodic esti— 

mation error system is brought up through tiffing technique and the other indices of steady state error covariance and H-infinity 

for the periodic en"or systems are required at the salne time．On the basis of satisfactory~ntrol theory，a satisfactory estimatorfor 

the periodic eTror system th the above three requirements can be designed by using algebra Riccati matrix inequality and nil— 

merical recursion algorithm and this problem of satisfactory estimation can be converted into linear programming problems by tin— 

ear matrix inequalities(LMI)technique and then a feasible satisfactory estimating sketch is achieved by using LMI too1．Fmally 

a ntwneric example checks the above sketch and approach． 

Key words：periodic system；pole placement；covariance estimation；H—infinity；linear matrix inequalities 

l 引言(Introduction) 

满意估计至今还局限于线性时不变随机系统范 

畴，如何将其拓展到线性时变系统是有意义的；周期 

系统作为一种特殊的时变系统，已有不少成果 1 ， 

但大都是针对单指标进行讨论的，而多指标的满意 

估计目前尚未研究．文中针对一类线性离散周期系 

统，研究满足期望极点指标，稳态误差方差指标与 

H 指标的满意估计问题．首先采用提升法 J̈将线性 

周期估计误差系统提升为时不变系统并提出期望极 

点指标，利用提升系统与周期系统特征矩阵之间的 

关系及时不变系统的极点配置理论将区域极点指标 

转化为估计误差系统的不等式约束问题，同时利用 

协方差配置理论l J及 H 控制理论l J对周期系统进 

行与极点相容的稳态方差配置及 H 鲁棒估计，并 

利用 LMI技术求解可行的满意估计方案． 

2 问题描述(Problem fomulation) 

若被观测采样系统可描述为如下离散线性 

Ⅳ——周期系统 

{x( k+lY k C k k k 【()= () ()+ ()
． 

⋯  

式中 (k)E 为系统状态向量，Y(k)E R ，为测 

量输出，W(k)E 为模型噪声， (k)∈ R 为测 

量噪声；A(k)E ，C(k)E ， ，E(k)E 

： “一为分段连续、有界实矩阵，且满足 

A(k+N)=A(k)， 

C(k+J7v)= C(k)， 

E(k+N)=E(k)． 

对于周期系统(1)，假设 

H1)(A(·)，C(·))可 观测 ，(A(·)，E(·))可 

扰． 
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希望设计如下形式的周期滤波器： 

露( +1)：A( )戈( )+F( )[Y( )一C( )戈( )]． 

(2) 

其中：露( )E R ；F( +N)： F( )，F( )E 

R y： 

于是有估计误差系统 

f面 、+ c ? ( )+E( )1 ( )， (3) 【
z( )=L( )元( )． 

其中 

( )= ( )一露( )，西( )=[W( ) ( ) ] ， 

A ( )=A( )一F( )C( )，E( )=[E( ) 0]， 

L( + ，̂)=L( )，L( )E 曼 n ． 

为了引人极点指标，这里运用文献[1]中的提升 

法，可得提升误差系统 

f (m+1)： (m)+ 】W。(m)， 

i (m)： (m)+ (m)． ‘4 
其中 (m)= (mN)，m =1，2，⋯， 

(m)=[西 (0) 西 (1) ⋯ 面 (N一1) ] ， 

(m)=[ (0) (1) ⋯ (N一1) ] ， 

西 ( )=西(mN+ )， ( )= (mN+ )， 

： A。(N一1)⋯A。(0)， 2：[e2(i， )]， 

： [A(N一1)⋯A(1)E(o)1．．·l 

A(N一1)E(N一2)1 E(N一1)]， 

．，(西，F， o， ，v—1)l 

其中 J(W，F， o， ～一】)表示系统 (3)对外部干扰 

W( ) 抑 制 水 平，y > 0 为 给 定 常 量， 

l1． [,TJr， +，v—1]表示变量[·]在m周期[mN，mN+ 

N一1]上的 2范数， ， +，v—1分别为第 m周期 

的初值与终值，Q 为加权正定矩阵． 

3 与极 点指标相 容的方差 上界指标 设计 

(Design of upper error-variance consistent 

with desired poles) 

引理 1 对于线性离散 ～——周期系统(3)当 

面( )；0时，系统稳定当且仅当存在对称矩阵 

P(i)∈R n 满足下述周期 Lyapunov方程： 

AT
e(i)P(i+1)A (i)一P(i)+C (i)C(i)：0． 

(6) 

其中 

P(i)=P’ (i)≥0，P(i+N)=P(i)， 

i= 0，1，⋯ ，N 一1． 

引理 2[6J 对于线性时不变离散系统 

二 _l 

C = 

L(0) 

L(1)A(0) 

L(N一1)A(N一2)⋯A(0) 

当待定 F(i)(i：0，1，⋯，N一1)为周期序列 

增益时，线性周期误差系统(3)提升为线性时不变系 

统(4)． 

为使误差系统具有良好的动态特性和鲁棒性， 

要求设计的滤波器保证： 

a)提升误差系统(4)极点集 A(A)c o(0，r)， 

其中 D(0，r)表示复平面上以(0，0)为圆心，半径为 

r(0< r<1)的开圆盘； 

b)若将模型噪声 ( )， ( )均被视为一个高 

斯白噪声过程，其均值为零，强度分别为 W(i)>0， 

V(i)>0，且初始状态 (0)，W( )， ( )互不相关， 

要求估计误差 ( )稳态协方差矩阵 (i)满足 

[ ( )] ≤仃 (i)，式中仃 (i)为给定的稳态误差方 

差上界，[ (i)] 表示矩阵 (i)的第
．
，个对角元素， 

(i=0，1，⋯ ，N一1， =0，1，⋯，凡 )； 

C)若将模型噪声 W( )， ( )视为平方可加的 

干扰信号，误差系统(3)满足 H 指标 

(5) 

( +1)=Ax( )+Ew( )， (7) 

如果关于 p变量的不等式组 

A 一r Q <0， (8) 

一 Q +AQlA +EWE <0 (9) 

有正定对称解，则系统(7)满足极点约束 A(A)c 

D(0，r)且稳态状态方差 <Q． 

引理 3【 J 给定指标 )，，对于线性时变系统 

(3)，假设系统初始状态未知，如果存在有界时变正 

定对称矩阵 Q(i)E R 满足 Riccati不等式 
一 Q(i+1)+A。(i)Q(i)A (i)+A。( )Q(i)L (i)· 

[y ，一L(i)Q(i)L (i)]I1L( )Q( )A (i)+ 

宜( )宜 (i)<0， 

且 

Q(N 一1)=Q ， 

(10) 

I一7-zL(i)Q(i)L ( )>0， =0，1，2，⋯，N一1， 

则此系统渐近稳定且满足指标 C)． 

误差系统(3)提升后状态转移矩阵 
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c ，尼。 ：{ ‘尼 Ac‘尼一 ⋯Af‘尼。’’ 三 ： 
不妨假设： 

H2)对于提升误差系统(4)，极点指标开圆盘 

D(0，r)含A( )的不可观特征值，且误差系统的特 

征矩阵 (N一1，0)为单值矩阵； 

H3) (i)≥ E(i)W(i)E’ (i)>0． 

显然，当滤波增益 F(k)为时不变周期序列时， 

(k0+N一1，k0)的特征值与k0无关，而特征多项式 

J—A = J—A (N 一1)·一A (0) (11) 

参考引理2，对于时不变提升误差系统(4)，如果不 

等式 

Q(0) 一r2Q(0)<o (12) 

有正定解 Q(0)∈蔓 ，则条件 A( )c D(0，r) 

必然满足． 

根据假设 H2)可知 (N一1，0)为单值矩阵，若 

特征矩阵 (N一1，0)的极点为 ( =0，1，⋯， 

N一1， =1，2，⋯，Z)，欲使积 0． x 1． x⋯ x 

，v—l， ∈ D(0，r)(0<r<1)，只须 { 0， l
， 

， ⋯ ， 

，v_1． ∈ D(0，r)，根据引理 2可得满足极点指标 

约束 a)的充分条件是 

(A(i)一F(i)C(i))Q(i)(A(i)一 

F(i)C(i)) 一r2Q(i+1)<o． (13) 

又当误差系统(3)渐近稳定时，其稳态误差方差 

x(i)满足 

A (i)x(i)AT(i)一 (i+1)+ (i) (i) (i) ：0， 

i= 0，1，2，⋯ ，N 一1． 

(14) 

其中 (i)=limE{ (mN+i) (mN+i)}，E{·}表 

示数学期望，W(i)=diag{W(i)，v(i)}，W(i)为模 

型噪声w(k)的强度，V(i)为测量噪声 (k)的强度． 

根据引理2及上述分析有如下结论． 

定理 1 假设 H1)～H3)成立，系统(1)存在周期 

滤波增益 F(i)使约束 a)成立的充分条件是矩阵变 

量 Q(i)，F(i)的不等式组(13)及 

A (i)Q(i)AT(i)一Q( +1)+ (i) (i) ( ) <0 

(15) 

有解；又若 (Q(i)，F(i))上述不等式的解，则滤波 

增益阵 F(i)相应的误差系统(3)的稳态协方差阵 

(i)与 Q(i)之间必满足关系 Q(i)>x(i)． 

证 根据引理 1，欲使误差系统(3)稳定，必须 

A (i)P(i+1)A (i)一P(i)<0 (16) 

存在可行解；根据文献[2]可知，在假设 H2)条件下 

不等式(16)的对偶不等式(Dual inequality) 

A (i)Q(i)AT(i)一Q(i+1)<0 (17) 

也存在周期正定对称解 Q(i)； 

在不等式(13)约束下，不等式(12)显然也成立， 

再根据引理2可知，时不变提升误差系统(4)满足约 

束 a)，可得定理的充分性． 证毕． 

记 (i)=Q (i)，S(i)=R(i+1)F(i)，利 

用 Schur补引理，可得定理 1的如下 LaMI形式． 

推论 1 对于线性周期系统(1)，假设H】)～H3) 

成立，存在周期滤波增益 F(i)使约束 a)成立的充 

分条件是矩阵变量 (i)，F(i)的以下 LaMI组 

r r R(i+i ̈
一  rR i

<0， (18) L () 
一 ()J⋯  ⋯  

r — (i+1) (i) R(i+1)E(i)] 

I (i) 一R(i) 0 I<0 

L (i)WR(i+1) 0 一 一 (i) J 

(19) 

有解；而若 ( (i)，S(i))是上述不等式组的任一 

解，则 F(i)：= (i+1)S(i)作为滤波增益必使 

误差系统(3)满足约束 a)，而误差系统的稳态状态 

方差 (i)满足 (i)<Q(i)，其中 

(i)=Q(i)， 

(i)=R(i+1)A(i)一S(i)C(i)， 

i=0，1，⋯ ，，v一 1． 

假设条件 H2)成立，可知极点指标 D(0，r)在周 

期状态滤波下是可配置的，根据定理 1知式(13)， 

(15)总有可行解，从而 LMI组式(18)，(19)有解，故 

可以求解极值问题 

rflax{tr R(i)}：(R(i)，S(i))满足 LMI组式(18)，(19)． 

(20) 

记相应极大阵对为(R (i)，S (i))，滤波增益 

(i)：= _m (i+1)S 对应的误差系统(3)的稳态 

协方差阵记为 XL(i)，由推论 1得式(20)中R (i)≤ 

(i)且[ (i)] <[ (i)] ． 

参考文献[7]的推论 1，利用矩阵 Q(i)的正伸 

缩性可知方差指标 b)的下确界如下： 

推论 2 对于系统(1)假设 H )成立，极点指标 

D(0，r)满足条件H2)，则满足盯；(i)>[ _m (i)] 
的方差上界指标盯 (i)( ：1，2，⋯， ，i=0，1，⋯， 

N一1．)都与区域极点指标 D(0，r)相容． 

4 与极点／状态误差方差指标相容的 H 上 

界指标及满意滤波设计(Design of upper 

H-infinity consistent with pole and error-vari— 

ante indices and its satisfying filter) 

根据引理 3，对于误差系统(3)，当差分 Riccati 
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不等式(13)有正定解 Q(i)>0时误差系统(3)渐近 

稳定且满足约束 C)． 

利用矩阵逆的反演公式可将式(10)改写为 

一 Q(i+1)+A ( )(Q一 (i)一)，一 L (i)L( ))一 · 

aT(i)+茜(i) (i)<0． (21) 

由于R(i)=Q-1( )，将式(21)左、右分别乘以 

R(i+1)，R (i+1)，利用 Schur补引理可将式(21) 

转换为 

r—R( +1)R( +1)A( )一S( )C(i)R(i+1)E(i)7 

I * 口一 ( ) (i)一R(i) 0 l<0． L 
* * 一， j 

(22) 

其中 a=)， ，“*”表示对称元素． 

从而对于误差系统，约束 C)可表示为L~Ⅱ(22)． 

根据推论 1，假设对于系统(1)给定极点指标满 

足条件 H2)，稳态误差方差指标满足 ；(i)> 

[ ( )] ，记(R0(i)，S0(i)，a0)为约束 

min{tr a}：)，，R，S满足 LMIs(18)，(19)及(22) 

(23) 

下相应的极小点，而)，0=~／a0，于是参考推论2，有 

如下结论，它刻划了周期滤波下误差系统(3)的 H 

指标与相容极点指标和稳态方差相容的 卜界． 

定理 2 对于线性周期系统(1)，似设条件 H．)， 

H3)成立，给定的极点指标满足条件 H2)．稳态方差 

指标满足 ；(i)>[XL(i)] ，则所有满足H 指标 
)，> )，。都与极点指标 D(0，r)和方差上界指标 

；(i)相容． 

由 (Q0(i)，S0(i)，a0)的定义知，LMI组 (18)， 

(19)及 (22)存 在一 个 解 系列 (Q (i)，S ( )， 

a (i))(m =1，2，⋯)，使得由此生成的反馈增益阵 

列 F (i)收敛于 F0(i)，系统(3)传递函数 H 范数 

ll (z) 显然是反馈增益F (i)的连续函数[引． 

因而当 )，>)，。时，由极限的保号性知，存在充分大 

整数 n，使 得 F (i)相 应 的 (z) 满 足 

ll (z) < <)，．而 (i)是LMI组(18)， 

(19)及(22)的一个解 ( (i)，S (i)， (i))生成 

的，故 F (i)为使约束 a)～C)相容 的周期反馈 

增益 ． 

5 数值算例(Numerical example) 

取系统(1)中系数矩阵和白噪声 W( )的协方 

差如下 

A c。 =【暑‘5一 ．2】，A c· =【。1—0。‘4】， 

c(o)：『 O 

E(o)：『 L 0 

]，c(1)： l J 

o1，E(1)： 
1 一 

c。 =[。1 ]， c· =[ ：]， 
W(i)：V(i)：，，i：1，2，极点区域 D(0，r)= 

D(0，0．9)，稳态状态方差指标 (O)=diag{4．5， 

4．5}， (1)：(1iag{20，3．0}，H 指标 )，=2．0． 

易验证 ；(A(·)，C(·))可观测，给定的极点 

指标为 D(0，1)． 期状态滤波下是可配置的．于 

是根据 推论 1，在约 束 LMI组 (18)，(19)下 由 

max{tr R(i)}求得 

r 3 714q 一 3 71 1 

(0) 【一3
． 7l49 3．

．

7

i 

l

x

49~J J， 

r 0 R0n0 —0 0nn01 

( ) 【一o
．00oo o．800oJ‘ 

相应稳态状态方差 

XL( [一：： 一： ]’ 
r 1 2S00 0 rVYY、1 

xL(1) 【o
． 0ooo 1

．

． 2

v

5

v

0o
vvJ 

易知 (i)>[QL(i)] ，故满足极点、方差指标 

约束的滤波增益 F(i)存在，于是根据定理2极值问 

题(23)有意义，得 )，0=1．25，因而满足 )，> )，0， 

(i)>[QL(i)] 的指标都与极点指标D(0，0．9) 

相容 ． 

现假设对系统给定的约束：极点 D(0，1)，状态 

方差指标 

(O)=diag{4．5，4．5}， (1)=diag{20，3．0}， 

H 上界指标 )，=2．0．根据定理2，求取一个满足所 

有约束的滤波增益矩阵．根据定理 2在约束 uⅢs 

(18)．(19)及(22)下可得一组可行的滤波增益及相 

应稳态方差 

r 0 S0n0 0 0nn01 

F(o) 【一o
． 00oo —o．200oJ， 

r 1 0nn0 —0 0nn01 

(o) 【一o
． 00oo 1．00ooJ， 

F c·)=[一。0
．

．

。

12

3

2

。4

0 一

。

0

．

．

。

1

5

96

8。8]， 
r 16 0R26 1 024R1 

( ) 【1
． 4859 o．3233 J‘ 

相应误差提升系统的极点 0．1469，0．0044，传递函数 

H 范数 lI (z) =1．5732． 

显然，所求滤波增益 F(·)满足指标约束 a)～c)． 

l  l  l  1  

．．．．．．．．．L ．．．．．．．．．L  
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