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摘要 ：不仅研究了一类扰动控制系统鲁棒稳定界的定义 、优化等问题 ，而且通过研究控制系统鲁 棒稳定 界与 

Riccafi矩阵方程解 的关 系，提出了在闭环极点约束条件下研究鲁棒稳定界的方法 ，并给出了基于 tO 逆问题参数化 

解的极大化鲁棒稳定界 的优化算法 ． 
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Studies on the robust stable botmds of control systerns 

with  constraints of closed-loop poles 
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Abstract：The defmitiom and optimiTmfion problem of robust stable bound，as well as the relations between robust stable 

bound and the solution ofRiccafi matrix equation，are studied for a class of systems with nonlinear disturbance．Th e robust sta— 

ble bound of control systems is optimized wi th constraints of closedloop poles．Related optimization algorithms are also present— 

ed based on the parametric solution幻 the LQ inverse problem． 
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1 问题的提法(Problem statement) 

设具有非线性扰动控制系统的状态空间表示为 

露 =Ax+Bu+f(x，11,)， (1) 

式中 f( ，11,)∈ 为包含 了不确定参数在内的非线 

性扰动 ， ∈ R ，11,∈ R 分别是状态变量和控制变 

量， ， 均为适 当维数的实数矩阵．系统(1)在状态 

反馈 11,：一 控制下的闭环控制系统可以表示为 

= (A—BK) +f( ，K)垒 A +f( ，K)． 

(2) 

其中 ，K)=f( ，u)I ：一 表示非线性扰动与 

状态变量 和反馈系数矩阵 有关．本文所要研究 

的问题是 厂( ，K)满足什么条件，系统(3)稳定． 

为了保证系统分析的完整性 ，假设系统的状态 

完全可控，并且定义矢量 的 2一范数为 II II 2， 

lI =xTx，系统的鲁棒稳定指数 。， 

mi 【Q+胎 R B P J 

ICwO —— == 厂 ’ j 

也可以称 加为控制系统的鲁棒稳定界 ，P是 Riccati 

矩阵方程 
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“  一脚  +Q 。。， (4) 

Q = Q ≥0，R ：R >0 

的唯一对称正定解 ．0∈ ，尺∈ R ． 

引理 1 对于上述控制问题 ，如果 u=一 ， 

=
尺 BTP

，
则当 II厂( ，K)II 2≤ 1 加II II 2时， 

闭环控制系统(2)是稳定 的． 

证 直接定义 Lyapunov函数 ( )=XTPx就 

可以证明这个结论 ． 

就目前的研究情况来看 ，引理 1的研究思想具 

有很大的代表性【̈ ，其理论基础是 Lyapunov稳定性 

理论 ．尽管鲁棒稳定界的表达形式各异 ，但没有本质 

区别，只是构造方法不同，需要进一步研究的问题很 

多．一般来说 ，直接由此设计的控制系统具有很大的 

保守性【引．尽管文献[2]利用插值法研究了极大化鲁 

棒稳定界的方法，但仍然是属于构造范畴 ．文献 [3， 

4]则在保证闭环稳定 的前提下，通过极小化控制器 

增益达到降低鲁棒控制系统设计保守性的 目的，但 

“最小”特性也只是相对的 ．由于保守性最终体现在 
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闭环极点的分布上，增加闭环极点约束，研究鲁棒稳 

定界的极大化才变得具有实际意义．但这方面得研 

究较少 ，具有一定的难度 ．为了阐明上述观点，本文 

将研究矩阵 P和 p的变化率与鲁棒稳定界的关 系， 

进而提出在闭环极点约束条件下极大化鲁棒稳定界 

的方法 ． 

重新定义控制系统鲁棒稳定界 

f = [P一 尼(Q+P歙 一 BTP)P一 ]， 

【P ： p1／2p1／2． 

(5) 

由此可见，控制系统的鲁棒稳定界 与 Riccati 

矩阵方程中矩阵 p和与之对应的对称正定解 P有 

关 ．研究对 ‰ 的优化 ，必须研究矩阵 Q和P的关系． 

引理 2 设矩阵 Pl和 P2分别是方程 

『ATP +P4 一P 础 一 曰TP +Qf=0， 
， 、 

【Qf= Q ≥0，i：1，2 

的唯一对称正定解 ．如果 Ql≥ Q2，则有 Pl≥ P2． 

证 设矩阵 P．是方程 

『A Pl+P1A—P1艘  曰 Pl+Ql=0， ，、 

【Ql：Q{≥0 

的唯一对称正定解，矩阵 P2是方程 

raTP2+P2A 一P2船 一 曰TP2+Q2=0， 
⋯  

【Q2= Q{≥0 

的唯一对称正定解 ．式 中 =A—BR一 BTP卜 将 

(15)式和(16)式相加，经过变换得 

AT(Pl+P2)+(Pl+P2)A一(Pl+ 

P2)BR一 BT(Pl+P2)+(Ql+Q2)=0． (9) 

这表明矩阵 (Pl+P2)是方程(1O)的唯一对称正定 

解．根据(Ql+Q2)≥ Ql'(Pl+P2)≥ Pl的事实， 

由(8)式和(10)式可以证明引理 2． 

由于矩阵 P是随着矩阵 p的增大而增大．考查 

矩阵 P对Q的变化率对研究 的极值，即 的极大 

界具有实际意义． 

定理 1 设矩阵 l和 2分别是方程 

AT + A 一 BT + = 0，
， 、 

Q =Q ≥0，i=1，2 

的唯一对称正定解 ．如果 Ql和 Q2满足 Q2：201 

时，则不等式 2≤2 l成立 ． 

证 设矩阵 Pl和 P2分别是方程(7)和(8)的 

唯一对称正定解 ，当 Ql= Q2时，将(9)式和(1O)式 

相减得 

AT(Pl—P2)+(Pl—P2)A + 

PlBR一 BTPl+ P2BR一 BTP2 = 0
． (12) 

将(7)式和(8)式相加得 

A ’(Pl+P2)+(Pl+P2)A一(Pl+ 

P2)BR一 BT(Pl+P2)+20l=0． (13) 

由于 A 稳定 ，由(12)式可知 Pl≥ P2，从而有(Pl+ 

P2)≤2P1．定义 Ql=Q1，Q2=201，P1=P1，P2 = 

(Pl+P2)，则有 2=2 l，且 2≤2i'l这就是定理 

2的结论 ． 

由定理 2可知 ，增大矩阵 p，矩阵 P并没有同步 

增大 ，这表明增大矩阵 p可以增大 ．另一方面 ，由 

于矩阵 p的增大导致矩阵P的增大，进而增大了控 

制系统的反馈增益．这表明通过增大矩阵 p的方法 

增大 是以增大控制器的增益为代价的．因此，不 

加约束地通过矩阵 Q对 进行优化是没有实际意 

义的．只有在闭环极点约束的条件下分析 的优化 

问题才具有真正的价值 ． 

2 矩 阵 P，Q 的 参数 化 (Parametrization of 

matrices P and p) 

为了研究闭环极点约束条件下 的优化问题， 

给出满足闭环极点要求的矩阵 P和p的参数化解是 

有必要的．这是 LQ最优控制逆问题研究的范畴 J． 

定理 2[5] 矩阵 p(在 尺=，的条件下)参数化 

表示为 

Q =一(。l l 口2 2 ⋯ 口 靠)· 

( l l 2 ⋯ )一 (14) 

的充要条件是闭环控制系统 戈：(A—BR BTP) 

的特征值 ， f∈ ，i=1，2，⋯ ，n，且 的几何 

重根个数等于它的代数重根个数． 

其中毫∈e“(i=1，2，⋯，n)为使得Q=QT≥ 

0，且 (i=1，2，⋯，17,)在复数空间C“上线性独立 

的自由参数 ；当 = 时，毛= ，*表示复数共 

轭．定义 ∈ 是为了保证矩阵 Q =Q ’>0． 

定理 3[6J 方程(4)的唯一对称 、正定解 P可 

以表示为 

P =( l l 2 2⋯ 嘛 )( l l 2⋯ )_。． 

(15) 

定理 2和 3中有关参 数的定义 可以参 阅文献 

[5，6]． 

性质 1 对于 V龟， (i= 1，2，⋯，n)线性 

独立，则不论矩阵 P对称正定与否，矩阵 A 总具有 

特征值 ，i：1，2，⋯，n． 

性质 1提供 了闭环 系统特征值约束 的充分保 

证 ．利用方程(4)，方程(6)可以重新表示为 
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P+A +PA。≤0． (16) 

由于(16)式 只与矩阵 P有关，对于优化 更加方 

便 ．定义 

Y=(1，1 l，2⋯ y )=( 1 1 2 2 ⋯ )， 

X = ( 1 2⋯ )=( 1 1 2 2 ⋯ )， 

则(15)式可以表示为 

P = YX～， (17) 

式中 为闭环控制系统(3)的特征矢量L6 J． 

引理 3[ ] 当矩阵对( ，B)可控 ， 。 互异时， 

几乎对于所有的 ∈ ， 直( =1，2，⋯，n)在 

空间上线性独立． 

该引理表明几乎可以认为 } 1是优化 的 

自由参数 ． 

3 K，．．的优化问题(Optimization problem of／~w) 

为了保证 P矩阵具有对称、正定性 ，定义 

= 一 [(0．5 +A。)TP+P(o．5 +A。)]． 

(18) 

并定义具有逼近性质的目标函数 

．，=Tr[( 一 )T(， 一 )]． (19) 

式中 =Udiag[a1 2⋯ ]UT，U=[ 1 2 ⋯ 

]，ui(i=1，2，⋯，n)为矩阵[ T ]属于其特征值 

2 (i=1，2，⋯，n)的特征矢量．．，具有极小值零．利用 

矩阵 对(18)式进行变换得 

： X~grX ： 

一 [(0．5xwI+A。)T + (0．5xj+A。)]． 

式中 = ，A。=diag[,~。1 。2⋯ ]．由此可 

见，当 ．，一 0时 ，一定存在 的极大值使得 P =PT 

> 0， ≥ 0． 

性质 2 对于 V ≠0，(15)式中的 ￡(i=1， 

2，⋯，n)扩大或缩小 倍不改变矩阵P的结果． 

根据性质2，不妨设矢量 毫的2．范数 ll ll 2满 

足 ll￡ll 2=1，i=1，2，⋯，n．由此，求解极大化 

的问题可以通过迭代求解优化问题 

fMinJ：MinTr[( 一 )T( 一 )]， 
{ (2o) 
【s．t．1l ll 2：1，i=1，2，⋯，n． 

来实现．当 ：0时 ，通过对 目标函数 ．，的优化求 

得的是 LO逆问题 的解．在 P = YX 的条件下 ，确 

定使得 ≥0的最大 是本文的目的． 的值域范 

围是(0，2Min{Re[ 。 } 1)． 

定理 4 对于由(20)式定义的一类优化命题， 

其一阶递度函数 0J／O~i可以表示为 

0 ．．· o)x 一 

i)[，一等 ]， (21) 

F =2[( 一 )T(0．5x ，+ )T+ 

(0．5 +A。)(， 一 )T]． 

求解 极大值的计算过程如下： 

1)取初值 =0．5Min{Re[ 。 } 1(也可以任 

意取 >0的初值 )，h： ； 

5h，如果 ≥0，‰ ：= +h，否则 ：= 一h； 

3)重复第二步 ，直到先后两次的 近似相等 

4 算tN(Numerical example) 

ct =[一1 。0 1] ct +[0 。1] c t0 4 0 0 0 ． ()=I — l ()+I l ()． 
取 R=，， 1=一2， 。2=一3， 。3=一4，求控制系统 

a (s)=(s+1)(s2+4)=s3+s2+4s+4， 

a( 。1)=一8，a( 。2)=一26，a( 。3)=一60， 

a(一 。1)=24，a(一 。2)=52， 

a1=a( 。1)a(一 。1)=一192， 

a2=a(2c2)a(一 。2)=一1352， 

3=a(2c3)a(一 。3)=一6000， 

1 ： 1 I_l6 8 16 I， 

z = l_，；9 63 84 I， 
f，64 16 32、 f，8 2 4、 

=  l-16—8一,6 J32 16 l。0 3 6’ 一 一 一 ／ 
f，13 3 4、 (2o 4 4、 

二 一205 
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采用梯度法 ，取 =1，步长 step=0．001，( 1 

2 3)= ，．在 Madab下仿真得 

4365 0．9942 0．3978] 

一 0．0933 0．0939 0．2385J 

r2．1777 1．0604 0．1296、 

P =I 1．O6O4 5．8223 0．8906 l， 

0．1296 0．8906 0．9448 J 

7905 10·6250 2·623o] 

2．6230 11．7982 2．4564 J 
／2．1777 1．0604 0．1296＼ 

＼1．O6O4 5．8223 0．8906] 

此 时 一 [P] = 6．2587， II1i [Q + PBBTP] = 

1 0．2086 0．0035 o．0744j 
r 1．4175 0．8915 —0．34231 

P =1 0．8908 6．5825 1．4974 l， 

一 0．3436 1．4978 2．1620 

f，3·6455 8·0421 1_4777] 

1．4757 13．8542 3．1183 J 
／1．4175 0．8915 —0．3423＼ 

“ 一＼0．8908 6．5825 1．4974／’ 

而此 时 [P] = 7．1418， i [Q + PBBTP]= 

当 =2．1260时，tow0=0．3920．这个仿真结果表 

明，tow0随着 的增大而增大，优化 对增大 0具 

5 结束语(Conclusion) 

本文的研究思想表明，通过以鲁棒控制系统稳 

定界作为优化指标 ，对 LQ逆 问题 中的 自由参数进 

行再一次优化 ，不仅使控制系统保持 了线性二次型 

意义下的最优性 ，而且增加了控制系统鲁棒稳定界 ． 

实际上，从 LQ逆问题的观点出发 ，分析控制系统的 

鲁棒性，研究 LQ最优控制系统加权矩阵 p中的 自 

由参数与控制系统鲁棒性之间的内在联系，对寻求 

鲁棒控制系统稳定界的极大化方法具有直接指导的 

意义．同时，研究直接通过 LQ逆 问题 的求 解以及 

LQ逆问题解与系统特征之间的关系获得具有极大 

控制系统鲁棒稳定界的鲁棒控制器设计方法更具有 

理论和实际应用价值 ．这将有待于进一步研究 ．本文 

的研究仅仅是一个开端 ． 
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