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基于信息熵的子图匹配算法

孟凡荣，张　青，闫秋艳
（中国矿业大学 计算机科学与技术学院，江苏 徐州 ２２１１１６）

摘　要：子图查询是指输入一个图数据库和查询子图，输出图数据库中包含查询子图的图集合，它广泛应用于
社会网、生物网和信息网的查询应用中。目前的子图查询算法大多采用静态消耗测算模式，此类测算模式在图

中点数和连接边数呈指数分布时，会在少数节点上花费较多时间遍历其邻节点，导致查询算法效率低下。根据

信息熵在信息度量中的作用，将条件信息熵作为启发式匹配的依据，提出了基于信息熵的子图匹配算法。实验

表明，基于信息熵的子图匹配算法具有更高的查询效率，且在指数分布的数据集上效果更明显。
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　引言

随着 Ｆａｃｅｂｏｏｋ等社交网络类应用的兴起，针对海量图数
据的查询和处理日益广泛。同时，由于使用了 ＲＤＦ（ｒｅｓｏｕｒｃｅ
ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｆｒａｍｅｗｏｒｋ）作为网络数据的存储标准，在信息网络
和语义Ｗｅｂ中引入带标签的边表示节点之间的关系，形成结
构更为复杂、信息量更为丰富的图数据结构。因此，针对大规

模、复杂图数据的子图查询具有重要且广泛的应用前景。

子图同构是子图查询的核心问题，是一个 ＮＰ完全问
题［１］，目前还没有提出过多项式时间复杂度的算法，各种已有

算法的时间复杂度都是指数级的。已有子图同构算法均基于

回溯搜索方法，尝试把查询图在数据图上逐步扩展，如果扩展

成功就继续向前扩展，如果失败则回退到前一步继续尝试其他

的搜索路径。比较经典的算法有 Ｓｕｂｄｕｅ算法［２］、Ｕｌｌｍａｎ算

法［３］、Ｎａｕｔｙ算法［４］、ＶＦ２算法［５］等。Ｓｈａｎｇ等人提出了ｑｕｉｃｋ

ＳＩ算法［６］，并在ｑｕｉｃｋＳＩ算法中提出了一种基于特征的子图测
试方法，具有很高的效率，其本质也是经典回溯搜索算法的变

种。以上算法中的回溯算法均采用静态消耗测算模式［７］，即

在扩展过程中需要事先统计邻节点。

在ＲＤＦ领域，主要关注于数据的存储结构和查询策略［８］。

在查询策略方面，现有的工作主要针对子图匹配算法本身和索

引结构进行优化。在匹配算法上多采用基于统计的启发式算

法［９～１１］。上面所述算法均采用静态消耗测算模式。由于统计

邻节点需要耗费大量时间，尤其是对现实中大量存在的指数分

布的图数据，会在少数节点上花费较多时间遍历其邻节点，导

致查询算法效率低下。本文根据信息熵在信息度量中的作用，

将条件信息熵作为启发式匹配的依据，提出了基于信息熵的子

图匹配算法，将条件信息熵作为启发式匹配的依据，以减少邻

节点的匹配次数，提高子图查询的效率。实验表明，基于信息

熵的子图匹配算法具有更高的查询效率，且在指数分布的数据

集上效果更明显。
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　相关概念

"
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　图数据的相关定义

本节给出图数据相关的一些基本概念［７］。

定义 １　图数据。一个图数据 Ｇ定义为一个三元组 Ｇ＝
〈Ｖ，Ｅ，Ｌ〉。其中，Ｖ表示图中顶点的集合；Ｌ表示标签的集合；
ＥＶ×Ｌ×Ｖ表示标签边的集合。
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定义２　查询子图。查询子图 Ｑ是一个集合对（ＶＱ，ＥＱ）
其中ＶＱＶ∪ＶＡＲ且 ＥＱＶＱ×ＬＱ×ＶＱ。在查询子图 Ｑ中用
ＶＡＲＱ表示可变点的集合。

定义３　置换映射。θ是关于图 Ｇ的查询子图 Ｑ的映射
θ：ＶＡＲＱ→Ｖ。

定义４　查询结果。置换映射θ是关于图Ｇ的查询子图Ｑ
的一个结果。关于图 Ｇ的子图查询 Ｑ的结果集表示为
ＡＳ（Ｑ，Ｇ）。
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　信息熵

熵理论是由美国数学家Ｓｈａｎｎｏｎ提出的，是测定信息的不
确定性。根据信源的信息选择不定度的测定，确定信息表征信

源的不确定度［１２］。

熵的公式为

Ｈ（Ｘ）＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ｐ（ｘｉ）ｌｏｇ２ｐ（ｘｉ） （１）

联合熵、熵、条件熵之间的关系为

Ｈ（ＸＹ）＝Ｈ（Ｘ）＋Ｈ（Ｙ｜Ｘ）＝Ｈ（Ｙ）＋Ｈ（Ｘ｜Ｙ） （２）
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　引入信息熵

在数据图中，每一个事件的发生与否都具有一定的信息量。

在事件未发生前，事物所具有的平均信息量称之为信息熵［１２］。

在巨大的社会网中，由于每个节点之间的关系是复杂且不可知

的，加之大部分点之间的关系非常小，所以研究单个节点的信息

熵是没有意义的。本文中认为不相邻节点之间是相互独立的，

所以在此讨论的是相邻节点之间的条件熵。

在图数据中，用ｘ表示当前点，即所需要求信息熵的点；ｘ１
ｘ２… ｘｉ表示 ｘ的邻节点中符合条件的点。根据式（２）可以
推得

Ｈ（Ｚ｜ＸＹ）＝Ｈ（Ｘ｜Ｚ）＋Ｈ（Ｙ｜Ｚ）＋Ｈ（Ｚ）－Ｈ（Ｘ）－Ｈ（Ｙ） （３）

同理

Ｈ（ｘ｜ｘ１ｘ２…ｘｉ）＝Ｈ（ｘｘ１ｘ２…ｘｉ）－Ｈ（ｘ１ｘ２…ｘｉ）＝
Ｈ（ｘ１ｘ２…ｘｉ｜ｘ）＋Ｈ（ｘ）－Ｈ（ｘ１ｘ２…ｘｉ）＝

Ｈ（ｘ１｜ｘ）＋Ｈ（ｘ２｜ｘ）＋…＋Ｈ（ｘｉ｜ｘ）＋Ｈ（ｘ）－Ｈ（ｘ１ｘ２…ｘｉ）＝
Ｈ（ｘ１｜ｘ）＋Ｈ（ｘ２｜ｘ）＋…＋Ｈ（ｘｉ｜ｘ）＋Ｈ（ｘ）－

Ｈ（ｘ１）－Ｈ（ｘ２）－…－Ｈ（ｘｉ） （４）

在图数据Ｇ中任一个点的信息熵为

Ｈ（ｘ）＝－１ｘｌｏｇ２（
１
ｘ）＝

ｌｏｇ２ｘ
ｘ

由于图数据Ｇ中的节点非常多，可认为ｘ→∞，即Ｈ（ｘ）→
０。由此可得

Ｈ（ｘ｜ｘ１ｘ２…ｘｉ）＝
Ｈ（ｘ１｜ｘ）＋Ｈ（ｘ２｜ｘ）＋…＋Ｈ（ｘｉ｜ｘ） （５）

可见在图数据中，选择点ｘ的条件熵等于此点以其各个符
合条件的邻节点ｘ１ｘ２… ｘｉ为条件的熵的和。在下一步匹配的
节点选择上，必然先选择那些信息熵大的点，因为它们提供了

更多的信息，有利于下一步的选择。
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　算法描述

基于信息熵，本文提出了 ｅｎｔｒｏｐｙＭａｔｃｈ算法。具体算法
如下。

１）函数ｅｎｔｒｏｐｙＭａｔｃｈ
ｉｎｐｕｔ：查询子图Ｑ。
Ａ←

ｆｏｒａｌｌｚ∈ＶＱ／／选出确定查询点
　ｉｆｚ∈ＶＡＲＱｔｈｅｎＲｚ←
　ｅｌｓｅＲｚ←｛ｚ｝
Ｐ←｛（ｚ，Ｒｚ）｜ｚ∈ＶＱ｝
／／存放确定查询点及其潜在匹配
ｅｎｔｒｏｐｙ（Ｐ，Ｑ，Ｇ）
／／计算Ｐ中确定查询点的条件熵
ｓｅｌｅｃｔＶｅｒｔｅｘ（Ｑ，，Ｐ）
２）函数ｅｎｔｒｏｐｙ
ｉｎｐｕｔ：可能匹配集Ｐ，查询子图Ｑ，图Ｇ。
Ｈ←０
ｆｏｒａｌｌｚ∈Ｐ
　ｆｏｒａｌｌｅｄｇｅｓｅ＝（ｚ，ｌ，ｖ）∈ＶＱ
　　Ｎ←ｒｅｔｒｉｅｖｅＮｅｉｇｈｂｏｒｓ（Ｇ，ｍ，ｌ）
／／遍历出匹配点ｍ的邻节点的潜在匹配的集合Ｎ
　　ｉｆＮ＝ｎｕｌｌｔｈｅｎＨ←Ｈ
／如果查询点的邻节点太多以至于 ｒｅｔｒｉｅｖｅＮｅｉｇｈｂｏｒｓ返回值为

ｎｕｌｌ，Ｈ的值不变／
　　ｅｌｓｅＨ←Ｈ＋ｃａｌｃＥｍｔｒｏｐｙ（Ｎ）
／／计算查询点的条件熵，ｃａｌｃＥｍｔｒｏｐｙ计算单个邻节点的条件熵
Ｈｚ←｛Ｈ｝
３）函数ｓｅｌｅｃｔＶｅｒｔｅｘ
ｉｎｐｕｔ：查询子图Ｑ，部分置换映射θ，可能匹配集Ｐ。
ｆｏｒａｌｌＨ∈Ｈｚ
　ｉｆＨｍ＝ｍａｘ（Ｈｚ）
／／找到熵值最大的查询点
ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅＶｅｒｔｅｘ（Ｑ，θ，Ｐ，ｍ）
Ａ←Ａ∪｛θ｝
／／将潜在映射集θ加入到结果集Ａ中
４）函数 ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅＶｅｒｔｅｘ
ｉｎｐｕｔ：查询子图Ｑ，部分置换映射θ，可能匹配集Ｐ，查询点ｗ，可能

匹配ｍ。
ｒｅｔｒｉｖｅＶｅｒｔｅｘ（Ｇ，ｍ）
／／在图Ｇ中找到可能匹配点ｍ
ｉｆｗ∈ＶＡＲｔｈｅｎθ′← θ∈｛ｗ→ｍ｝
Ｑ′←Ｑ；
ｆｏｒａｌｌｚ∈ＶＱ　Ｒｚ′←Ｒｚ
ｆｏｒａｌｌｅｄｇｅｓｅ＝（ｗ，ｌ，ｖ）∈ＥＱ′
　　Ｎ←ｒｅｔｒｉｅｖｅＮｅｉｇｈｂｏｒｓ（Ｇ，ｍ，ｌ）
　　ｉｆＮ＝０ｔｈｅｎＲｚ′←Ｒｚ－ｍ；
ｃｏｎｔｉｎｕｅ
／／如果点ｍ没有符合条件的邻节点则从Ｒｚ′中删除点ｍ
ｉｆＮ≠ｎｕｌｌｔｈｅｎ
　　ｉｆＲｖ′＝ ｔｈｅｎＲｖ′←Ｎ
　　ｅｌｓｅＲｖ′←Ｒｖ′∩Ｎ
／／查询点是否已被初始化，若选过则求交集
ｒｅｍｏｖｅｅｆｒｏｍＱ′
／／将边ｅ从查询子图Ｑ中去掉
　　ｉｆＲｚ′＝ ｂｒｅａｋ
　　ｅｌｓｅＰ′←｛（ｚ，Ｒｚ′）｜ｚ∈ＶＱ｝
ｅｎｔｒｏｐｙ（Ｐ′，Ｑ′，Ｇ）
ｓｅｌｅｃｔＶｅｒｔｅｘ（Ｑ′，θ′，Ｐ′）

每个函数的具体含义如下：

ａ）ｅｎｔｒｏｐｙＭａｔｃｈ函数。先对确定的查询点进行广度优先
算法。在遍历的过程中，通过函数 ｅｎｔｒｏｐｙ求出各个已确定点
的条件熵。其中（ｚ，Ｒｚ）表示关于查询子图中点ｚ的可能匹配；
Ｒｚ用于存储ｚ的潜在匹配。当ｚ在查询子图中是常量时，Ｒｚ只
包含ｚ；当ｚ在查询子图中是变量时，Ｒｚ为空；在ｚ被初始化后，
Ｒｚ为ｚ的一系列可能的匹配（其中一些值在算法运行过程中
可能被删除）。在关于图Ｇ上的查询子图 Ｑ（Ｑ中至少包含一
个确定点）的函数 ｅｎｔｒｏｐｙＭａｔｃｈ运行结束后，返回值为
ＡＳ（Ｑ，Ｇ）。

ｂ）ｅｎｔｒｏｐｙ函数。对Ｒｚ中的每个可能的匹配点进行匹配，
对每个节点的边进行匹配，通过调用函数 ｒｅｔｒｉｅｖｅＮｅｉｇｈｂｏｒｓ遍
历出匹配点ｍ的邻节点中符合匹配的集合Ｎ。在函数ｒｅｔｒｉｅｖｅ
Ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ中，当点的信息熵小于图的各个点的平均信息熵时，
ｒｅｔｒｉｅｖｅＮｅｉｇｈｂｏｒｓ的返回值为ｎｕｌｌ，因为在遍历过程中计算熵值
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太小的点是不希望发生的。

ｃ）ｓｅｌｅｃｔＶｅｒｔｅｘ函数。从信息熵的集合Ｈｚ中选出熵值最大
的点ｍ，并调用算法ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅＶｅｒｔｅｘ；再将符合要求的部分置换
映射θ加入到可选点集合Ａ中。

ｄ）ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅＶｅｒｔｅｘ函数。调用 ｒｅｔｒｉｖｅＶｅｒｔｅｘ函数在图 Ｇ中
对ｍ点进行索引，并对部分置换映射θ、查询子图Ｑ、ｚ的潜在匹
配集Ｒｚ进行更新；然后查找点ｍ的邻节点的潜在匹配点并将它

们添加到Ｒ′ｚ中，同时将边ｅ从Ｑ
′中删除；最后，更新可能匹配集

Ｐ′中的值并调用算法ｅｎｔｒｏｐｙ计算Ｐ′中可选点的信息熵。

'

　实验

本文实验在数据集 ＵＣＩｃｒｅｄｉｔ和数据集 Ｗｅｂｄａｔａ［１３］上对
ｅｎｔｒｏｐｙＭａｔｃｈ算法进行评价，与Ｓｕｂｄｕｅ［２］算法进行比较，对算法
的时间效率进行测试。其中数据集Ｗｅｂｄａｔａ指数分布性质更加
明显。算法使用Ｃ语言实现，用带有Ｏ２优化选项的ｇｃｃ编译；
实验环境为ＲｅｄＨａｔＬｉｎｕｘ８．０操作系、单核 ＣＰＵ、１ＧＢ内存。

本文针对上述两个数据集对ｅｎｔｒｏｐｙＭａｔｃｈ进行测试，评估
查询包括六个子图查询匹配，子图中边的个数为１～７不等。
本文设计查询子图的顺序是：首先确定查询结构，然后确定固

定点，最后从数据集中随机选取标签初始化查询子图。子图结

构的定义如表１、２所示。在本文中，用Ｓｕｂｄｕｅ算法与ｅｎｔｒｏｐｙ
Ｍａｔｃｈ算法进行比较，比较的结果如图１、２所示。图表中的数
据都是多次运行程序取平均值所得。

表１　在ＵＣＩｃｒｅｄｉｔ数据集中图和查询图的参数

ＵＣＩｃｒｅｄｉｔ 图Ｇ 查询图Ｑ１ 查询图Ｑ２ 查询图Ｑ３

点数Ｖ １４７００ ６ ７ ８

边数Ｅ １４０００ ５ ６ ７

不同的标签数Ｌ ７９ ９ １１ １３

表２　在Ｗｅｂｄａｔａ数据集中图和查询图的参数

Ｗｅｂｄａｔａ 图Ｇ 查询图Ｑ４ 查询图Ｑ５ 查询图Ｑ６

点数Ｖ １０２３８ ２ ４ ６

边数Ｅ １０６２５ １ ３ ５

不同的标签数Ｌ ２０３６ ３ ５ ６

　　从图１、２中可以看出，ｅｎｔｒｏｐｙＭａｔｃｈ算法在不同复杂度的图
和不同复杂度的查询子图下都具有更高的时间效率。图３、４表
明，在相同的时间下，ｅｎｔｒｏｐｙＭａｔｃｈ算法具有更高的准确度。图
５表示在各个数据集上ｅｎｔｒｏｐｙＭａｔｃｈ算法比Ｓｕｂｄｕｅ算法效率提
高的百分比。从图中可以看出，算法在数据集 Ｗｅｂｄａｔａ上提高
的效率均比在数据集 ＵＣＩｃｒｅｄｉｔ上高得多。由此可得 ｅｎｔｒｏｐｙ
Ｍａｔｃｈ算法在指数分布的数据集上优势更加明显。

(

　结束语

单个大图下的子图匹配问题是一个ＮＰ完全问题。与之相
关的一些算法由于采用静态消耗测算模式因而效率低下。本文

针对这个问题，依据信息熵在信息度量中的作用，将条件信息熵

作为启发式匹配的依据，提出了基于信息熵的子图匹配算法ｅｎ
ｔｒｏｐｙＭａｔｃｈ。实验中分别在 ＵＣＩ公测数据集和数据集 Ｗｅｂｄａｔａ
上对算法性能进行比较。在每个数据集上均选取三个查询子

图，表明在不同复杂度的子图下算法的效率。实验表明，ｅｎｔｒｏ
ｐｙＭａｔｃｈ算法具有更高的效率，且在限定时间内有更高的准确
度，尤其是在现实中大量存在的指数分布的数据集上。
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