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摘 要: 0-1 背包问题是经典的 NP-HARD 组合优化问题之一, 由于其难解性, 该问题在信息密码学和数论研究

中具有极其重要的应用。首先对 0-1 背包问题及其解法进行了分析, 然后提出 0-1 背包问题的两种扩展形式 , 并

给出了基于动态规划和贪心算法的两种有效算法来解决这两类问题。实验结果验证了所提出方法的有效性。
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Two Kinds of Expanding Forms of 0-1 Knapsack Problem
and Its Solution Methods
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Abstract: The 0-1 knapsack problem is a classic NP-Hard problem in the combinational optimization . Because it is very hard
for the solution , it is very important in the research on cryptosystem and number theory . In this paper, the 0-1 knapsack
problem and its algorithm is analyzed firstly . And then this paper presents two kinds of expand form, and proposed two effi-
cient algorithms based on dynamic programming and greedy algorithm to solve the proposed problems. Simulation results show
it is effective.
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  0-1 背包问题在信息密码学领域和数论研究中具有极其

重要的作用 , 然而由于 0-1 背包问题属于 NP-HARD 问题 , 直接

的枚举解法可能要遍历问题的所有 2n 个解空间 , 因此 , 采用算

法设计策略降低求解问题过于庞大的计算量 , 具有重要的理论

和实际意义。

1 0-1 背包问题及其解法讨论

0-1 背包问题: 给定 n 种物品和一背包, 物品 i 的重量是

wi, 其价值为 vi, 背包的容量为 C, 问应如何选择装入背包中的

物品, 使得装入背包中物品的总价值最大?

在选择装入背包的物品时 , 对每种物品 i 只有两种选择 ,

即装入背包或不装入背包。不能将物品 i 装入背包多次 , 也不

能只装入部分物品 i。

1. 1  0-1 背包问题是一个特殊的整数规划问题

0-1背包问题可形式化地描述为下列特殊的整数规划问题:

max∑
n

i =1
vix i,

∑
n

i =1
wi xi≤ C

xi∈{ 0, 1 1≤ i≤ n

该问题具有有最优子结构性质以及如下递归关系
[ 3] :

m( i, j) =
max{ m( i + 1, j) , m( i + 1, j - wi ) + vi }  j≥wj

m( i + 1, j)             0≤ j < wi

m( i, j) =
vn,   j≥wn

0 ,   0≤ j < wn

其中 m( i, j) 是背包容量为 j, 可选择物品为 i, i + 1, ⋯, n 时 0-1

背包问题的最优值。0-1 背包问题可以用动态规划策略求解 ,

其时间复杂度为 O( nC) 。

1. 2 0-1 背包问题又是一个子集选取问题

在定义了 0-1 背包问题的解空间之后 , 将解空间组织成树

或图的形式( 图 1 为 n = 3 时 0-1 背包问题的解空间 ) , 应用回

溯法可方便地搜索整个解空间 , 搜索结束后找到的最好解是相

应 0-1 背包问题的最优解 , 其时间复杂度为 O( n2n) [ 3] 。

由动态规划策略和回溯算法的计算复杂性可知 , 当背包容

量 C > 2n 时, 应用回溯算法求解 0-1 背包问题效率更高一些 ,

反之 , 应用动态规划策略求解 0-1 背包问题则更好一些。可见

对于 0-1 背包问题本身的求解 , 为了降低求解问题的时间复杂

度, 也要依据实际问题设计合适的算法策略。
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图 1 0 轧1背包问题的解空间
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2 0-1 背包问题的扩展形式之一

2. 1  问题提出

给定 n 种物品和一背包 , 物品的重量是 wi, 体积为 bi, 价值

为 vi, 背包的容量为 C, 容积为 D, 问应如何选择装入背包中的

物品, 使得装入背包中物品的总价值最大? 在选择装入背包的

物品时 , 对每种物品 i 只有两种选择 , 即装入背包或不装入背

包。不能将物品 i 装入背包多次, 也不能只装入部分物品 i。

2. 2  问题符号化

此问题的形式化描述是 , 给定 C > 0, wi > 0, bi > 0 和 vi > 0,

其中 i∈[ 1 , 要求找出一个 n 元向量 ( x1 , x2 , ⋯, xn) , 其中

xi∈{ 0,1 1≤i≤n, 使得当∑
n

i =1
wi xi≤C, ∑

n

i = 1
bi xi≤D 时式子∑

n

i =1
vixi

达到最大。因此 , 该问题也是一个特殊的整数规划问题: 在约

束∑
n

i =1
wixi≤C 和∑

n

i = 1
bixi≤D( 其中 xi∈ { 0, 1 1≤i≤n) 下, 求使

∑
n

i = 1
vix i 达到最大的 i } 。

2. 3  动态规划解法

( 1) 问题的最优子结构性质

命题 1: 设 ( y1 , y2 , ⋯, yn ) 是上述问题的一个最优解, 则

( y2 , ⋯, yn) 是下面子问题的一个最优解 : 在约束∑
n

i =2
wixi≤C -

w1 y1 和∑
n

i= 2
bixi≤D - b1y1( 其中 xi∈{ 0, 1 1≤i≤n) 下, ( y2 , ⋯,

yn) 可使∑
n

i =2
vixi 达到最大。

证明 : 反证 , 若不然, 设( z2 , z3 , ⋯, zn) 是上述子问题的一个

最优解 , 则有∑
n

i =2
vizi > ∑

n

i =2
viyi 且∑

n

i= 2
wizi≤C - w1 y1 , ∑

n

i =2
bi zi≤D -

b1 y1 , 故有 v1y1 + ∑
n

i =2
vizi > ∑

n

i = 1
vi yi 且 w1y1 + ∑

n

i =2
wizi ≤C1 , b1y1 +

∑
n

i = 2
bizi≤D, 这说明( y1 , z2 , z3 , ⋯, zn) 是原问题的一个较 ( y1 , y2 ,

⋯, yn) 更优的解, 这与 ( y1 , y2 , ⋯, yn ) 为原问题的最优解发生

矛盾。结论得证。

( 2) 递归关系

所给问题的子问题 :

max∑
n

k = i
vkxk,

∑
n

k = i
wkxk≤ j

∑
n

k = i
bkxk≤v

xk∈ { 0, 1} , i≤k≤ n

的最优值为 m( i, j, v) , 即 m( i, j, v) 表示背包容量为 j , 容积为

v, 可选择物品为 i, i + 1, ⋯, n 时此问题的最优值 , 由此问题的

最优子结构性质 , 可以建立 m( i, j, v) 的递归式 :

m( i, j, v) =
max{ m( i+1, j, v) , m( i +1, j - wi, v - bi) +vi} , j≥wi&&v≥bi

m( i+1, j, v) ,            0≤j <wj‖0≤v≤bi

m( n, j, v) =
vn,    j≥wn && v≥bn

0,   0≤j <wn‖0≤v< bn

( 3) 算法实现

void Knapsack( int* v, int* w, int* b, int c, int d, int n, int* * * m)
{  int jMax = min( w[ n] - 1, c) ;
 int vMax = min( b[ n] - 1, d) ;
 for( int j = 0, v = 0; j < = jMax ||v < = vMax; j + + , v + + )
  m[ n] [ j] [ v] = 0;
 for( j = w[ n] , v = b[ n] ; j < = c&&v < = d; j + + , v + + )
  m[ n] [ j] [ v] = v[ n] ;

for( int i = n; i > 0; i--)
{  jMax = min( w[ i - 1] - 1, c) ;
 vMax = min( b[ i - 1] - 1, d) ;
 for( int j = 0, v = 0; j < = jMax ||v < = vMax; j + + , v + + )
  m[ i - 1] [ j] = m[ i] [ j ] ;
 for( j = w[ i - 1] ; j < = c; j ++ )
  m[ i - 1] [ j] [ v] = max( m[ i] [ j] [ v] , m[ i] [ j - w[ i - 1] ]

[ v - b[ i - 1 ] ] + v[ i - 1] ) ;
}
m[ 0] [ c ] [ d] = m[ 1 ] [ c] [ d] ;
if( c > = w[ 0] &&d > = b[ 0] )
m[ 0] [ c ] [ d] = max( m[ 0] [ c] [ d] , m[ 1 ] [ c - w[ 0] ] [ d - b[ 0] ] +

v[ 0] ) ;
}

void Trackback( int* * * m, int* w, int* b, int c, int d, int n, int* x)
{  for( int i = 1; i < n; i + + )
  if( m[ i - 1] [ c] [ d] = = m[ i] [ c] [ d] )
   x[ i - 1 ] = 0;
  else{  x[ i - 1 ] = 1;
   c - = w[ i - 1] ;
   d - = b[ i - 1] ;
   }
  x[ n - 1 ] = ( m[ n - 1 ] [ c] [ d] ) ? 1: 0 ;
}

( 4) 时间复杂度分析

容易得出函数 Knapsack( ) 的复杂度为 O( max( nC, nD) ) ,

函数 Trackback( ) 的复杂度为 O( n) , 故所给出算法的时间复杂

度为 O( max( nC, nD, n) ) 。

3  0-1 背包问题的扩展形式之二

3. 1 问题提出

在 0-1 背包问题中 , 各物品依重量递增排列时 , 其价值恰

好依递减顺序排列 , 这是一个特殊的 0-1 背包问题 , 设计一个

有效算法找出最优解。

3. 2 问题符号化

此问题的形式化描述是 , 给定 C > 0, wi > 0, vi > 0, 1≤i≤n,

且分别对 wi, vi 进行排序后有 wi≤wi + 1 , vi≥vi +1 , 1≤i≤n - 1, 要

求找一个 n 元向量 ( x1 , x2 , ⋯, xn) , xi∈ { 0, 1 } , 1≤ i≤n, 使得

∑
n

i =1
wi xi≤C, 且∑

n

i =1
vi xi 达到最大。我们用贪心算法求解这个问题。

3. 3 贪心解法

( 1) 贪心选择性质

命题 2: 上述问题满足贪心选择性质。

证明 : 设( x1 , x2 , ⋯, xn ) 是上述问题的最优解, 又设 k =

min |x i = 1 1≤ i≤n。这样 , 如果给定的问题有解, 则必有

1≤k≤n, 当 k = 1 时, ( x1 , x2 , ⋯, xn) 即是一个满足贪心选择性

质的最优解; 当 1 < k≤n 时, 取 y1 = 1, yk = 0, yi = xi, 其中

1 < i≤n, i≠k, 则由问题关于价值的单调递减性和关于重量的

单调递增性可知有: ∑
n

k =1
viy i > ∑

n

k =1
vixi 且∑

n

i = 1
wi yi = ( w1 - wk ) +

∑
n

i =1
wixi≤C, 故( y1 , y2 , ⋯, yn ) 是所给问题的一个可行解, 且

( y1 , y2 , ⋯, yn) 是一个满足贪心选择性质的最优解 , 故此问题

具有贪心选择性质。

( 2) 最优子结构性质

命题 3: 上述问题具有最优子结构性质。

证明 : 设( y1 , y2 , ⋯, yn) 是所给 0-1 背包问题的一个最优

解, 则( y2 , y3 , ⋯, yn) 是下面相应子问题的一个最优解 :

max∑
n

i =2
vix i,

∑
n

i= 2
wi xi≤ C - w1y1

xi∈ { 0, 1} , 2≤ i≤n
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如若不然 , 设( z2 , z3 , ⋯, zn) 是上述子问题的一个最优解 ,

则有: ∑
n

i =2
vi zi > ∑

n

i= 2
viyi , 且∑

n

i =2
wizi≤C - w1y1 , 从而有: v1 y1 + ∑

n

i =2
vi zi

> ∑
n

i =1
viy i 且 w1y1 + ∑

n

i =2
wi zi≤C。这说明( y1 , z2 , z3 , ⋯, zn) 是一个

较( y1 , y2 , ⋯, yn) 更优的解 , 这与( y1 , y2 , ⋯, yn ) 是问题的最优

解发生矛盾。故上述问题具有最优子结构性质。

( 3) 算法实现

此问题采用以重量最轻者先装的贪心选择策略 , 具体算法

如下:

int Partion( int* w, int l, int r)
{  int i, j;
  i = l; j = r;
  int temp = w[ i] ;
  do{
   while( ( w[ j] > = temp) &&( i < j) )  j--;
   if( i < j)  w[ i + + ] = w[ j] ;
   while( ( w[ i] < = temp) &&( i < j) )  i + + ;
   if( i < j)  w[ j - - ] = w[ i] ;
  } while( i! = j) ;
  w[ i] = temp;
  return i;
}
void QuickSort( int* w, int l, int r)
{  int i;
  if( l < r) {
   i = Partion( w, l, r) ;
   QuickSort( w, l, i - 1) ;
   QuickSort( w, i + 1, r) ;
   }
}
void Loading ( int* x, int* w, int c, int n)
{  int* t = new int [ n +1 ] ;
 QuickSort( w, t, n) ;
 for( int i = 1; i < = n; i ++ )
  x[ i] = 0;
 for( int i = 1; i < = n&&w[ t[ i] ] < = c; i + + )
{  x[ t[ i] ] = 1;

   c - = w[ t[ i] ] ;
 }
}

( 4) 时间复杂度分析

算法的时间复杂度为 O( nlog2 n) 。

4  分析与讨论

前面的两个扩展问题均可采用用动态规划策略求解, 但第

二个问题采用贪心解法更简单, 效率更高一些 , 而第一个扩展

问题用贪心算法却不能获得最优解。例如 : 若背包的容量为

50kg, 容积为 100, 物品 1 的重量为 10kg, 体积为 10, 价值为

60 元, 即 6 元 /kg; 物品 2 的重量为 20kg, 体积为 20, 价值为

100 元, 即 5 元 / kg; 物品 3 的重量为 30kg, 体积为 30, 价值为

120 元, 即 4 元 / kg, 因为物品 1, 2, 3 的体积之和为 60, 小于背

包的总容积 100, 故该问题是第一个扩展问题的实例。若采用

贪心选择策略解决 , 应首选物品 1 装入背包 , 可此问题的最优

选择方案是选择物品 2 和物品 3 装入背包 , 首选物品 1 不是最

优的 , 因此不能获得最优解。
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图 6  系统开发所需技术支持

图 7 为系统最终经过协作形成的 AutoCAD 2004 输出的大

小轮二维零件图、小轮为轴齿轮时的零件图以及由 I-deas 三维

软件进行实体建模后交给 SolidWorks 产生的大小轮啮合时的

虚拟现实图形( WRL 文件) 在浏览器中的交互输出。

3  结束语

本文将网络协同设计技术和方法的研究与实际齿轮产品

应用背景相结合 , 开发的齿轮网络协同设计系统非常符合当前

齿轮设计发展的要求 , 具有一定的理论价值和现实意义。
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图 7 协同设计后二维和三维零件图的交互输出

















































































