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摘　要： 近年来出现的压缩感知理论为信号处理的发展开辟了一条新的道路，不同于传统的奈奎斯特采样定
理，它指出只要信号具有稀疏性或可压缩性，就可以通过少量随机采样点来恢复原始信号。 在研究和总结传统
匹配算法的基础上，提出了一种新的自适应正交多匹配追踪算法（ａｄａｐｔｉｖｅ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｍｕｌｔｉ ｍａｔｃｈｉｎｇ ｐｕｒｓｕｉｔ，ＡＯＭ唱
ＭＰ）用于稀疏信号的重建。 该算法在选择原子匹配迭代时分两个阶段，引入自适应和多匹配的原则，加快了原
子的匹配速度，提高了匹配的准确性，实现了原始信号的精确重建。 最后与传统 ＯＭＰ 算法进行了仿真对比，实
验结果表明该算法在重建质量和算法速度上均优于传统 ＯＭＰ算法。
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0　引言
在信号与信息处理领域中，奈奎斯特采样定理几乎支配着

所有的信号或图像等的获取、处理、存储以及传输，它要求采样
频率必须大于或等于信号带宽的两倍，才能保证不失真地重构
原始信号。 然而随着人们对信息需求量的增加，携带信息的信
号带宽也越来越宽，以奈奎斯特采样定理为基础的信号处理框
架面临两个新的挑战：ａ）采样硬件成本高且信号获取效率低
下；ｂ）先将获得的数据进行压缩，最后将压缩后的数据进行存
储或传输，这样的方式造成很大的资源浪费。

近年来，由 Ｄｏｎｏｈｏ和 Ｃａｎｄèｓ等人提出了一种新的充分利
用信号稀疏性或可压缩性的全新信号采集、编解码理论———压
缩感知（ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ ｓｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）［１４］ 。 该理论指出：只要信号在

某个变换域是稀疏的或可压缩的，就可以用一个与变换基不相
关的观测矩阵将变换所得高维信号投影到一个低维空间上，通
过求解一个最优化问题就可以从这些少量的投影中以高概率

重构出原始信号，可以证明这样的投影包含了重构信号的足够
信息。 压缩感知理论在信号的获取方式上突破了传统的奈奎
斯特采样定理，革命性地实现了在对数据获取的同时进行较大
的压缩。
压缩感知理论的理论论证和应用研究都取得了较大突破。

目前，最成功的应用当属美国 ＲＩＣＥ大学成功研制的“单像素”
压缩数码照相机，它的出现为传统相机的革新迈出了实质性的
一步。 此外在通信领域，压缩感知理论在通信信道的错误检
测、传感网络的分布式信源编码、认知无线电中的频谱感知等
方面取得了较好的应用。 压缩感知的理论研究主要集中在信
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号稀疏表示和信号重建算法上。 重建算法可归纳为基追踪法
和匹配追踪法两大类型。 基追踪算法重建效果较好，但其算法
复杂度较高；由于匹配追踪类算法复杂度较低且运行时间少，
所以得到了广泛的应用，具有代表性的有匹配追踪法（ＭＰ）、正
交匹配追踪法（ＯＭＰ）、正则化正交匹配追踪法（ＲＯＭＰ）等。 尽
管匹配追踪类算法有较快的运行时间，但上述算法在选择匹配
原子准确性上还有待提高，研究人员期望在保证匹配追踪类重
建算法快速优势的前提下，能够达到更好的信号重建效果。

1　压缩感知和重建算法
1畅1　压缩感知的理论模型

压缩感知理论认为只要信号在某已知变换域具有稀疏性，
就可以通过原信号在某投影域的投影近似无损地重构原始信

号，要求投影域的基与已知变换域的基是不相干的。 设 x为长
度为 N的一维信号，如果 x在某一变换基Ψ＝［ψ１，ψ２，⋯，ψN］
下可表示为

x＝Ψs ＝∑
N

i ＝１
ψi si （１）

其中，系数 s仅有K＜＜N个非零元素，其余N－K个元素为零或接
近于零，称信号 x是 K唱稀疏的。 通常情况下，K要远小于N。

在上述稀疏条件的假设下，对该信号 x 进行采样或测量。
与变换基Ψ不相干的测量矩阵Φ为 M ×N的矩阵（K ＜M ＜＜
N），则可得到的采样矩阵 y，即

y ＝Φx （２）

由式（１）（２）可得
y ＝ΦΨs ＝Θs （３）

压缩感知理论论证了通过式（３）可以从较少的 M个采样
y中获得原始信号的稀疏系数 s，继而重建出原始信号 x。 该问
题可转换为一个 l０ 最优化问题求解。

s^ ＝ａｒｇ ｍｉｎ‖s‖０　ｓ．ｔ．y ＝Φx （４）

其中，‖s‖０ 是对 s 的一种稀疏性度量，表示 s 非零元素的个
数，上述 l０ 范数最小问题是一个 ＮＰ唱ｈａｒｄ问题，很难直接求解，
然而通过对 l０ 最优化问题的改良可以得到两种更容易解决的
算法：ａ）构建匹配追踪算法；ｂ）通过求解 l１ 最优化问题得到它
的等价解，l１ 最优化问题又称为基追踪算法。

s^ ＝ａｒｇ ｍｉｎ‖s‖１　ｓ．ｔ．y ＝Φx （５）

压缩感知理论主要涉及三个方面的内容：ａ）对于信号 x，
如何找到某个正交基或紧框架Ψ，使其在 Ψ上的表示是稀疏
的，即信号的稀疏表示问题；ｂ）如何设计一个平稳的、与变换
基Ψ不相关的M×N维的观测矩阵Φ，保证稀疏向量 s从 N维
降低到 M维时重要信息不遭破坏，即信号低速采样问题；ｃ）如
何设计快速重构算法，从线性观测 y ＝Φx中恢复信号，即信号
重构问题［５］ 。

1畅2　重建算法
重建算法的关键问题是如何从仅有的低维数据中最大程

度地恢复出原始的高维数据。 目前研究论证的主要算法包括：
ａ）贪婪追踪算法。 这类方法是通过每次迭代时选择一个局

部最优解来逐步逼近原始信号。 这些算法包括 ＭＰ算法［６］ 、ＯＭＰ
算法［７］、分段 ＯＭＰ算法（ＳＴＯＭＰ）和正则化 ＯＭＰ算法［８］等。

ｂ）凸松弛法。 这类方法通过将非凸问题转换为凸问题求
解找到信号的逼近，如 ＢＰ算法、内点法、梯度投影方法［９］和迭

代阈值法［１０］ 。
ｃ）组合算法。 这类方法要求信号的采样支持通过分组测

试快速重建，如傅里叶采样［１１］ 、链式追踪和 ＨＨＳ（ｈｅａｖｇ ｈｉｔｔｅｒｓ
ｏｎ ｓｔｅｒｏｉｄｓ）追踪［１２］等。

匹配追踪类算法的优点在于其算法复杂度低，最早提出的
有匹配追踪算法（ＭＰ）和正交匹配追踪算法（ＯＭＰ）。 ＭＰ算法
的基本思想是在每次迭代中进行原子选择和余量更新；通过计
算求余量 r与测量矩阵Φ中各个原子之间内积的绝对值来计
算相关系数 u，从而找出最匹配的原子；通过每次选择的最匹
配的原子来进行原始信号稀疏逼近并求出余量；然后继续选出
与信号余量最为匹配的原子，经过 K次迭代，该原始信号便可
以由过完备原子库（感知矩阵）里的一些原子线性表示，从而
得到原始信号的重建。

ＯＭＰ算法是在ＭＰ算法基础上提出的一种改进算法，与匹
配追踪相比，该算法的特点是在每次迭代中将从过完备库中选
出的原子用 Ｇｒａｍ唱Ｓｃｈｍｉｄｔ正交化方法进行正交化处理，再将采
样值在这些正交原子张成的空间上投影，得到信号在这些正交
原子上的分量和余量，然后用相同方法分解余量，余量随着分解
过程迅速减小。 通过递归地对已选择原子集合进行正交化保证
了迭代的最优性，从而减少了迭代次数。 理论分析和实验数据
都表明，对固定 K稀疏 N维离散时间信号 x，用一个 M×N维的
高斯矩阵测量时，只需M＝O（K ｌｎ N），ＯＭＰ算法就能以极大概
率准确重构信号［１３］ ，而且比 ＢＰ 算法更快。 但是，ＯＭＰ算法精
确重构的理论保证比 ＢＰ算法弱，并非对所有信号都能准确重
构，而且对于测量矩阵的要求比限制等距性（ＲＩＰ）更加严格［１４］ 。

正交匹配算法迭代步骤如下：
输入：M×N维测量矩阵Φ采样，信号 y，稀疏度 K。
输出：索引集Λi，重建信号 x^，余量 rl。
ａ）初始化残留余量 r０ ＝y，索引集Λ０ ＝碬，迭代次数 l＝０；
ｂ）找出与余量最大相关原子（感知矩阵Φ的列）的索引：

λ１ ＝ａｒｇ ｍａｘ j＝１，２，⋯，M ｜枙 rl－１，φj枛 ｜

ｃ）按照最大相关系数的索引，更新索引集 Λl ＝Λl－１ ∪
｛λl｝，更新已选原子库Φ l ＝［Φ l－１· φλl］，定义Φ０为空集；

ｄ）通过求解最小二乘问题得到信号的近似解：
x^ ＝ａｒｇ ｍｉｎx‖y －Φ l x‖２

ｅ）计算新的采样估计，残留余量更新是通过信号采样 y减
去其在所选原子上的正交投影得到：

y l ＝Φ l xl
rl ＝y －Pｓｐａｎ｛φk：k∈Λl｝ y

ｆ）如果 l＜K，l＝l＋１，返回执行步骤 ｂ），依次迭代。
本文在正交匹配算法的基础上，引入自适应和多匹配的原

子选取原则，提出一种新的自适应正交多匹配追踪算法（ａｄａｐ唱
ｔｉｖｅ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｍｕｌｔｉ ｍａｔｃｈｉｎｇ ｐｕｒｓｕｉｔ，ＡＯＭＭＰ），最后对该算法
和传统的正交匹配算法进行了仿真对比，结果表明该算法的重
建质量和算法速度上均优于传统 ＯＭＰ算法。

2　自适应正交多匹配追踪算法
ＡＯＭＭＰ算法的核心是从测量矩阵 Φ中选取一组最大相

关的原子作为候选集，然后把本次候选集的原子索引集和上次
候选集的原子索引集进行取交集进行多匹配，如果交集为空
集，则再通过余量分析得到最佳候选原子。 假设Λ是由测量
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矩阵Φ的列向量｛φi｝构成的索引集，Λk 是经 K次迭代后选取
的原子索引集，在每一次迭代中，ＡＯＭＭＰ 算法通过两个阶段
完成新原子的选择。 相同于 ＯＭＰ 算法，ＡＯＭＭＰ 算法在第一
阶段通过计算当前余量和剩余原子的内积，分析剩余原子和当
前余量的相关性。

w（ k）
i ＝｜枙 rk－１ ，φi枛 ｜　　i∈Λ＼Λk－１

w倡（k）
i ＝ｍａｘ｛w（k）

i ：i∈Λ＼Λk －１｝

ＡＯＭＭＰ算法首先按照内积计算相关性选取出一组潜在
的候选集：

Hk ＝｛ i：w（k）
i ≥αw倡（k）

i ｝

其中，α是一个松弛因子，０ ＜α≤１，通过情况下α的取值更靠
近 １。

在第二阶段，ＡＯＭＭＰ算法分析当前候选集与上次迭代候
选集是否有交集，如果 Fk ＝Hk∩Hk－１，然后把 Fk 加入新的索

引；如果 Hk∩Hk－１ ＝碬，则通过计算最小余量在中确定一个原
子加入索引集。

ik ＝ａｒｇ ｍｉｎi∈Hk
‖y －Pｓｐａｎ｛φl：l∈Λk－１∪Hki｝ y‖２

把经上式分析的最小余量的候选集中原子 Fik加入到新索

引集Λk：
Λk ＝Λk－１∪Fik

余量是通过 y减去其在所选原子上的正交投影得到：
rk ＝y －Pｓｐａｎ｛φl：l∈Λk｝ y

从选择的原子的角度发现，ＯＭＰ 算法和 ＡＯＭＭＰ 算法的
本质区别在于，ＯＭＰ算法每次选取一个较好原子（内积计算较
大原子）。 相比之下，ＡＯＭＭＰ 算法是选取一组在连续两次迭
代中相关性都较大的一组原子，因此 ＡＯＭＭＰ算法在选择原子
上就比 ＯＭＰ算法更加鲁棒，理论分析表明，特别是当测量次数
很小时，这种鲁棒性更明显［１５］ 。

当索引集Λk 中原子数达到一个固定值时，设置 ＡＯＭＭＰ
算法迭代停止。 实验研究表明，通常情况下Λk 中原子数设置

为测量矩阵列数的一半时停止迭代，该算法有较好的重建效
果。 在有噪测量中，可以选择的另一种迭代停止条件为
‖rk‖２

２≤ε。 算法的基本步骤如下：
输入：M×N维测量矩阵Φ，采样信号 y，稀疏度 K。
输出：索引集Λi，重建信号 x^，余量 rk。
ａ）初始余量 r０ ＝y，估计信号稀疏度为 K，迭代次数 n ＝１，

Λ是含有所有原子的索引集，索引值集合Λ０ ＝碬，J＝碬；
ｂ）计算索引集中原子和当前余量的内积：

w（ k）
i ＝｜枙 rk－１ ，φi枛 ｜　　i∈Λ＼Λk－１

w倡（k）
i ＝ｍａｘ｛w（k）

i ：i∈Λ＼Λk －１｝

Hk ＝｛ i：w（k）
i ≥αw倡（k）

i ｝

ｃ）分析当前候选集与上次候选集是否有交集，Fk ＝Hk∩
Hk－１，然后把 Fk 加入新的索引；

ｄ）如果 Hk∩Hk－１ ＝碬，则通过计算最小余量在 Hk 中确定

一个原子加入索引集Λk；
ik ＝ａｒｇ ｍｉｎi∈Hk

‖y －Pｓｐａｎ｛φl：l∈Λk－１∪Hki｝ y‖２

ｅ）设置索引集，更新余量： Λk ＝Λk－１ ∪ Fik， rk ＝y －
Pｓｐａｎ｛φl：l∈Λk｝ y；

ｆ）把先前设置好的误差参数与‖rk‖２
２ 比较，或者计算索引

集原子数目是否达到要求值。 如果没要达到停止条件，n ＝n ＋

１，返回执行步骤 ｂ）。
ＡＯＭＭＰ算法在步骤 ｂ）ｄ）引入的自适应多匹配原则使得

该算法在原子选择上，既加快了原子的选择速度，又能保证原
子选择的准确性，使得该算法能在获得较好的重建质量的同
时，大大缩短程序的运行时间［１６］ 。

3　实验结果及对比分析
目前对于 ＯＭＰ 算法的理论分析主要集中在两个方面：ａ）

涉及到相关性参数 u＝ｍａｘi，j｜枙矱i，矱j枛｜的概念，这里矱i 表示矩

阵Φ的列向量，当矩阵 Φ的每一列都是单位化的列向量且
u＜１／（２K－１），那么ＯＭＰ算法就可以通过测量 y ＝Φx恢复任
意 K稀疏信号 x；ｂ）涉及到概率论的概念，假设一个信号 x∈
RN 满足‖x‖０ ＝｜ｓｕｐ（x）｜≤K，并且Φ是从一个合适的随机分
布（相对于 x是独立的）获得，只要它含有 M ＝O（K ｌｏｇ（N））
列，那么 ＯＭＰ算法通过测量 y ＝Φx准确恢复信号 x 就具有很
高的可能性［７，１３］ 。 然而，它并不能同时保证这样给定的矩阵能
够恢复所有的稀疏信号 x。 按照文献［７，１３］的理论成果，采用
限制等距原则（ＲＩＰ）对本文算法进行理论分析，理论结果表明
本文算法在测量矩阵相关性参数 u ＜１／（２K －１）条件下，同样
可以极大概率地恢复原始信号。
当信号的稀疏基选择为小波基时，本文算法在原子匹配选

择速度优势更加明显，这是因为自然信号和图像在小波基变换
下，只有很少部分重要小波系数，而且这些重要系数呈树型结
构。 文献［１５］论证了树型结构在原子选择上的快速性，并且
原子选择的准确性也较高。
用 ＭＡＴＬＡＢ软件对本文算法进行了测试，实验一选取一

维信号进行测试，由高斯随机信号进行稀疏化生成一个长度为
N＝３００的一维稀疏信号，信号的稀疏度 K＝２０，采用高斯随机
矩阵作为测量矩阵，采样次数 M ＝１００，ＡＯＭＭＰ算法重建效果
如图 １所示。 从图 １可以看出，ＡＯＭＭＰ算法对一维信号的重
建效果很好，相对误差较小，算法收敛性也较好。

为了进一步分析本文算法的性能，对 ２５６ ×２５６ 像素大小
的二维 Ｌｅｎａ图像使用离散余弦变换作为稀疏变换矩阵进行信
号稀疏表示，使用高斯随机矩阵作为测量矩阵进行信号采样，
图 ２５比较了在不同压缩比（M／N）情况下 ＭＰ、ＯＭＰ、ＲＯＭＰ 和
ＡＯＭＭＰ算法的峰值信噪比、运算时间、相对误差以及图像匹
配度，对于 ＡＯＭＭＰ算法，选择松弛因子α＝０．８。 由图 ２可见，
在压缩比相同的情况下，由 ＡＯＭＭＰ算法所重建信号的峰值信
噪比相对于 ＭＰ和 ＯＭＰ 两种算法都有明显提高，并且略优于
ＲＯＭＰ算法。 当压缩比 M／N ＝０．１ 时，ＡＯＭＭＰ算法的相对误
差高于 ＯＭＰ算法，但随着采样数增加后，ＡＯＭＭＰ算法的相对
误差很快就降低了。 由图 ４ 可以看出，在压缩比较小的时候，
重建图像的匹配度并不是很好，但随着压缩比 M／N增加，匹配
度参数上升很快。 同时在运行时间上，ＡＯＭＭＰ 算法要优于其
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他算法。 理论分析表明当松弛因子α较小时，ＡＯＭＭＰ算法的
重建速度更快，松弛因子α较大时，ＡＯＭＭＰ 算法的重建质量
更好。 综合图 ２ ～５可知，本文算法是一种具有重建质量和运
行速度双重优势的新算法。

4　结束语
本文在分析压缩感知理论和重建算法的基础上，通过对

ＯＭＰ算法进行优化，在原子选取上引入自适应和多匹配原则，
提出了一种新的自适应正交多匹配追踪算法（ＡＯＭＭＰ），该算
法按照两个阶段对原子进行选取，既加快了原子选择的速度，
又保证了原子选择的准确性，实现了信号的较好重建。 经过大
量实验证明，本文算法的重建质量和运行速度均优于同类算
法，是一种重建质量较好的方法。 此外，为了更好地保持图像
信号的二维结构信息，基于全变差最小化的重建算法得到了广
泛关注， 并且已经在单像素成像系统中得到成功的应用。

压缩感知理论的发展必将引起信号处理方式的巨大变革，
它的诞生在学术界引起了极大的反响，已经对理论数学、计算
数学、计算科学、信息论、信号处理、电子工程、光学工程等诸多
领域产生了重要影响。 压缩感知理论具有广阔的应用前景，目
前在医学影像、模拟／信息转换、地球物理数据分析、遥感方面
已经取得一定的应用和突破，未来压缩感知理论将会与其他领
域做到更好的融合，主要集中在以下几个领域：故障识别、量子
动力学、光学与全息、机器人与控制、计算机图形学、声学与时
频分析、超光谱成像。 尽管压缩感知理论研究还处于起步阶
段，理论论证还不完善，但它的出现引起了学者对信号处理方
式的新认识，其研究成果可能对信号处理等领域产生重大
影响。
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