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摘　要： 提出了一种快速构建 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网算法（ＱＧＤＴＮ）。 在每次迭代中，该算法从点集 P 最左边的两点
中，选取离凸边中点距离最近的一点与凸边构成 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形，并加入三角网中，算法实现简单，且时间复杂
度为 O（n）。 基于 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网，根据三角形的各边上是否有等值点，用内插值法求出等值点坐标，跟踪、连接
等值点生成等值线；最后，采用三次方 Ｂｅｚｉｅｒ曲线平滑等值线。 实验证明，基于 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网的等值线绘制算
法是高效的，并且具有一定的实用价值。
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0　引言
等值线研究是科学计算可视化的一个基础而重要的内容。

由于等值线图（如温度、降水分布图等）看起来直观、形象，它
在地球科学、气象学、医学等许多学科中有着广泛的应用。 等
值线绘制算法主要由绘制等值线、平滑等值线两部分组成。 而
绘制等值线是实现等值线绘制算法的基础和重点。 在实际应
用中， 基于三角网和规则格网绘制等值线的方法使用较多，
其中三角网方法具有高精度、高效率和易于处理地性线（如等
高线）等特点，并且规则格网数据的生成一般是在构建三角网
的基础上经过内插得到，因此，构建三角网是绘制等值线的关
键。 其中，由于 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网具有良好的形态，在表达地表
形态方面表现较为出色，得到普遍认可。

如何快速、高效地构建 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网，一直是众多学者
研究和关注的焦点。 迄今为止出现了不少成熟的算法，如分
割—合并算法［１ ～３］ 、逐点插入法［４ ～６］及三角网生长法［７ ～１０］等。
其中三角网生长算法由于算法效率较低，目前较少采用；逐点
插入法虽然实现较简单，占用内存较小，但其时间复杂度差，效
率较低；分割—合并算法最为高效，但相对复杂，由于其深度递
归，对内存要求较高。 它们的平均时间复杂度分别有 O（n）、O
（n ｌｏｇ n）和 O（n２ ）。

1　Delaunay 三角网构件算法
1畅1　算法基本思路

本算法的基本思路是向三角网中不断添加新三角形，在添
加三角形的同时，采用 Ｌａｗｓｏｎ提出的 ＬＯＰ 方法优化与新三角
形相邻三角形组合成的四边形，使优化后的三角形满足空外接
圆、最小角最大化的属性。 本文中三角网构建方法如下： 按照
点在二维空间上的位置从左到右、从上到下将点连入三角剖
分， 每连入一个点就生成与该点相关的左侧三角形。 在剩余
点集的最左侧两点中，选择与三角形剖分的凸包边中点距离最
短的点连入， 即只有那些满足当前点位于其右侧的凸包边才
可能与当前点生成三角形。 假定点集中最左侧的若干个点已
连成一个外部边界为凸包的三角剖分 T，且所有三角形均为逆
时针方向（如图 １所示，三角形△ACB的三个顶点逆时针顺序
为 A、B、C）， 则三角剖分的外边界 D 也为逆时针方向的边序
列。 再假设下一个待连入的点为 P（需保证 P为剩余点中位于
最左侧的两点之一） ， 可以证明边界线中只有满足某个条件
的边与点 P构成的三角形才能不相交于 T 中的任何三角形。
这里需满足的条件为点 P 必须位于感兴趣边界线的右侧，且
点 P到该感兴趣边界线中点的距离最短。 因此， 只要待连入
点 P与所有满足条件的边界线连成三角形， 则所有三角形构
成的三角剖分形成了这些点所在空间的一个覆盖， 且其外边
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界必为凸边。

1畅2　算法的具体实现
ＱＧＤＴＮ算法的具体实现步骤如下：
ａ）先将待构网的离散点集按横坐标升序、纵坐标升序排

列， 这时各点在点集中的顺序即是空间上从左到右、从上到下
的排列。

ｂ）接下来由最左侧的两个点 A、B，连成一条边 AB。
ｃ）选择剩余点集中最左边的两个点，取到边中点距离最

短的点，假设为 C点，从而点 C与边 AB构成三角形，并确保它
的顶点为逆时针排列（假设为 A、B、C）。

ｄ）将凸包边（为有向边， 其指向与三角形顶点的排列顺序
一致，如边 BC、CA）存储在一个集合中。

ｅ）取出剩余点集中最左侧的两点 P和 Q， 遍历凸包边集
合， 找出符合条件的一条边， 这里的条件为 P或 Q位于边的
右侧。

ｆ）当 P和 Q同时位于边的右侧时，选择距边中点最近的
一点；否则，选择位于该边右侧的一点。 不妨设这步选择的点
为 R，该边与点 R构成新三角形，ＬＯＰ优化该边所关联的两三
角形，且从凸包边集合中删去该边， 因为它已不再是凸包边集
中的边；该边的两顶点与 R的连线形成了两条新边，如果是凸
包边（即该边的反向边不在凸包边集合中），则加入到凸包边
集合中， 否则， 若凸包边集合中含有该新边的反向边， 这时不
仅新边不加入凸包边集合， 还要从集合中删去其反向边。

ｇ）基于点 R，遍历凸包边集合， 找出符合条件的边， 这里
的条件为 R位于边的右侧。

ｈ）将 ｇ）中找出的所有边与点 R构成新三角形， ＬＯＰ优化
每边所关联的两三角形，且从凸包边集合中删去这些边； 每条
边的两顶点与 R的连线分别形成了两条新边， 如果是凸包边
则加入到凸包边集合中， 否则， 凸包边集合中含有与新边的
反向边，从集合中删去其反向边。

ｉ）重复步骤 ｅ） ～ｈ）中，直至点集为空。
1畅3　算法事例分析

基于ＱＧＤＴＮ算法，给定如图２所示的 a，b，c，d，e，f，g七个
点，Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网构建过程如下：

ａ）将 a、b、c、d、e、f、g七个点按横坐标升序、纵坐标升序排
列，如图 ２（ａ）所示。

ｂ）连接 a、b两点如图 ２（ｂ）所示。
ｃ）选取 c、d两点，由于 c点到边 ba中点距离最短，c 点与

ba构成新三角形（如图 ２（ｃ）所示），且边 ab、bc和 ca加入凸包
边集合。

ｄ）选取 d、e两点，查找到凸边 ca，且 d、e都位于凸边右侧，
由于 d点距离凸边 ca中心距离最短，d点与 ca构成新三角形
（如图 ２（ｄ）所示），且 ＬＯＰ优化 bca和 cda两三角形，在凸边集
合中删除 ca，且边 cd、da加入凸边集合中。

ｅ）基于点 d，搜索凸边集合，边 bc满足点 d位于其右侧，点
d与边 bc构成新三角形（如图 ２（ｅ）所示），且 ＬＯＰ优化 bca和
bdc两三角形，在凸边集合中删除边 bc，且边 bd加入凸边集合
中，由于边 dc在凸边集合中有其反向边 cd存在，dc 不加入凸
边集合，且从凸边集合中删除 cd边。

ｆ）选择点 e、 f，搜索凸边集合，边 bd满足条件，且 e、 f都位
于边 bd的右边，且点 e到边 bd中点距离最短，点 e与边 bd构

成新三角形（如图 ２（ ｆ）所示），且 ＬＯＰ优化 bdc 和 bed两三角
形（如图 ２（ｇ）所示），在凸边集合中删除边 bd，且边 be、ed加入
凸边集合中。

ｇ）选择点 f、g，搜索图边集合，边 be 满足条件，且点 f、g
都位于边 be的右边，且点 g到边 be 中点距离最短，点 g 与边
be构成新三角形（如图 ２（ｈ）所示），且 ＬＯＰ优化 bed和 bge两
三角形， 在凸边集合中删除边 be，且边 bg、ge 加入凸边集合
中。

ｈ）选择点 f，搜索凸边集合，边 bg满足条件，即点 f位于边
bg右边，点 f与边 bg构成新三角形（如图 ２（ ｉ）所示），且 ＬＯＰ
优化 bge和 bfg两三角形， 在凸边集合中删除边 bg，且边 bf、 fg
加入凸边集合中。

ｉ）点集为空，算法结束。

1畅4　算法及算法复杂度分析
本算法在实现过程中有两大优点：ａ）在候选的两个点集

中，选择离满足条件的第一条凸包边中心距离最短的一点，这
样有力地保证了最小角最大化的属性，有效减少了 ＬＯＰ优化
次数；ｂ）在新生成三角形的同时，采用 ＬＯＰ优化该凸包边所关
联的两三角形，这就避免了以往算法在生成三角网后采用 ＬＯＰ
优化的搜索过程。

ＱＧＤＴＮ算法的时间复杂度主要由两次搜索和 ＬＯＰ 优化
的时间构成。 第一次搜索即点在横、纵向上的排序， 第二次搜
索为三角网的生成过程。 设 n 为离散点个数， 则用于排序上
的平均时间复杂度为 O（n ｌｏｇ２ n） （快速排序）；ＬＯＰ优化是伴
随三角网生成的过程，而 ＬＯＰ优化仅仅是个判断过程，不需要
搜索。 设 ＬＯＰ优化一个三角形的时间复杂度为 O（ r），与三角
网的生成算法相比，排序和 ＬＯＰ 优化只有比较操作，耗时较
少。 下面主要讨论用于三角网生成过程的平均时间复杂度。
设单位横向距离内纵向排列的离散点数为 m（近似为常数） ，
这样每个新点与凸包边构造三角形的个数不超过 m（新生边
数为 ３m），即生成新三角形和边的时间复杂度为 O（m），ＬＯＰ
优化的时间复杂度为 O（r ×m）；设凸包边集中边数为 N，在构
网过程中每生成一个三角形还需要搜索凸包边集一趟， 搜索
过程的平均时间复杂度为 O（N／２）， 且随着三角网的增大，N
也会缓慢增大。 所以用于三角网生成过程和 ＬＯＰ优化过程的
最大运算次数分别约为 m×（N／２） ×n和 m ×r ×n。 当点数 n
很大时，N、m和 r远小于 n，近似为常数，所以三角网生成过程
平均时间复杂度为 O（n）。 ＱＧＤＴＮ算法总的平均时间复杂度
为 O（n），并且由上面的讨论可知，本算法最坏情况下的时间
复杂度也为 O（n）。
1畅5　算法效率测试

基于 Ｍｉｃｒｏｓｏｆｔ Ｖｉｓｕａｌ Ｃ＋＋６．０ 平台，实现了本文 ＱＣＤＴＮ
算法，并在 ＣＰＵ为 Ｐｅｎｔｉｕｍ １．７ ＧＨｚ、内存为 ２５６ ＭＢ的笔记本
中，基于随机离散点构建了 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网。 表１中列出了本
文算法及近年来发表的 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网多种快速生成算法的
执行效率比较。
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表 １　几种 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网算法效率比较
算法 硬件平台 语言 离散点数／ｓ
ＱＣＤＴＮ Ｐｅｎｔｉｕｍ １  ．７ ＧＨｚ，２５６ ＭＢ Ｃ ＋＋ 约 ９ ５００ ^
文献［１０］ Ｐｅｎｔｉｕｍ Ⅳ ２ ＧＨｚ，２５６ ＭＢ Ｃ ＋＋ 约 ９ ０００ ^
文献［１１］ Ｐｅｎｔｉｕｍ Ⅲ ７３３ ＭＨｚ，２５６ ＭＢ Ｃ ＋＋ 约 ５ ０００ ^
文献［１２］ Ｐｅｎｔｉｕｍ Ⅲ １ P．７ ＧＨｚ，２５６ ＭＢ Ｃ ＋＋ 约 １ ０００ ^

2　等值线的绘制及平滑
2畅1　绘制等值线

基于 ＱＧＤＴＮ算法所构建的三角网，在三角网中三角形的
边上进行插值。 根据三角形的各边上是否有等值点，用内插法
求出等值点的坐标。 插值公式为

x１ －x
x１ －x２

＝
ｖａｌ１ －ｖａｌ
ｖａｌ１ －ｖａｌ２痴x ＝x１ －（ x１ －x２ ） ×

ｖａｌ１ －ｖａｌ
ｖａｌ１ －ｖａｌ２

y１ －y
y１ －y２

＝
ｖａｌ１ －ｖａｌ
ｖａｌ１ －ｖａｌ２痴y ＝y１ －（ y１ －y２ ） ×

ｖａｌ１ －ｖａｌ
ｖａｌ１ －ｖａｌ２

其中：（x１ ，y１ ）、（x２ ，y２ ）为三角形一边上的两个顶点坐标；ｖａｌ１
为（x１ ，y１ ）点的数据资料值；ｖａｌ为等值线线值；（x，y）即为所求
点的坐标。 经过插值后得到等值点及其相对应的坐标，通过计
算可以得出相对于某个值总共有多少个等值点，然后根据所连
接的三角网中找出等值点连接（图 ４）。

2畅2　Bez ier曲线平滑等值线
基于插值法所连成的等值线，其实是一条条折线， 为了使

一条条等值线看起来连续而平滑。 本文采用三次方 Ｂｅｚｉｅｒ 曲
线平滑等值线（图 ５）。 三次方 Ｂｅｚｉｅｒ曲线表述如下：

P０、P１ 、P２、P３ 四个点在平面或在三维空间中定义了三次
方 Ｂｅｚｉｅｒ曲线。 曲线起始于 P０ 走向 P１ ，并从 P２ 的方向来到

P３ ，一般不会经过 P１ 或 P２ ，这两个点只是在那里提供方向资
讯。 P０ 和 P１ 之间的间距，决定了曲线在转而趋近 P３ 之前，走
向 P２ 方向的长度有多长。 曲线的参数形式为

B（ t） ＝P０ （１ －t）３ ＋３P１ t（１ －t） ２ ＋３P２ t２ （１ －t） ＋P３ t３ ，t∈［０，１］

三次 Ｂｅｚｉｅｒ曲线的 Ｃ语言代码如下：
／倡ｃｐ在此为四个元素的点阵：ｃｐ［０］为起点，或上边的 Ｐ０ 、ｃｐ［１］

为第一控制点，或上边的 Ｐ１ ，ｃｐ［２］为第二控制点，或上边的 Ｐ２ 、ｃｐ［３］
为结束点，或上边的 Ｐ３ 、ｔ为参数值，０迟 ｔ迟１，Ｐｏｉｎｔ２Ｄ 为有两个整型变
量的结构体倡／

Ｐｏｉｎｔ２Ｄ ＰｏｉｎｔＯｎＣｕｂｉｃＢｅｚｉｅｒ（ Ｐｏｉｎｔ２Ｄ倡 ｃｐ， ｆｌｏａｔ ｔ ）
｛
　 ｆｌｏａｔ ａｘ， ｂｘ， ｃｘ；
　 ｆｌｏａｔ ａｙ， ｂｙ， ｃｙ；
　 ｆｌｏａｔ ｔＳｑｕａｒｅｄ， ｔＣｕｂｅｄ；
　　 Ｐｏｉｎｔ２Ｄ ｒｅｓｕｌｔ；

　　 ／／计算多项式系数
　 ｃｘ ＝３．０ 倡 （ｃｐ［１］．ｘ － ｃｐ［０］．ｘ）；
　 ｂｘ ＝３．０ 倡 （ｃｐ［２］．ｘ － ｃｐ［１］．ｘ） － ｃｘ；
　 ａｘ ＝ ｃｐ［３］．ｘ － ｃｐ［０］．ｘ － ｃｘ －ｂｘ；
　 ｃｙ ＝３．０ 倡 （ｃｐ［１］．ｙ － ｃｐ［０］．ｙ）；
　 ｂｙ ＝３．０ 倡 （ｃｐ［２］．ｙ － ｃｐ［１］．ｙ） － ｃｙ；
　 ａｙ ＝ ｃｐ［３］．ｙ － ｃｐ［０］．ｙ － ｃｙ －ｂｙ；
　 ／／计算位于参数值 ｔ的曲线点
　 ｔＳｑｕａｒｅｄ ＝ ｔ 倡 ｔ；
　 ｔＣｕｂｅｄ ＝ ｔＳｑｕａｒｅｄ 倡 ｔ；
　 ｒｅｓｕｌｔ．ｘ ＝（ ａｘ倡 ｔＣｕｂｅｄ） ＋（ ｂｘ倡 ｔＳｑｕａｒｅｄ） ＋（ ｃｘ倡 ｔ） ＋ｃｐ［０］．

ｘ；
　 ｒｅｓｕｌｔ．ｙ ＝（ ａｙ倡 ｔＣｕｂｅｄ） ＋（ ｂｙ倡 ｔＳｑｕａｒｅｄ） ＋（ ｃｙ倡 ｔ） ＋ｃｐ［０］．

ｙ；
　 ｒｅｔｕｒｎ ｒｅｓｕｌｔ；
｝
ｖｏｉｄ ＣｏｍｐｕｔｅＢｅｚｉｅｒ （ Ｐｏｉｎｔ２Ｄ倡 ｃｐ， ｉｎｔ ｎｕｍｂｅｒＯｆＰｏｉｎｔｓ， Ｐｏｉｎｔ２Ｄ倡

ｃｕｒｖｅ ）
｛
　 ｆｌｏａｔ ｄｔ；
　 ｉｎｔ ｉ；
　 ｄｔ ＝１．０ ／（ ｎｕｍｂｅｒＯｆＰｏｉｎｔｓ －１ ）；
　 ｆｏｒ（ ｉ ＝０； ｉ ＜ ｎｕｍｂｅｒＯｆＰｏｉｎｔｓ； ｉ ＋＋）
　　 ｃｕｒｖｅ［ ｉ］ ＝ＰｏｉｎｔＯｎＣｕｂｉｃＢｅｚｉｅｒ（ ｃｐ， ｉ倡ｄｔ ）；
｝

3　结束语
本文提出了一种新的构建 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网算法———ＱＧ唱

ＤＴＮ（ｑｕｉｃｋ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ Ｄｅｌａｕｎａｙ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｎｅｔ）算法，其时间复杂
度接近线性。 该算法思路简单，易于实现，避免了现有算法的
不足。 基于该算法所构建的 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网，在三角网中三
角形的边上进行插值。 根据三角形的各边上是否有等值点，用
内插法求出等值点的坐标，跟踪、连接等值点生成等值线；最
后，采用三次方 Ｂｅｚｉｅｒ曲线平滑等值线，使等值线连续而平滑。
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