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摘　要：针对标准灰狼优化算法在求解复杂工程优化问题时存在求解精度不高和易陷入局部最优的缺点，提出
一种新型灰狼优化算法用于求解无约束连续函数优化问题。该算法首先利用反向学习策略产生初始种群个体，

为算法全局搜索奠定基础；受粒子群优化算法的启发，提出一种非线性递减收敛因子更新公式，其动态调整以平

衡算法的全局搜索能力和局部搜索能力；为避免算法陷入局部最优，对当前最优灰狼个体进行变异操作。对１０
个测试函数进行仿真实验，结果表明，与标准灰狼优化算法相比，改进灰狼优化算法具有更好的求解精度和更快

的收敛速度。
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　引言

在工程设计、结构优化等实际工程应用和科学研究中存在

大量的优化问题，这些问题可转换为求解数值的无约束优化问

题。不失一般性，一个非线性无约束优化问题（最小化）可描

述为［１］

ｍｉｎ　ｆ（ｘ）
ｓ．ｔ．　ｌｉ≤ｘｉ≤ｕｉ，ｉ＝１，２，…，ｄ （１）

其中：ｆ（ｘ）为目标函数，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ）为 ｄ维决策变量，ｌｉ
和ｕｉ分别为变量ｘｉ的上限和下限。

由于问题（１）通常具有强非线性、复杂、高维的搜索空间，
基于梯度信息的传统优化方法难以对其进行有效的求解［２］。在

过去的几十年中，受自然界一些现象启发，智能随机搜索算法如

遗传算法（ｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＧＡ）、差分进化（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｖｏｌｕ
ｔｉｏｎ，ＤＥ）算法、人工蜂群算法（ａｒｔｉｆｉｃｉａｌｂｅｅｃｏｌｏｎｙ，ＡＢＣ）、蚁群算

法（ａｒｔｉｆｉｃｉａｌｃｏｌｏｎｙｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＡＣＯ）、粒子群优化（ｐａｒｔｉｃｌｅ
ｓｗａｒｍｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）算法、萤火虫（ｇｌｏｗｗｏｒｍｓｗａｒｍｏｐｔｉｍｉｚａ
ｔｉｏｎ，ＧＳＯ）算法、引力搜索算法（ｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌｓｅａｒｃｈａｌｇｏｒｉｔｈｍ，
ＧＳＡ）等具有原理简单、容易实现、能以较大概率收敛到问题的
全局最优解，因此在无约束优化问题中有着广泛的应用［３～８］。

灰狼优化（ｇｒｅｙｗｏｌｆｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＧＷＯ）算法［９］是 Ｍｉｒｊａｌｉｌｉ
于２０１４年提出的一种新型群体智能优化方法，它源于模拟自
然界中灰狼种群的等级层次机制和捕食行为，通过狼群跟踪、

包围、追捕、攻击猎物等过程实现优化搜索目的。ＧＷＯ算法具
有原理简单、易于实现，需调整的参数少且不需要问题的梯度

信息，在函数优化方面，ＧＷＯ算法已被证明在求解精度和稳定
性上要明显优于 ＰＳＯ算法、ＤＥ算法和 ＧＳＡ算法［９］。因此，

ＧＷＯ算法在经济调度指派问题［１０］、Ｋ均值聚类优化［１１］、多输

入多输出电力系统［１２］、面波参数估计［１３］、直流电机最优控

制［１４］、流水车间调度问题［１５］、多层传感器训练［１６］等领域中有
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着广泛的应用。

尽管ＧＷＯ算法在许多领域中获得了较成功的应用，但与
其他基于种群迭代的智能搜索算法相似，ＧＷＯ算法也存在解
精度低、难以协调其勘探和开采能力的缺点。为了减少 ＧＷＯ
算法陷入局部最优的概率，Ｚｈｕ等人［１７］利用ＤＥ算法强大的全
局搜索能力，提出一种混合 ＧＷＯ算法用于函数优化；为了提
高解精度和局部搜索能力，龙文等人［１８］采用佳点集方法产生

初始个体，对当前最优灰狼个体执行 Ｐｏｗｅｌｌ局部搜索操作，提
出一种改进ＧＷＯ用于约束函数优化；为增强 ＧＷＯ算法的全
局搜索能力，Ｓａｒｅｍｉ等人［１９］结合动态进化种群技术，提出一种

混合ＧＷＯ算法用于求解函数优化问题。为改善标准ＧＷＯ算
法的寻优性能，本文引入反向学习策略产生初始个体以维持灰

狼初始种群的多样性；受ＰＳＯ算法中惯性权重的启发，提出一
种随迭代次数非线性递减的自适应收敛因子以平衡算法的全

局搜索和局部搜索能力；引入变异算子以减少算法发生早熟收

敛的概率。

"

　基本灰狼优化算法

灰狼优化算法是通过模拟自然界中灰狼群体的社会等级

机制和捕食行为而提出的一种新型群体搜索方法。灰狼群体

的社会等级机制如图１所示。
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在图１中，灰狼群体的社会等级层次分为四层：α、β、δ和
ω层，其中 α称为头狼，领导灰狼群体；β是下属的灰狼，协助
头狼α作出决策；δ称为普通狼，听从α及β的指令，也可以指
挥其他底层狼ω。灰狼群体在捕获猎物时，其他灰狼个体在头
狼α的带领下有组织地对猎物进行围攻。首先，狼群通过气
味等信息追踪猎物并逐渐靠近；然后，在确定猎物位置后，狼群

包围猎物；最后，逐渐缩小包围圈，攻击猎物。

在Ｄ维搜索空间中，假设 Ｎ只灰狼个体组成种群 Ｘ＝
（Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ），定义第 ｉ只灰狼的位置为 Ｘｉ＝（Ｘ

１
ｉ，Ｘ

２
ｉ，…，

ＸＤｉ），其中Ｘ
ｄ
ｉ表示第ｉ只灰狼在第ｄ维上的位置。定义群体历

史最优解为头狼α，历史次最优解为下属狼β，历史第三最优解
为普遍狼δ，种群中其他个体为 ω。首先描述灰狼逐渐接近并
包围猎物的行为，对第ｉ只灰狼：

Ｘｄｉ（ｔ＋１）＝Ｘｄｐ（ｔ）－Ａｄｉ｜ＣｄｉＸｄｐ（ｔ）－Ｘｄｉ（ｔ）｜ （１）

其中：ｔ为当前迭代次数，Ｘｐ＝（Ｘ
１
ｐ，Ｘ

２
ｐ，…，Ｘ

Ｄ
ｐ）为猎物位置，Ａ

ｄ
ｉ

｜ＣｄｉＸ
ｄ
ｐ（ｔ）－Ｘ

ｄ
ｉ（ｔ）｜为包围步长，Ａ

ｄ
ｉ和Ｃ

ｄ
ｉ分别为

Ａｄｉ＝２ａ·ｒａｎｄ１－ａ （２）

Ｃｄｉ＝２·ｒａｎｄ２ （３）

ｒａｎｄ１、ｒａｎｄ２表示［０，１］间的随机变量；ａ称为收敛因子，随
迭代次数的增大从２线性减小到０：

ａ＝２－ｔ／ｔｍａｘ （４）

其中：ｔｍａｘ为最大迭代次数。
灰狼群体根据α、β和δ的位置Ｘα、Ｘβ和Ｘδ进行更新各自

的位置：

Ｘｄｉ，α（ｔ＋１）＝Ｘ
ｄ
α（ｔ）－Ａ

ｄ
ｉ，１｜Ｃｄｉ，１Ｘｄα（ｔ）－Ｘ

ｄ
ｉ（ｔ）｜

Ｘｄｉ，β（ｔ＋１）＝Ｘ
ｄ
β（ｔ）－Ａ

ｄ
ｉ，２｜Ｃｄｉ，２Ｘｄβ（ｔ）－Ｘ

ｔ
ｉ（ｔ）｜

Ｘｄｉ，δ（ｔ＋１）＝Ｘ
ｄ
δ（ｔ）－Ａ

ｄ
ｉ，３｜Ｃｄｉ，３Ｘｄδ（ｔ）－Ｘ

ｄ
ｉ（ｔ）










｜

（５）

Ｘｄｉ（ｔ＋１）＝ ∑
ｊ＝α，β，δ

ｗｊＸｄｉ，ｊ（ｔ＋１） （６）

其中：ｗｊ（ｊ＝α，β，δ）表示α、β和δ的权重系数：

ｗｊ＝
ｆ（Ｘｊ（ｔ））

ｆ（Ｘα（ｔ））＋ｆ（Ｘβ（ｔ））＋ｆ（Ｘδ（ｔ））
（７）

式中：ｆ（Ｘｊ（ｔ））表示第ｊ只灰狼个体在第ｔ代的适应度值。
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　新型灰狼优化算法
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"

　反向学习初始化种群

Ｈａｕｐｔ等人［２０］指出，对基于种群迭代的群体智能优化算法

来说，初始种群的好坏影响着算法的全局搜索速度和解的质

量，多样性较好的初始种群对提高算法的寻优性能很有帮助。

然而，标准ＧＷＯ算法在迭代前采用随机初始化种群个体，难
以确保初始群体的多样性，从而在一定程度上影响了算法的搜

索效率。反向学习策略［２１］是由 Ｔｉｚｈｏｏｓｈ于２００５年提出的，目
前已在ＧＡ、ＤＥ、ＡＣＯ和ＢＢＯ等群体智能优化算法中得到了成
功的应用。因此，本文采用反向学习策略来产生初始种群。

定义１　反向点。假设在［ｌ，ｕ］上存在数ｘ，则ｘ的反向点
定义为ｘ′＝ｌ＋ｕ－ｘ。将反向点的定义扩展到Ｄ维空间，设ｐ＝
（ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ）为Ｄ维空间中的一个点，其中 ｘｉ∈［ｌｉ，ｕｉ］，ｉ＝
１，２，…，Ｄ，则其反向点 ｐ′＝（ｘ′１，ｘ′２，…，ｘ′Ｄ），其中ｘ′ｉ＝ｌｉ＋
ｕｉ－ｘｉ。

根据上述定义，采用反向学习策略来产生初始种群个体的

步骤如下：

ａ）在搜索空间中随机初始化Ｎ个灰狼个体位置ｘｉ，ｊ（ｉ＝１，
２，…，Ｄ；ｊ＝１，２，…，Ｎ）作为初始种群ＲＰ；

ｂ）根据定义１，初始种群ＲＰ中的每个灰狼个体 ｘｉ的反向
个体ｘ′ｉ构成反向种群ＯＰ；

ｃ）合并种群ＲＰ和ＯＰ，将其２Ｎ个灰狼个体按照适应度值
进行升序排序，选取适应度值前Ｎ个灰狼个体作为初始种群。

#


#

　收敛因子非线性调整策略

任何一种群体智能优化算法在进化过程中均存在全局搜

索和局部搜索两类不同的操作，若这两类操作协调不好，则使

算法陷入局部最优或降低其收敛性能的概率增大。强的全局

搜索能力能维持种群多样性，避免算法陷入局部最优；强的局

部搜索能力能保证算法进行局部精确搜索，加快算法的收敛速

度。因此，作为群体智能算法之一，ＧＷＯ算法能否获得高寻优
性能的关键是如何在全局搜索和局部搜索能力之间进行有力

的协调。由文献［９］可知，当｜Ａ｜＞１时，灰狼群体将扩大包围
圈，以寻找更好的猎物，此时对应于全局搜索；当｜Ａ｜＜１时，灰
狼群体将收缩包围圈，以对猎物完成最后的攻击行为，此时对

应于局部精确搜索。因此，Ａ值的大小与 ＧＷＯ算法的全局搜
索和局部搜索能力有很大关系。另外，由式（２）和（４）可知，Ａ
随着收敛因子ａ的变化而不断变化，且收敛因子ａ随着迭代次
数的增加从２线性递减到０。

然而，ＧＷＯ算法在搜索过程中却是非线性变化的，收敛因
子ａ线性递减策略不能完全体现出实际的优化搜索过程。因
此，本文提出一种非线性变化收敛因子更新公式：
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ａ（ｔ）＝ａｉｎｉｔｉａｌ＋（ａｆｉｎａｌ－ａｉｎｉｔｉａｌ）× （１－ ｔｔｍａｘ
）ｋ( )１ ｋ２

（８）

其中：ａｉｎｉｔｉａｌ和ａｆｉｎａｌ分别为收敛因子ａ初始值和终止值，ｔ为当前
迭代次数，ｔｍａｘ为最大迭代次数，ｋ１和 ｋ２为非线性调节系数。
由式（８）可知，收敛因子ａ随进化迭代次数增加而非线性动态
变化，从而为有效地平衡算法的全局搜索能力和局部搜索能力

提供保证。

#


+

　变异算子

基于最优保存策略，在 ＧＷＯ算法的进化后期，由于群体
中所有灰狼个体均向最优个体区域逼近，从而导致群体多样性

损失，此时，如果当前最优灰狼个体为局部最优解，则 ＧＷＯ算
法陷入局部最优，出现早熟收敛现象，这也是群体智能优化算

法的固有特点。为了降低 ＧＷＯ算法出现早熟现象和陷入局
部最优的概率，本文对群体中当前最优灰狼个体进行多样性变

异操作，其原理如下［２２］：

假设某个体ｘｉ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ），以概率１／Ｄ随机从个体
ｘｉ中选取一个元素ｘｋ（ｋ＝１，２，…，Ｄ），然后在［ｌｉ，ｕｉ］范围内随
机产生一个实数替代个体 ｘｉ中的元素 ｘｋ，从而产生一个新的
个体ｘ′ｉ＝（ｘ′１，ｘ′２，…，ｘ′Ｄ）。多样性变异算子为

ｘ′ｉ＝
ｌｉ＋λ·（ｕｉ－ｌｉ） ｉ＝ｋ

ｘｉ{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
（９）

其中：ｌｉ和ｕｉ分别为变量ｘｉ的上界和下界，λ∈［０，１］为随机数。

#


,
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算法步骤

ａ）设置算法参数，种群规模 Ｎ，最大迭代次数 ｔｍａｘ，收敛因

子初始值ａｉｎｉｔｉａｌ和终止值ａｆｉｎａｌ，调节系ｋ１、ｋ２。
ｂ）在搜索空间中利用２．１节所描述的反向学习策略产生

Ｎ个个体作为初始种群，令ｔ＝１。
ｃ）计算群体中每个个体的适应度值并排序，将适应度值

排列前三位的个体位置分别记为Ｘα、Ｘβ和Ｘδ。
ｄ）判断算法是否满足终止条件，若满足，输出最优灰狼个

体，则算法结束；否则，执行步骤ｅ）。
ｅ）根据式（８）计算出收敛因子 ａ的值，然后根据式（２）和

（３）计算出Ａ和Ｃ。
ｆ）根据式（５）和（６）更新群体中每个灰狼个体的位置。
ｇ）对当前群体中最优灰狼个体执行２．３节所描述的变异

操作以产生新的灰狼个体，令ｔ＝ｔ＋１，返回步骤ｃ）。

+

　仿真实验及分析

+


"

　测试函数

为了检验本文提出的改进灰狼优化（记为ＮＧＷＯ）算法的
寻优性能，从文献［９］中选取１０个标准测试函数进行仿真实
验，１０个测试函数的具体特征如表１所示，其中，ｆ１～ｆ７为复杂
单峰优化问题，ｆ８～ｆ１０为多峰优化问题。

表１　１０个测试函数

函数名 维数 函数表达式 搜索区间 ｆｍｉｎ 收敛精度

Ｓｐｈｅｒｅ ３０ ｆ１（ｘ）＝∑ｎｉ＝１ｘ２ｉ ［－１００，１００］ ０ １×１０－８

Ｓｃｈｗｅｆｅｌ２．２２ ３０ ｆ２（ｘ）＝∑ｎｉ＝１｜ｘｉ｜＋∏ｎｉ＝１｜ｘｉ｜ ［－１０，１０］ ０ １×１０－８

Ｓｃｈｗｅｆｅｌ１．２ ３０ ｆ３（ｘ）＝∑ｎｉ＝１（∑ｉｊ＝１ｘｊ）２ ［－１００，１００］ ０ １×１０－８

Ｓｃｈｗｅｆｅｌ２．２１ ３０ ｆ４（ｘ）＝ｍａｘｉ｛｜ｘｉ｜，１≤ｘｉ≤ｎ｝ ［－１００，１００］ ０ １×１０－８

Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ ３０ ｆ５（ｘ）＝∑ｎ－１ｉ＝１［１００（ｘｉ＋１－ｘ２ｉ）２＋（ｘｉ－１）２］ ［－３０，３０］ ０ １×１００

Ｓｔｅｐ ３０ ｆ６（ｘ）＝∑ｎｉ＝１（｜ｘｉ＋０．５｜）２ ［－１００，１００］ ０ １×１０－１

Ｑｕａｒｔｉｃ ３０ ｆ７（ｘ）＝∑ｎｉ＝１ｉｘ４ｉ＋ｒａｎｄｏｍ［０，１） ［－１．２８，１．２８］ ０ １×１０－４

Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ ３０ ｆ８（ｘ）＝∑ｎｉ＝１［ｘ２ｉ－１０ｃｏｓ（２πｘｉ）＋１０］ ［－５．１２，５．１２］ ０ １×１０－８

Ａｃｋｌｅｙ ３０ ｆ９（ｘ）＝－２０ｅｘｐ（－０．２
１
ｎ∑

ｎ
ｉ＝１ｘ２槡 ｉ）－ｅｘｐ（

１
ｎ∑

ｎ
ｉ＝１ｃｏｓ（２πｘｉ））＋２０＋ｅ ［－３２，３２］ ０ １×１０－８

Ｇｒｉｅｗａｎｋ ３０ ｆ１０（ｘ）＝
１
４０００∑

ｎ
ｉ＝１ｘ２ｉ－∏ｎｉ＝１ｃｏｓ（

ｘｉ
槡ｉ
）＋１ ［－６００，６００］ ０ １×１０－８

+


#

　与
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和
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算法的比较

利用ＮＧＷＯ算法对１０个标准测试函数进行求解，并与标
准ＧＷＯ算法、Ｈｙｂｒｉｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｇｒｅｙｗｏｌｆｏｐｔｉｍｉｚａ
ｔｉｏｎ（ＨＧＷＯ）算法［１７］进行比较。ＮＧＷＯ算法与标准 ＧＷＯ算
法进行比较是说明本文所提出的改进策略的有效性。ＨＧＷＯ
算法是一种混合算法，即混合差分进化（ＤＥ）和 ＧＷＯ算法，其
寻优性能比标准 ＧＷＯ算法有了较大的提高。ＮＧＷＯ算法与
ＨＧＷＯ算法进行比较是为了进一步说明本文算法的竞争力，
避免只与标准ＧＷＯ算法比较结果的可信度。为了比较结果的
公平性，三种算法的参数设置如下：种群规模均设置为３０，最大
迭代次数均设为５００。１０个测试函数在上述参数设置的条件
下，采用ＧＷＯ算法和ＮＧＷＯ算法分别独立运行３０次实验，记
录三种算法的最优值、平均值、最差值和标准差，比较结果如表

２所示，其中，ＨＧＷＯ算法的结果直接来源于参考文献［１０］。
从表２中的比较结果可知，在满足固定收敛精度条件下，

除了Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ函数（ｆ５），本文提出的 ＮＧＷＯ算法在其他九
个测试函数上进行３０次实验中均能一致收敛到问题的全局最
优解，尤其是Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ函数（ｆ８）和 Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数（ｆ１０），ＮＧＷＯ

算法均能收敛到理论最优值０。对于 Ｑｕａｒｔｉｃ（ｆ７）函数，ＮＧＷＯ
算法的寻优成功率为６０％，其余八个测试函数的寻优成功率
均为１００％（求解结果满足固定收敛精度就说明该算法收敛）。
标准ＧＷＯ算法对于 Ｓｐｈｅｒｅ函数（ｆ１）、Ｓｃｈｗｅｆｅｌ２．２２函数（ｆ２）
和Ａｃｋｌｅｙ函数（ｆ１０）３０次实验均能一致收敛全局最优解，寻优
成功率为 １００％；对于其他七个测试函数 Ｓｃｈｗｅｆｅｌ１．２、
Ｓｃｈｗｅｆｅｌ２．２１、Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ、Ｓｔｅｐ、Ｑｕａｒｔｉｃ、Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ和 Ｇｒｉｅｗａｎｋ，
标准 ＧＷＯ算法的寻优成功率分别为 １０％、０％、０％、８０％、
２０％、５０％和７０％。

与标准ＧＷＯ算法相比，ＮＧＷＯ算法在八个函数（ｆ１，ｆ２，ｆ３，
ｆ４，ｆ６，ｆ７，ｆ８，ｆ９）上获得了较好的寻优结果；对于函数ｆ５，ＧＷＯ和
ＮＧＷＯ算法获得了相似的结果；对于函数 ｆ１０，两种算法获得了
相似的最优结果，另外，ＮＧＷＯ算法取得了较好的平均值、最
差值和标准差。

与ＨＧＷＯ算法相比，ＮＧＷＯ算法在六个函数（ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４，
ｆ７，ｆ９）上获得了较好的寻优结果；对于函数ｆ５，ＨＧＷＯ算法获得
了较好的最优值和平均值，而 ＮＧＷＯ算法取得了较好的最差
值和标准差；对于 ｆ６函数，ＨＧＷＯ算法得到了较好的寻优结
果；对于函数ｆ８和ｆ１０，两种算法获得了相似的最优值，而 ＮＧ
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ＷＯ取得了较好的平均值、最差值和标准差值。由上述比较结
果可以看出，ＮＧＷＯ算法比ＧＷＯ算法和ＨＧＷＯ算法在大部分
测试函数上具有更高的求解精度。

表２　三种算法对１０个测试函数的结果比较

函数 算法 最优值 平均值 最差值 标准差

ｆ１
ＧＷＯ ２．５２Ｅ２９ １．０７Ｅ２７ ５．０３Ｅ２７ １．８８Ｅ２７
ＨＧＷＯ ２．９２Ｅ３４ １．１２Ｅ３２ ８．９５Ｅ３２ ２．３２Ｅ３２
ＮＧＷＯ ５．９２Ｅ４９ １．１６Ｅ４７ ８．７２Ｅ４７ ２．７２Ｅ４７

ｆ２
ＧＷＯ ３．６７Ｅ１７ ７．９４Ｅ１７ ２．２５Ｅ１６ ５．５５Ｅ１７
ＨＧＷＯ １．６５Ｅ２０ ９．３３Ｅ２０ ３．６０Ｅ１９ ６．９２Ｅ２０
ＮＧＷＯ ４．０３Ｅ２９ ２．９２Ｅ２８ １．３３Ｅ２７ ４．１６Ｅ２８

ｆ３
ＧＷＯ ３．９１Ｅ０８ ２．０７Ｅ０５ ５．４６Ｅ０４ １．８５Ｅ０５
ＨＧＷＯ ６．０７Ｅ１１ ３．１８Ｅ０８ ３．０８Ｅ０７ ６．５５Ｅ０８
ＮＧＷＯ ２．０３Ｅ１４ ９．９８Ｅ１２ ６．７４Ｅ１１ １．９９Ｅ１１

ｆ４
ＧＷＯ １．０２Ｅ０７ ６．４６Ｅ０７ ２．１１Ｅ０６ ５．６７Ｅ０７
ＨＧＷＯ ５．８１Ｅ０９ ４．１７Ｅ０８ ２．３９Ｅ０７ ４．５６Ｅ０８
ＮＧＷＯ ２．９７Ｅ１４ ７．１５Ｅ１３ ２．３４Ｅ１２ ７．６０Ｅ１３

ｆ５
ＧＷＯ ２６．００６６ ２７．００９６ ２７．９４３０ ０．５４２９８
ＨＧＷＯ ２５．２２３０ ２６．４８７６ ２８．５４０５ ０．７０２７１
ＮＧＷＯ ２５．９４２１ ２６．０５１６ ２７．１２８０ ０．３９６０２

ｆ６
ＧＷＯ ２．５３Ｅ０１ ６．６４Ｅ０１ １．２３Ｅ＋００ ２．９２Ｅ０１
ＨＧＷＯ ２．２６Ｅ０５ ３．７８Ｅ０１ ７．５３Ｅ０１ ２．２６Ｅ０１
ＮＧＷＯ １．９４Ｅ０１ ５．６２Ｅ０１ ８．８８Ｅ０１ ２．３２Ｅ０１

ｆ７
ＧＷＯ ４．１３Ｅ０４ １．９５Ｅ０３ ４．２２Ｅ０３ １．２１Ｅ０３
ＨＧＷＯ ３．６６Ｅ０４ １．４９Ｅ０３ ３．２７Ｅ０３ ７．５３Ｅ０４
ＮＧＷＯ ２．３４Ｅ０４ １．０５Ｅ０３ １．５１Ｅ０３ ２．３２Ｅ０４

ｆ８
ＧＷＯ ５．６８Ｅ１４ ３．２０Ｅ＋００ １．２３Ｅ＋０１ ４．００Ｅ＋００
ＨＧＷＯ ０ ２．２７Ｅ０１ ４．７６６６ ９．２０Ｅ０１
ＮＧＷＯ ０ ０ ０ ０

ｆ９
ＧＷＯ ７．５５Ｅ１４ １．００Ｅ１３ １．７５Ｅ１３ ５．９０Ｅ１４
ＨＧＷＯ ３．６４Ｅ１４ ４．２７Ｅ１４ ５．０６Ｅ１４ ４．３７Ｅ１５
ＮＧＷＯ ７．９９Ｅ１５ １．０５Ｅ１４ １．５１Ｅ１４ ２．３９Ｅ１５

ｆ１０
ＧＷＯ ０ ７．１９Ｅ０３ ４．３１Ｅ０２ １．４０Ｅ０２
ＨＧＷＯ ０ １．３７Ｅ０３ ３．１２Ｅ０２ ５．８２Ｅ０３
ＮＧＷＯ ０ ０ ０ ０
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　　图２给出了ＧＷＯ算法和 ＮＧＷＯ算法在固定迭代次数下

对五个函数的寻优收敛曲线。从图２可以清晰地看出，对于五
个函数，ＮＧＷＯ算法均能比ＧＷＯ算法具有较快的收敛速度和
较高的收敛精度。

由标准ＧＷＯ算法的机理可知，算法的勘探和开发能力取
决于收敛因子ａ，而收敛因子ａ随进化迭代次数线性变化。另
外，由第２章可以看出，本文主要改进策略是收敛因子 ａ随进
化迭代次数非线性动态变化。为了进一步说明非线性动态变

化收敛因子策略的有效性，选取１０个测试函数进行数值实验。
在这里，将含有线性变化收敛因子的灰狼优化算法记为ＧＷＯ，
将含有非线性动态变化收敛因子的灰狼优化算法记为 ＧＷＯ
１。为了进行公平的比较，两种算法采用了相同的参数设置。
表３给出了两种算法３０次实验的平均值和标准差结果比较。

由表３可以看出，与ＧＷＯ算法相比，ＧＷＯ１算法在１０个
测试函数上均获得了较好的寻优结果，这充分说明了非线性动

态变化的收敛因子可以改进ＧＷＯ算法的性能。
表３　两种算法对１０个测试函数的结果比较

函数
ＧＷＯ算法

平均值 标准差

ＧＷＯ１算法
平均值 标准差

ｆ１ １．０７Ｅ２７ １．８８Ｅ２７ １．４７Ｅ４６ １．６５Ｅ４６
ｆ２ ７．９４Ｅ１７ ５．５５Ｅ１７ ７．５６Ｅ２７ ６．３０Ｅ２７
ｆ３ ２．０７Ｅ０５ １．８５Ｅ０５ １．６０Ｅ１０ １．９８Ｅ１０
ｆ４ ６．４６Ｅ０７ ５．６７Ｅ０７ ２．７８Ｅ１２ ２．０６Ｅ１２
ｆ５ ２７．００９６ ０．５４２９８ ２７．００４４ ０．４２８４４
ｆ６ ６．６４Ｅ０１ ２．９２Ｅ０１ ６．５１Ｅ０１ １．６２Ｅ０１
ｆ７ １．９５Ｅ０３ １．２１Ｅ０３ １．１８Ｅ０３ ５．３４Ｅ０４
ｆ８ ３．２０Ｅ＋００ ４．００Ｅ＋００ ０ ０
ｆ９ １．００Ｅ１３ ５．９０Ｅ１４ １．３０Ｅ１４ ３．１８Ｅ１５
ｆ１０ ７．１９Ｅ０３ １．４０Ｅ０２ ０ ０

+


+

　与其他智能搜索算法的比较

为了进一步验证ＮＧＷＯ算法的有效性，将其与文献［２３］
中九种有代表性的智能搜索算法，即 Ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｌｅａｒｎｉｎｇ
ＰＳＯ（ＣＬＰＳＯ）算法、ＯｒｔｈｏｇｏｎａｌｌｅａｒｎｉｎｇＰＳＯ（ＯＬＰＳＯ）算法、Ｈｉ
ｅｒａｒｃｈｉｃａｌＰＳＯ（ＨＰＳＯ）算法、ＳｅｌｆａｄａｐｔｉｖｅＤＥ（ＳａＤＥ）算法、Ａ
ｄａｐｔｉｖｅＤＥ（ＪＡＤＥ）算法、ＳｅｌｆａｄａｐｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌｐａｒａｍｅｔｅｒｉｎＤＥ
（ｊＤＥ）算法、ＧｂｅｓｔｇｕｉｄｅｄＡＢＣ（ＧＡＢＣ）算法、Ｎｏｖｅｌｓｅａｒｃｈｅｑｕａ
ｔｉｏｎＡＢＣ（ＣＡＢＣ）算法和ＯｒｔｈｏｇｏｎａｌｌｅａｒｎｉｎｇＡＢＣ（ＯＣＡＢＣ）算
法的结果进行比较，比较结果如表４～６所示。表中九种算法
的参数设置和寻优结果直接来源于参考文献，表中黑粗体为比

较算法中的最好结果。为了比较结果的公平性，比较算法均采

用相同的适应度函数计算次数，九种算法的最大适应度函数计

算次数如表４～６所示。
由表４中比较结果可知，在最大适应度函数计算次数为

２０００００次的条件下，ＮＧＷＯ算法在三个函数（ｆ１，ｆ８和ｆ１０）上均
获得了理论最优值０；对于函数 ｆ２，ＮＧＷＯ算法虽然没有取得
理论最优值，但其３０次实验的均值２．４６ｅ２６０非常接近全局
最优解０。与ＨＰＳＯ算法相比，除了函数 ｆ６，ＧＷＯ算法在其他
七个函数上均获得了较好的平均值和标准差。与ＣＬＰＳＯ算法
相比，ＮＧＷＯ算法在函数 ｆ１、ｆ２、ｆ７、ｆ８、ｆ９和 ｆ１０上获得了较好的
平均值和标准差；然而，对于函数 ｆ５和 ｆ６，ＣＬＰＳＯ算法得到了
较好的寻优结果。与 ＯＬＰＳＯ算法相比，ＮＧＷＯ算法在五个函
数（ｆ１，ｆ２，ｆ７，ｆ８和ｆ１０）上取得了较好的寻优结果和两个函数（ｆ５
和ｆ９）上获得了相似的结果；对于函数ｆ６，ＯＬＰＳＯ算法获得了较
好的寻优结果。

由表５可知，在最大适应度函数计算次数为１５００００次的
条件下，ＮＧＷＯ算法在三个测试函数（ｆ１，ｆ８和 ｆ１０）上取得了理
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论最优值０；对于函数ｆ２和ｆ４，ＮＧＷＯ算法在３０次实验中得到
的平均值非常接近全局最优解。与ＧＡＢＣ算法相比，ＮＧＷＯ算
法在七个测试函数（ｆ１，ｆ２，ｆ４，ｆ７，ｆ８，ｆ９和 ｆ１０）上获得了较好的寻
优结果；然而，ＧＡＢＣ算法则在函数 ｆ５和 ｆ６上得到了较好的平
均值和标准差。与 ＣＡＢＣ相比，ＮＧＷＯ在函数 ｆ１、ｆ２、ｆ４、ｆ７、ｆ９、
ｆ１０上获得了较好的结果和函数 ｆ８上取得了相似的寻优结果；
对于函数 ｆ５和 ｆ６，ＣＡＢＣ算法得到了较好的寻优结果。与

ＯＣＡＢＣ算法相比，ＮＧＷＯ算法在四个函数（ｆ１，ｆ２，ｆ４，ｆ７）和三个
测试函数（ｆ８，ｆ９，ｆ１０）上分别获得了较好和相似的平均值和标准
差；对于函数ｆ５和ｆ６，ＯＣＡＢＣ取得了较好的结果。

由表６中结果可知，在相同的适应度函数计算次数的条件
下，ＮＧＷＯ算法在全部八个测试函数上获得的结果要比 ＳａＤＥ
算法均要优；与ＪＡＤＥ和ｊＤＥ算法相比，除了函数ｆ５，ＮＧＷＯ算
法在其他七个测试函数上均取得了较好的平均值和标准差。

表４　ＮＧＷＯ算法与ＨＰＳＯ、ＣＬＰＳＯ、ＯＬＰＳＯ算法的结果比较

函数
适应度计算次数

（ＦＥｓ）
ＨＰＳＯ

平均值 标准差

ＣＬＰＳＯ
平均值 标准差

ＯＬＰＳＯ
平均值 标准差

ＮＧＷＯ
平均值 标准差

ｆ１ ２０００００ ２．８３Ｅ－３３ ３．１９Ｅ－３３ １．５８Ｅ－１２ ７．７０Ｅ－１３ ４．１２Ｅ－５４ ６．３４Ｅ－５４ ０ ０
ｆ２ ２０００００ ９．０３Ｅ－２０ ９．５８Ｅ－２０ ２．５１Ｅ－０８ ５．８４Ｅ－０９ ３．５１Ｅ－２５ ２．７４Ｅ－２５ ２．４６Ｅ－２６０ ０
ｆ５ ２０００００ ２．３９Ｅ＋０１ ２．６５Ｅ＋０１ １．１３Ｅ＋０１ ９．８５Ｅ＋００ ２．１５Ｅ＋０１ ２．９９Ｅ＋０１ ２．６１Ｅ＋０１ ７．００Ｅ－０１
ｆ６ ２０００００ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ２．３９Ｅ－０１ １．８８Ｅ－０１
ｆ７ ２０００００ ９．８２Ｅ－０２ ３．２６Ｅ－０２ ５．８５Ｅ－０３ １．１１Ｅ－０３ １．１６Ｅ－０２ ４．１０Ｅ－０３ ８．９４Ｅ－０５ ６．０４Ｅ－０５
ｆ８ ２０００００ ９．４３Ｅ＋００ ３．４８Ｅ＋００ ９．０９Ｅ－０５ １．２５Ｅ－０４ １．０７Ｅ＋００ ９．９２Ｅ－０１ ０ ０
ｆ９ ２０００００ ７．２９Ｅ－１４ ３．００Ｅ－１４ ３．６６Ｅ－０７ ７．５７Ｅ－０８ ７．９８Ｅ－１５ ２．０３Ｅ－１５ ７．９９Ｅ－１５ ０
ｆ１０ ２０００００ ９．７５Ｅ－０３ ８．３３Ｅ－０３ ９．０２Ｅ－０９ ８．５７Ｅ－０９ ４．８３Ｅ－０３ ８．６３Ｅ－０３ ０ ０

表５　ＮＧＷＯ算法与ＧＡＢＣ、ＣＡＢＣ、ＯＣＡＢＣ算法的结果比较

函数
适应度计算次数

（ＦＥｓ）
ＧＡＢＣ

平均值 标准差

ＣＡＢＣ
平均值 标准差

ＯＣＡＢＣ
平均值 标准差

ＮＧＷＯ
平均值 标准差

ｆ１ １５００００ １．９２Ｅ－２２ １．１６Ｅ－２２ ５．４１Ｅ－３５ ７．０２Ｅ－３５ ４．３２Ｅ－４３ ８．１６Ｅ－４３ ０ ０
ｆ２ １５００００ ３．２３Ｅ－１２ ９．２７Ｅ－１３ １．４３Ｅ－１８ ５．６８Ｅ－１９ １．１７Ｅ－２２ ７．１３Ｅ－２３ ２．４２Ｅ－１９２ ０
ｆ４ １５００００ ７．００Ｅ－００ １．０１Ｅ－００ ６．０１Ｅ－００ ８．８０Ｅ－０１ ５．６７Ｅ－０１ ２．７３Ｅ－０１ ３．１４Ｅ－８７ ４．３４Ｅ－８７
ｆ５ １５００００ １．１５Ｅ－００ ２．８１Ｅ－００ １．９６Ｅ－０１ １．３６Ｅ－０１ ７．８９Ｅ－０１ ６．２７Ｅ－０１ ２．６１Ｅ＋０１ ５．１９Ｅ－０１
ｆ６ １５００００ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ４．４５Ｅ－０１ ２．５５Ｅ－０１
ｆ７ １５００００ ８．９４Ｅ－０２ ２．４２Ｅ－０２ ４．９８Ｅ－０２ １．７８Ｅ－０２ ４．３９Ｅ－０３ ２．０３Ｅ－０３ ９．６４Ｅ－０５ ５．６４Ｅ－０５
ｆ８ １５００００ １．１５Ｅ－１５ ３．２２Ｅ－１５ ０ ０ ０ ０ ０ ０
ｆ９ １５００００ ２．１５Ｅ－１１ １．０６Ｅ－１１ ３．０７Ｅ－１４ ２．８８Ｅ－１５ ５．３２Ｅ－１５ １．８２Ｅ－１５ ７．９９Ｅ－１５ ０
ｆ１０ １５００００ ２．０８Ｅ－０３ ６．５４Ｅ－０３ ４．９３Ｅ－０４ ２．２０Ｅ－０３ ０ ０ ０ ０

表６　ＮＧＷＯ算法与ＳａＤＥ、ＪＡＤＥ、ｊＤＥ算法的结果比较

函数
适应度计算次数

（ＦＥｓ）
ＳａＤＥ

平均值 标准差

ＪＡＤＥ
平均值 标准差

ｊＤＥ
平均值 标准差

ＮＧＷＯ
平均值 标准差

ｆ１ １５００００ ３．２８Ｅ－２０ ３．６３Ｅ－２０ ２．６９Ｅ－５６ １．４１Ｅ－５５ １．４６Ｅ－２８ １．７８Ｅ－２８ ０ ０
ｆ２ ２０００００ ３．５１Ｅ－２５ ２．７４Ｅ－２５ ３．１８Ｅ－２５ ２．０５Ｅ－２４ ９．０２Ｅ－２４ ６．０１Ｅ－２４ ２．４６Ｅ－２６０ ０
ｆ５ ３０００００ ２．１０Ｅ＋０１ ７．８０Ｅ＋００ ３．２０Ｅ－０１ １．１０Ｅ＋００ １．３０Ｅ＋０１ １．４０Ｅ＋０１ ２．５７Ｅ＋０１ ４．７８Ｅ－０１
ｆ６ １００００ ５．０７Ｅ＋０１ １．３４Ｅ＋０１ ５．６２Ｅ＋００ １．８７Ｅ＋００ ６．１３Ｅ＋０２ １．７２Ｅ＋０２ １．０１Ｅ＋００ ３．８８Ｅ－０１
ｆ７ ３０００００ ４．８６Ｅ－０３ ５．２１Ｅ－０４ ６．１４Ｅ－０４ ２．５５Ｅ－０４ ３．３５Ｅ－０３ ８．６８Ｅ－０４ ４．４３Ｅ－０５ ３．０７Ｅ－０５
ｆ８ １０００００ ２．４３Ｅ＋００ １．６０Ｅ＋００ １．３３Ｅ－０１ ９．７４Ｅ－０２ ３．３２Ｅ－０４ ６．３９Ｅ－０４ ０ ０
ｆ９ ５００００ ３．８１Ｅ－０６ ８．２６Ｅ－０７ ３．３５Ｅ－０９ ２．８４Ｅ－０９ ２．３７Ｅ－０４ ７．１０Ｅ－０５ ７．９９Ｅ－１５ ０
ｆ１０ ５００００ ２．５２Ｅ－０９ １．２４Ｅ－０８ １．５７Ｅ－０８ １．０９Ｅ－０７ ７．２９Ｅ－０６ １．０５Ｅ－０５ ０ ０

+


,

　参数对算法性能影响的分析
在ＧＷＯ算法中，收敛因子ａ的作用是平衡算法的全局搜索

能力和局部搜索能力。由式（８）可知，ＮＧＷＯ算法通过随进化迭
代次数增加而非线性变化的收敛因子ａ协调其全局和局部搜索能
力。然而，在式（８）中，非线性调节系数ｋ１和ｋ２是关键参数，主要
用来控制收敛因子变化的大小，对算法的性能有一定的影响。

本小节通过对非线性调节系数 ｋ１和 ｋ２选取五组不同的
值，即ｋ１＝１，ｋ２＝２、ｋ１＝１，ｋ２＝３、ｋ１＝２，ｋ２＝１、ｋ１＝２，ｋ２＝２和

ｋ１＝２，ｋ２＝３进行数值实验来分析对ＮＧＷＯ算法性能的影响。
表７给出了五组不同的非线性调节系数 ｋ１和 ｋ２值对 ＮＧＷＯ
算法影响结果比较，其中，黑粗体表示比较算法中的最好结果。

由表７中比较结果可知，当非线性调节系数ｋ１＝２和ｋ２＝
１时，ＮＧＷＯ算法的寻优性能最佳。对于函数 ｆ５、ｆ７和 ｆ９，ｋ１和
ｋ２取五组不同的值时对ＮＧＷＯ算法的数值结果影响不大。对
于函数ｆ１０，ｋ１＝２，ｋ２＝１与ｋ１＝２，ｋ２＝２时 ＮＧＷＯ算法均能收
敛到理论最优值０，要优于其他三组ｋ１和ｋ２值所获得的结果。

表７　ＮＧＷＯ算法中不同的ｋ１和ｋ２值的寻优性能比较

函数
ｋ１＝１，ｋ２＝２

平均值 标准差

ｋ１＝１，ｋ２＝３
平均值 标准差

ｋ１＝２，ｋ２＝１
平均值 标准差

ｋ１＝２，ｋ２＝２
平均值 标准差

ｋ１＝２，ｋ２＝３
平均值 标准差
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　结束语

灰狼优化算法是一种模拟自然界中灰狼群体社会等级机

制和捕食行为的新型群体智能优化方法。本文利用反向学习

策略产生初始灰狼个体位置以维持群体多样性；受 ＰＳＯ算法
的启发，使收敛因子随进化迭代次数增加而非线性动态变化，

以协调算法的勘探和开采能力；对当前最优灰狼个体进行变异

操作以减少算法出现早熟收敛的可能性。提出一种基于非线

性收敛因子的改进灰狼优化算法用于解决高维函数优化问题。

通过对１０个标准测试函数进行数值实验，结果表明，改进灰狼
优化算法具有较强的寻优性能。
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