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付　荣， 居鹤华
（北京工业大学 电子信息与控制工程学院， 北京 １００１２４）

摘　要： 根据机械臂运动学约束，提出了关节空间基于自适应遗传算法（ＡＧＡ）的 ３唱５唱３ 多项式插值轨迹规划算
法。 利用运动学约束，以最优时间为目标，针对关节型机器人在静态环境下点到点的轨迹规划问题，利用 ＡＧＡ
算法解算多项式插值的时间。 通过与基于 ＧＡ的 ３唱５唱３ 多项式机械臂轨迹规划进化曲线和运动位置、速度、加速
度曲线对比，证明该方法在算法收敛、运行平稳度上都有突出优点。
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　　遗传算法是模拟生物在自然环境中的遗传和进化过程而
形成的一种全局优化概率搜索算法。 其搜索不依赖于梯度信
息，尤其适用于处理传统搜索方法难于解决的复杂和非线性问
题，所需的领域知识少，具有很强的鲁棒性。 传统的遗传算法
由于使用固定的交叉概率 Pc 和变异概率 Pm，存在无法兼顾算
法的收敛速度和全局最优的问题。 对自适应遗传算法，国内外
已有很多学者进行了研究。 Ｓｒｉｎｉｖａｓ等人［１］提出的自适应遗传

算法能够在优化过程中自适应地改变 Pc 和 Pm 值，在种群趋向
于最优时，增大 Pc 和 Pm 值，而在种群离散于解空间时，减小
Pc 和 Pm 值，便能达到全局最优和快速收敛的效果。 刘智明等
人［２］提出基于排序的改进自适应遗传算法。 石山等人［３］研究

了余弦改进形式的自适应遗传算子。 喻寿益等人［４］提出嵌套

式模糊自适应遗传算法，在一定程度上改善了自适应遗传算法
的不足。

多项式插值函数计算简单，唱常用于机械臂轨迹规划。 分
段多项式插值函数中，满足轨迹位置、速度、加速度连续且多项
式次数最低的分段多项式组合为三次样条插值为 ３唱３唱３唱３唱３
插值、３段 ３唱５唱３多项式插值和 ４唱３唱４ 多项式插值。 恽为民等
人［５］将遗传算法优化引入动力学模型，提出了最小时间的机
器人轨迹优化方法。 将甘亚辉等人［６］提出多机器人系统的最

优轨迹规划，利用遗传算法方法优化 ４唱４唱⋯唱４唱５ 多项式规划
运行轨迹实现机械臂避障功能。 其对象为简单的平面关节机
械臂，且多项式插值系数高，计算量大。 张勇等人［７］提出利用

自适应遗传算法优化三次样条插值的并联机械臂轨迹规划，考

虑关节速度和加速度等约束条件下运用遗传算法对各分段轨

迹时间间隔进行了优化。 但三次样条插值不能使加速度连续。
周小燕等人［８］提出了基于 ＩＡＧＡ的机械手时间最优轨迹规划，
但该方法没有与多项式插值结合，虽然改进的自适应方法可以
改善遗传算法的收敛效果，但是机械臂的运行效果并不理想。
综合考虑计算量和高次多项式带来的不稳定性，本文根据

三自由度机械臂运动学约束，提出了关节空间基于自适应遗传
算法（ＡＧＡ）的 ３唱５唱３多项式插值轨迹规划算法。 针对 Ｂ２型月
球车上驱动相机盒运动的六自由度正交解耦机械臂进行仿真

实验，基于 ＧＡ的 ３唱５唱３ 多项式机械臂轨迹规划收敛速度、运
动位置、速度、加速度曲线对比，证明该方法在以上性能方面有
突出优点。

1　3唱5唱3 样条插值函数的构造
一般来说，样条曲线是在插值点具有 k －１ 阶导数连续性

的 k次多项式。 对于多项式样条函数，一阶导数代表速度的连
续性，二阶导数代表加速度的连续性，三阶导数代表脉动。

３唱５唱３样条多项式的通式为
hj１ （ t） ＝aj１３ t３ ＋aj１２ t２ ＋aj１１ t１ ＋aj１０ （１）

hj２ （ t） ＝aj２５ t５ ＋aj２４ t４ ＋aj２３ t３ ＋aj２２ t２ ＋aj２１ t１ ＋aj２０ （２）

hj３ （ t） ＝aj３３ t３ ＋aj３２ t２ ＋aj３１ t１ ＋aj３０　 j ＝１，２，３，４，n （３）

未知系数 aj１i、aj２i、aj３i为第 j个关节轨迹第一段、第二段、第
三段插值函数的第 i个系数，hj１ （ t）、hj２ （ t）、hj３ （ t）分别代表第 j
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段关节的第一段三次多项式轨迹、第二段五次多项式轨迹和第
三段三次多项式轨迹，n表示关节个数。 Tj、Jj、Aj、Vj、Xj 表示第

j段关节插值的时间、脉动、加速度、速度和位置。 Xj 表示的位

置是笛卡尔系下机械臂运动的空间坐标通过逆运动学解算得

出的关节角度。 已知条件为第 j个关节各段的初始点 Xj０ 、路径
点 Xj１和 Xj２ 、末端点 Xj３以及初始点和终点的加速度、速度 Aj０、
Aj３ 、Vj０、Vj３ （一般取为 ０）。 路径点之间的速度与加速度连续。 根
据以上条件，推导出求解未知系数 aji与插值点的关系式（４）唱
（７）。 式（４）中的 t１ 、t２ 、t３ 表示第 j段关节的 ３段多项式插值的
时间。 式（６）即是系数 aji的解。

A ＝

t３１ t２１ t１ １ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０

３t２１ ２t１ １ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ ０

６t１ ２ ０ ０ ０ ０ ０ －２ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ t５２ t４２ t３２ t２２ t２ １ ０ ０ ０ －１

０ ０ ０ ０ ５ t４２ ４ t３２ ３t２２ ２ t２ １ ０ ０ ０ －１ ０

０ ０ ０ ０ ２０t３２ １２t２２ ６t２ ２ ０ ０ ０ －２ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ t３３ t２３ t３ １

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ３ t２３ ２ t３ １ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ６ t３ ２ ０ ０

０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０

（４）

b ＝［０　０　０　０　０　０　Xj３　０　０　Xj０　０　０　Xj２　Xj１ ］ Ｔ （５）

a ＝ｉｖn（A） ×b （６）

a ＝［aj１３　aj１２　aj１１　aj１０　aj２５　aj２４　aj２３　aj２２　

aj２１　aj２０　aj３３　aj３２　aj３１　aj３０ ］ Ｔ （７）

2　时间最优问题求解
式（４）（７）对 ３唱５唱３多项式未知系数的解算是以每段多项

式插值时间已知为基础的。 如何选择最优的时间，使机械臂在
最短的时间内完成运动且满足速度约束，是本文研究的主要内
容。 优化目标是满足运动学约束的所有关节的运动时间最短。
其函数为

f（ t） ＝ｍｉｎ∑n
j ＝０

t j１ ＋tj２ ＋tj３ （８）

ｓ．ｔ．ｍａｘ｛ ｜Vj１ ｜｝≤Vｍａｘ，ｍａｘ｛ ｜Vj２ ｜｝≤Vｍａｘ
ｍａｘ｛ ｜Vj３ ｜｝≤Vｍａｘ （９）

j ＝１，２，３，４，n

式（８）中：Vj１ 、Vj２ 、Vj３是第 j个关节每段多项式随时间变化的速
度。 对机械臂每个关节单独进行优化。 第 j 个关节优化目标
函数为

f（ t） ＝ｍｉｎ（ t j１ ＋t j２ ＋tj３ ） （１０）

３唱５唱３多项式插值函数应用粒子群算法，如何选择自变量
以确定因变量 xk

id，并选择出最佳 xk
id是关键问题。 式（４）（７）中

时间 t１ 、t２ 、t３ 是待优化的未知量，系数 aji也是待求解的未知

数。 如果把未知系数 aji当做自变量，t１ 、t２、t３ 当做因变量，待优
化的变量维数为 １４，计算量大且复杂。 本文直接在待优化时
间 t１ 、t２ 、t３ 的搜索空间里优化，搜索维数降低为 ３维，避免了推
导复杂的映射关系。 t１ 、t２ 、t３ 是未知量，其搜索空间需要根据
经验设定在尽可能大的范围。 为了使关节运动速度尽快收敛
到约束内，采用两种适应度函数的开关控制。 在满足运动学约
束后，进行时间最优的自适应遗传算法优化迭代。

适应度函数取目标函数的负数为

ｆｉｔ（ t） ＝－f（ t） （１１）

具体步骤如下：
ａ）初始化种群。 对第 j 个关节的三段插值函数时间的搜

索空间中分别随机产生M个 l位二进制串基因码组成的种群，
构成种群 ＰＯＰｔ１、ＰＯＰｔ２、ＰＯＴｔ３。 假设 xi

t 是 ml维的行向量，表
示第 t代的第 i个个体。 其中，i∈｛１，２，⋯，M｝。 每个个体用 l
位二进制表示。 个体 xi

t 的第 k个长度为 l的二进制编码串转
换为实数的解码函数Γ为

Γ（xit，k） ＝uk ＋
vk －uk

２ l －１
（ ∑

l

n ＝１
xl（ kl ＋n）
t ×２ n －１ ） （１２）

其中：vk、uk 分别表示为第 k 个实数范围的上限和下限。 随机
产生基因码的值，并计算相应的实数。

ｂ）根据产生的 M组 ３唱５唱３ 多项式插值时间组合，代入式
（４）（７），求解出 aji的系数矩阵 a。

ｃ）将系数矩阵 a代入式（１）（３）求解出三段多项式。 多项
式对时间求导，得到三段多项式的速度函数。 判断多项式的最
大速度是否符合式（９）。

ｄ）适应度函数的构建有两个任务：首先使机械臂运动速
度收敛到运动学约束内；然后使各段插值时间尽量减小。 对
ｃ）的计算结果采用两个适应度函数切换的开关控制，即如果
三段中的任一速度函数不符合式（９），该段的目标函数为｜v（ j，
i）｜。 如果三段的速度全部满足式（９）的约束，则目标函数切
换为 ｍｉｎ （ tji），以减小每段关节运行时间为优化目标进行迭
代。 其中 j为 M组种群的第 j组，i为多项式插值的段数，取值
范围是 １、２、３。 如果有的个体不满足其运动学约束，在下一步
中，该个体被淘汰的几率会增加。

ｅ）自适应遗传操作：
（ａ）选择。 一般遗传算法中采用的选择方式为轮盘赌选

择机制，其最大的缺点是容易导致进化过程中出现过早收敛和
停滞。 为了解决这个问题，ＡＧＡ 采用优胜劣汰选择策略。 将
适应度函数按升序排列，每次随机地从种群中挑选一定数目的
个体，并将其中最好的选做父个体。

（ｂ）交叉和变异。 通过计算种群的平均适应度 fａｖｇ与种群
最优适应度 fｍａｘ之间的关系来判别遗传算法是否收敛于最优：
当最优解的适应度与平均适应度接近，即｜fｍａｘ －fａｖｇ ｜变小时，种
群收敛于最优解的可能性大于种群发散在解空间的可能性；反
之亦然。 Pc 和 Pm 值依赖于｜fｍａｘ －fａｖｇ ｜的变化，当整个种群趋
于收敛时，增大 Pc 和 Pm 值，反之减小。 为了得到好的效果，
既要避免算法收敛于局部最优，也要防止优良基因受到破坏，
因此适应度较优的个体应有较小的 Pc 和 Pm 值，而适应度较劣
的个体应有较大的 Pc 和 Pm 值

［８］ 。 这样提高了群体中表现优
良的个体的交叉率和变异率，使它们不会处于一种近似停滞不
前的状态。 自适应交叉率和变异率为［９］ ：

Pc ＝
Pc１ －

（Pc１ －Pc２ ）（ f ′－fａｖｇ）
fｍａｘ －fａｖｇ

　f ′≥fａｖｇ

Pc１　　　　　　　　　　　f ′≥fａｖｇ
（１３）

Pm ＝
Pm１ －

（Pm１ －Pm２ ）（ fｍａｘ －f）
fｍａｘ －fａｖｇ

　f≥fａｖｇ

Pm１　　　　　　　　　　　f≥fａｖｇ
（１４）

其中：f′是要交叉的两个个体中较大的适应度值，f为要变异个
体的适应度值。 为了保证每一代的优良个体不被破坏，采用精
英选择策略，选择适应度最优的个体，直接复制到下一代中。
上式中 Pc１ ＝０．９，Pc２ ＝０．４，Pm１ ＝０．１，Pm２ ＝０．０１。

ｆ）构成新的 M ×３种群 ＰＯＰｔ１、ＰＯＰｔ２、ＰＯＰｔ３。
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ｇ）满足终止条件则算法结束，否则转 ｂ）。
ｈ）完成所有关节的时间优化。 每段时间取各关节该段时

间的最大值，以确保满足运动学约束。
t１ ＝ｍａｘ｛ tj１ ｝；t２ ＝ｍａｘ｛ t j２ ｝；t３ ＝ｍａｘ｛ tj３ ｝　j ＝１，２，３，４，n

遗传算法需要循环迭代。 本文研究的遗传算法是在优化
目标的搜索空间内搜索，在计算式（４）时，如果迭代步数很大，
易造成矩阵不满秩，这影响了该方法在复杂目标优化的应用，
所以在每一步迭代过程中，都要检验新产生种群是否有实数值
为 ０的个体。 如果有，则要重新随机产生该个体的值。

3　仿真与实验结果
本文研究 Ｂ２型月球车上驱动相机盒运动的六自由度正

交解耦机械臂，整体结构如图 １所示。 机械臂腕心位置即相机
盒位置。 关节 １ ～３旋转方向两两正交，解耦于控制相机盒定
向的关节 ４ ～６，如图 ２所示。

运动学建模采用标准 Ｄ唱Ｈ坐标系法，如图 ２ 所示。 为了
研究其位置控制，实验仿真只针对前三个关节。 驱动位置控制
的前三个关节 Ｄ唱Ｈ参数如表 １所示。

表 １　Ｄ唱Ｈ 参数表
关节 θ α ｃｏｓ α ｓｉｎ α a d

１  θ１ ;０ L１ l０ 寣L１ 靠０ 烫
２  θ２ ;９０闭 ０ l０ 寣０ �L２ 哌
３  θ３ ;９０闭 ０ l１ 寣０ �L３

　　采用欧几里德范数可以求解出机械臂位置控制和方向控
制的各关节角度的逆运动学解析解。 其逆运动学推导已在前
期工作中完成［１０］ 。

如图 ３所示，在笛卡尔系下给定机械臂末端的轨迹插值
点。 由逆运动学将各空间位置插值点转换为关节空间的角度
插值点。

第一关节至第三关节的初始位置、路径点和终点所对应的
角度如表 ２所示。

表 ２　各关节的角度插值点

类别
关节位置 x

节点 １ 亮节点 ２ q节点 ３ !
X０ �１ *．５６９ －０ �．７６１ ０ 妸．７３１

X１ �１ *．５３２ －０ �．９７８ ０ 妸．５２５

X２ �１ *．３５１ －１ �．５１１ ０ 妸．７１３

X３ �１ *．１３１ －２ �．１４０ ０ 妸．８９６

　　每个关节三段插值都有 １００ 个二进制字符串长度为 ８ 的

个体。 二进制解码为实数的上下限 ０２．５５ ｓ。 遗传算法迭代时
间为 ５０步。 关节允许的最大运动速度是 Vｍａｘ ＝３ ｍ／ｓ。 初始
和终点的速度与加速度都是 ０。
采用基于 ＧＡ的 ３唱５唱３多项式插值算法，确定每段插值的

最优时间。 交叉率和变异率分别为 ０．８和０．０１。 图４６是遗传
算法迭代中某个个体的进化过程。 三个关节每段插值都收敛
到一个实数。 为了确保收敛迅速，在交叉和变异过程中保留一
组适应度函数最小值的个体作为下一代父类中的一个个体。
可以看出由于变异的存在，在收敛过程中结果会有突变。 根据
步骤 ｈ），得到关节插值时间为 t１ ＝０．６１，t２ ＝１．６０，t３ ＝０．６９。
根据该插值时间，得到关节的运动位置、速度和加速度的变化
曲线如图 ７９所示。

根据步骤 ａ）ｈ），图 １０１２是自适应遗传算法迭代中某个个
体的进化过程。 根据步骤 ｈ），得到关节插值时间为 t１ ＝０．３９，
t２ ＝１．２５，t３ ＝１．２５。 根据该插值时间，得到关节的运动位置、
速度和加速度的变化曲线如图 １３１５所示。
从个体进化图的对比看出，自适应遗传算法比基本遗传算

法收敛速度快。 针对第二关节插值时间的进化图 ６和图 １２ 的
对比，证明其收敛效果好。 虽然得到的每段插值的结果比遗传
算法进化结果相差无几（０．０１ ｓ）可以忽略，但是图 １５ 显示的
速度曲线没有达到速度约束极值，比普通遗传算法节省能耗，
增加了运行的稳定性。

4　结束语
本文以六自由度解耦机械手臂位置控制（三关节机械臂）

为例，根据机械臂运动学的速度约束，提出了在关节空间中基
于自适应遗传算法的时间最优的 ３唱５唱３ 多项式插值轨迹规划
方法。
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　　Pc 和 Pm 参数的选择对遗传算法的寻优性能影响很大。
普通遗传算法在进化过程中采用固定的 Pc、Pm 值使收敛速度

慢，容易陷入早熟收敛；自适应遗传算法根据适应度的分散程
度自适应改变 Pc、Pm，明显改善了遗传算法的搜索性能。 本文
核心是利用自适应遗传算法优化多项式插值时间，通过与普通
遗传算法进化过程作对比，可以看出自适应遗传算法比普通遗
传算法提高了收敛速度，并使后者减少趋于局域最优解的情
况。 实验证明，两个算法虽然在优化上都使在满足运动学约束
的条件下性能达到优化，但自适应遗传算法的优化不仅避免了
遗传算法存在的收敛速度慢和早熟收敛等问题，还减小了机械
臂运动能耗，增加了运行平稳性。
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5　结束语
本文根据多起重机共直流母线节能系统的结构及组成特

点，构建了系统形式化模型及等效电路；利用混杂系统理论，逐
一建立等效电路中各单元电路模型，进而得到系统整体模型。
仿真研究了系统直流母线的功率和电压，验证了所建模型的合
理性，提出了通过协调调度起重机状态提高节能效果，保证系
统可靠运行的新方法，为更好地开展多起重机协调调度节能控
制算法的研究提供了仿真模型。
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