
收稿日期： ２０１１唱０２唱１１； 修回日期： ２０１１唱０３唱２１　　基金项目： 国家“８６３”计划资助项目（２００７ＡＡ１２Ｚ１４２）；国家自然科学基金资助项目
（６１０７１１４６，６０８０２０３９，６０６７２０７４）；高等学校博士点专项基金资助项目（２００８０２８８００１８）；江苏省自然科学基金资助项目（ＳＢＫ２０１０２２３６７）

作者简介：吕战强（１９６６唱），男，江苏宜兴人，高级工程师，主要研究方向为图像处理系统、训练模拟器材与射击靶场的设计与研发（ ｌｚｑ６０＠１２６．

ｃｏｍ）；孙玉宝（１９８３唱），男，江苏灌云人，工程师，博士，主要研究方向为图像稀疏表示、超分辨、分布式仿真、网络虚拟环境设计与开发．

稀疏性正则化的图像 Laplace
去噪及 PR 算子分裂算法倡

吕占强
１ ， 孙玉宝１，２

（１．总参谋部第六十研究所 科研处， 南京 ２１００１６； ２．南京理工大学 计算机科学与技术学院， 南京 ２１００９４）

摘　要： 在 Ｂａｙｅｓｉａｎ唱ＭＡＰ框架下，建立了针对 Ｌａｐｌａｃｅ 噪声的稀疏性正则化图像去噪凸变分模型，模型采用 L１

范数作为数据保真项，非光滑的正则项约束图像在过完备字典下表示系数的稀疏性。 进一步基于 Ｐｅａｃｅｍａｎ唱
Ｒａｃｈｆｏｒｄ算子分裂算法，提出了数值求解该非光滑模型的多步迭代快速算法，通过引入保真项与稀疏性正则项
的邻近算子，可将原问题转换为两个简单子问题的迭代求解，降低了计算复杂性。 实验结果验证了模型与数值
算法的有效性，本算法在摄像自动报靶系统中得到了应用。
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Abstract： Ａｄｏｐｔｉｎｇ Ｂａｙｅｓｉａｎ唱ＭＡＰ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ，ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ ｓｐａｒｓｉｔｙ ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ ｎｏｎ唱ｓｍｏｏｔｈ ｃｏｎｖｅｘ ｆｕｎｃ唱
ｔｉｏｎａｌ ｍｏｄｅｌ ｔｏ ｄｅｎｏｓｉｅ Ｌａｐｌａｃｅ ｎｏｉｓｙ ｉｍａｇｅ．Ｔｈｅ L１ ｎｏｒｍ ｗａｓ ｕｓｅｄ ｆｏｒ ｄａｔａ ｆｉｄｅｌｉｔｙ ｔｅｒｍ ａｎｄ ｎｏｎ唱ｓｍｏｏｔｈ ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｔｅｒｍ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｓ ｔｈｅ ｓｐａｒｓｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒｌｙｉｎｇ ｉｍａｇｅ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｏｖｅｒｃｏｍｐｌｅｔｅ ｄｉｃｔｉｏｎａｒｙ．Ｉｎｓｐｉｒｅｄ ｆｏｒｍ ｔｈｅ Ｐｅａｃｅｍａｎ唱
Ｒａｃｈｆｏｒｄ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ，ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ ｍｕｌｔｉ唱ｓｔｅｐ ｆａｓｔ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｎｏｎ唱ｓｍｏｏｔｈ ｍｏｄｅｌ ａｂｏｖｅ ｎｕｍｅｒｉ唱
ｃａｌｌｙ．Ｂｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｏｘｉｍａｌ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｏｆ ｆｉｄｅｌｉｔｙ ｔｅｒｍ ａｎｄ ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｔｅｒｍ， ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗａｓ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｉｎｔｏ
ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｗｏ ｓｉｍｐｌｅ ｓｕｂ唱ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｔｅｒａｔｉｖｅｌｙ，ｔｈｕｓ ｄｅｃｒｅａｓｅｄ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ ｒａｐｉｄｌｙ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｄｅｍｏｎ唱
ｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｏｕｒ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｔｈｉｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｈａｓ ｂｅｅｎ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ａｕｔｏｍａｔｉｃ
ｔａｒｇｅｔ唱ｒｅａｄｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｖｉｄｅｏ ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ．
Key words： ｓｐａｒｓｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ； ｉｍａｇｅ ｄｅｎｏｉｓｉｎｇ； Ｌａｐｌａｃｅ ｎｏｉｓｅ； Ｐｅａｃｅｍａｎ唱Ｒａｃｈｆｏｒｄ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ

0　引言
图像去噪是图像处理中的基本问题，目标是从含噪的观测

图像估计出理想图像，当前国内外研究主要集中于高斯噪声情
形下的图像去噪问题，对 Ｌａｐｌａｃｅ 噪声下图像去噪问题的研究
尚不够成熟［１］ 。 由于用于问题求解的信息量不足，图像去噪
通常为不适定的反问题。 数学上，图像去噪可建模为变分问
题，变分模型中应综合图像的先验信息以及与观测图像间的数
据保真信息。 先验信息的选择对图像恢复问题至关重要。 自
然图像是高度结构化的信号，在合适的过完备字典（ ｏｖｅｒ唱ｃｏｍ唱
ｐｌｅｔｅ ｄｉｃｔｉｏｎａｒｙ）下总能存在稀疏的表示。 图像的稀疏表示刻
画了图像信号的内在结构与本质属性，将这一稀疏性先验知识
应用于图像去噪与恢复，有利于改善问题性质［２，３］ 。 因此在
Ｂａｙｅｓｉａｎ唱ＭＡＰ框架下，选取 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ 作为图像的稀疏表示字
典［４］ ，建立了针对 Ｌａｐｌａｃｅ噪声的稀疏性正则化图像去噪非光

滑凸变分模型，模型采用 L１ 范数作为数据保真项，非光滑的正
则性约束图像表示系数的稀疏性。
本文给出了求解该去噪模型的数值算法。 当前，前向后向

算子分裂法（ ｆｏｒｗａｒｄ ｂａｃｋｗａｒｄ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ，ＦＢＳ）在图像去噪问题
求解中得到了广泛的应用，然而为了保证算法的收敛性，ＦＢＳ
算法要求分裂后的某一泛函具有 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的梯度，无法处
理本文非光滑的凸变分问题［５］ 。 因此本文基于 Ｐｅａｃｅｍａｎ唱
Ｒａｃｈｆｏｒｄ算子分裂算法（ＰＲＳ） ［６］ ，提出了数值求解该非光滑模
型的多步迭代快速算法，采取一种分而治之的策略，通过引入
保真项与稀疏性正则项的邻近算子，可将原问题转换为两个简
单子问题的迭代求解，降低了计算复杂性。 最后给出了本文的
实验结果，采取加权 L１ 范数作为 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ分解系数的稀疏性
度量函数，权重根据系数的变换层级与方向进行设置，并同文
献［７］进行了比较。 文献［７］在非冗余的正交小波变换域去除
Ｌａｐｌａｃｅ噪声，采用 Ｄｏｕｇｌａｓ唱Ｒａｃｈｆｏｒｄ算子分裂算法（ＤＲＳ）进行
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数值求解。 实验结果验证了本文模型与数值算法的有效性。

1　稀疏性正则化的 Laplace 去噪模型
1畅1　图像的稀疏表示模型

依据调和分析理论，图像可以表示为原子的线性组合
u ＝∑

γ∈Γ
αγφγ （１）

其中：φγ为参数化的具有单位长度的原子；γ为原子索引；Γ
为原子参数集合，其元素个数为 ｃａｒｄ（Γ） ＝L。 称原子的集合
为字典 D＝｛φγ｜‖φγ‖

２
２ ＝１，γ∈Γ｝，并要求字典能够张成欧

氏空间 RN，即 ｓｐａｎ（D） ＝RN。 对于不同的字典，原子参数呈现
不同的物理意义，如 Ｆｏｕｒｉｅｒ字典中Γ表示频率参数集合，加窗
Ｇａｂｏｒ字典中参数表示窗口宽度—时间—频率，小波字典中 Γ
表示尺度—位置参数集合， Ｃｕｒｖｅｌｅｔ、 Ｂａｎｄｅｌｅｔ、 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ、
Ｗｅｄｇｅｌｅｔ等几何多尺度分析字典中 Γ表示尺度—位置—方
向。 将所有原子作为列向量依次排列可构建 N ×L 字典矩阵
Φ∈RN ×L，从而图像 u的线性分解可表示为

u ＝Φα （２）

当 L＞N时，字典 D 是冗余的或过完备的，该系统的前向
分解定义为Ψ ＝ΦＴ∈RL ×N，为非方的列满秩矩阵。

稀疏表示理论表明进一步增加表示系统的冗余性，形成过
完备字典，可对图像形成更为稀疏的表示，如非下采样的小波
变换、可操纵小波塔式分解、复小波、Ｃｕｒｖｅｌｅｔ、Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ、Ｇａｂｏｒ
感知多成分字典［８］等。 过完备系统更易生成稀疏的信号表示
方式，实际应用中，可通过组合正交基与紧框架的方式来构造
字典。 对于正交基，反向重建可直接表示为Φ ＝ΨＴ，对于紧框
架系统，重建与分解算子满足ΦＴΦ ＝ηI，η为框架界。

1畅2　图像 Laplace 去噪模型
针对图像去噪问题，考虑式（３）的数据观察模型

z ＝u ＋v （３）

这里主要考虑独立同分布的零均值加性拉普拉斯噪声 v，
而非高斯噪声。 因此给定理想图像 u时，观测图像 z的似然概
率分布由噪声 v的分布类型决定，具体分布为

p（ z｜u） ＝１
２b ｅｘｐ（ －｜z －u｜

b ） （４）

其中：b为尺度参数。 借助于信号在冗余字典下的线性展开
u ＝Φα，似然概率分布可改写为

p（ z｜u ＝Φα） ＝１
２b ｅｘｐ（ －｜z －Φα｜

b ） （５）

图像去噪的任务是从观测图像 z 恢复出理想图像 u，由于
用于问题求解的信息量不足，这是一个不适定（ ｉｌｌ唱ｐｏｓｅｄ）的反
问题。 在 Ｂａｙｅｓｉａｎ统计框架下充分利用理想图像的先验知识
有利于改善问题性质。 基于图像 u 在冗余字典Φ下的稀疏表
示先验知识，假设稀疏表示系数｛αi｝１≤i≤L相互独立，且系数 α
应满足的 Ｇｉｂｂｓ分布为

p（α） ～ｅｘｐ（ －λ∑
L

i ＝１
φi（αi）） （６）

为了满足稀疏性要求，系数在零点聚集出现，p（α）通常应
为非高斯的重尾分布，如拉普拉斯分布、广义高斯分布等可有
效匹配系数的这一分布特性。 由贝叶斯—最大后验概率估计
（Ｂａｙｅｓｉａｎ唱ＭＡＰ）可建立如下关于稀疏表示系数 α的变分模
型为

α倡 ＝ａｒｇ ｍｉｎ
α

－ｌｏｇ （ p（ z｜u ＝Φα）） －λｌｏｇ p（α） （７）

模型中第一项为似然分布，第二项为系数α的先验分布，将式
（５）（６）代入后，式（７）可表示为变分问题 P１ ：

α倡 ＝ａｒｇ ｍｉｎ
α∈RL

‖z －Φα‖１ ＋λ∑
L

i ＝１
φi（αi） （８）

该模型中第一项为数据保真项，记φ（α） ＝∑
L

i ＝１
φi（αi）为稀

疏性正则项，具有可分离形式。 记所有下半连续凸函数 f：R→
（ －∞，＋∞）组成的集合为 Γ０ （R），约束 φi∈Γ（R），因而式
（８）为凸变分问题，有利于问题的数值求解。 为了有效度量系
数的稀疏性，要求φi∈Γ（R）为非光滑函数，例如 L１ 范数、加权
L１ 范数、Ｈｕｂｅｒ函数等，λ为正则化参数，在正则项与保真项之

间相互权衡，最小凸变分模型式（８），可获得去噪后图像 u倡为

u倡 ＝Φα倡 （９）

2　PR算子分裂法的数值求解
１．２节建立 Ｌａｐｌａｃｅ噪声下的图像去噪模型式（８），模型中

稀疏性正则项与数据保真项均是非光滑的，ＦＢＳ算法将不再适
用。 由于 Ｐｅａｃｅｍａｎ唱Ｒａｃｈｆｏｒｄ算子分裂算法对目标泛函并无光
滑性要求，可突破此限制。 在此框架下，本文提出了数值求解
该非光滑模型式（８）的多步迭代快速算法。
首先介绍邻近算子（ｐｒｏｘｉｍａｌ ｏｐｅｒａｔｏｒ）的概念。 Ｍｏｒｅａｕ于

１９６２年将凸投影算子进行推广，提出了邻近算子的概念。 凸
投影算法在信号非线性恢复中得到了广泛的使用，而最近邻近
算子在图像恢复中的应用也成为了新的研究热点问题。 令 f∈
Γ０（R），给定γ＞０，函数 f的邻近算子定义为

ｐｒｏｘγf（ x） ＝ａｒｇ ｍｉｎ
y∈H

f（ y） ＋１
２γ

‖x －y‖２
２ （１０）

其中：ｐｒｏｘγf（ x）为变分式（１０）的唯一解，对于任一 x∈R，式
（１０）的唯一极小值点为 y^ ＝ｐｒｏｘγf （ x）。 当 γ＝１ 时，简记为
ｐｒｏｘf。 对于邻近算子性质的详细内容请参见文献［９］。
对于变分问题 P１ ，记 f（α） ＝f１ （α） ＋f２ （α），f１ （α） ＝‖z －

Φα‖１，f２ （α） ＝λφ（α），T ＝抄f，由凸分析理论，求解变分问题
P１ 的解等价于寻求算子抄f（α）的零点：０∈T（x）。 令 T１ ＝抄f１ ，
T２ ＝抄f２ ，变分问题 P１ 自身即具有可分离的结构，很自然地，将
算子 T分裂为算子 T１ 与 T２ 的和，对 T１ 与 T２ 采用 Ｐｅａｃｅｍａｎ唱
Ｒａｃｈｆｏｒｄ分裂法，具体迭代式为

αk ＋１
２ ＝ｐｒｏｘ

γkf２
（αk）

αk ＋１ ＝２ｐｒｏｘ
γkf１

（２αk ＋１
２ －αk） －αk ＋１

２

（１１）

在适当条件下，由式（１１）生成的迭代序列能够收敛于算
子 T的零点。 当应用上述迭代式求解问题 P１ 时，还有一个关
键问题需要解决，那就是求解函数 f１ 与 f２ 的邻近算子，针对某
些特定问题，其邻近算子存在解析解，即使不存在，也可通过
（预条件）共轭梯度、Ｇａｕｓｓ唱Ｓｉｄｅｌ 迭代、连续过松弛等数值算法
进行快速求解。
遵循迭代式（１１），对于 P１ 的正则项，需要确定稀疏性度

量函数φ（α）的邻近算子。 对于某些特定的φ（· ）函数，具有
解析解，例如当φ（α） ＝∑

１≤i≤L
ωi ｜αi ｜（加权 L１ 范数），ωi 为权重，

对应的是逐个元素的软阈值收缩为

αk ＋１
２i ＝ｐｒｏｘ

γkf２
（αk

i ） ＝ｓｏｆｔ（αk
i ，γkλ） ＝

ｓｉｇｎ（αk
i ）ｍａｘ（ ｜αk

i ｜－γkωiλ，０），１≤i≤L （１２）
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当φi（αi） ＝

α２
i

２ ｜αi ｜≤ξi

ξi（｜αi ｜－
ξi
２ ） ｜αi ｜＞ξi

，ξ∈（０， ＋∞）为

Ｈｕｂｅｒ函数时，对应的邻近算子为

αk ＋１
２i ＝ｐｒｏｘ

γkf２
（αk

i ） ＝

γkα
k
i

γkλ＋１
｜αk

i ｜≤２λξi

γkα
k
i －γkλξi ｓｉｇｎ（αk

i ） ｜αk
i ｜＞２λξi

（１３）

当φi（αi） ＝｜αi ｜－si ｌｎ （１ ＋
｜αi ｜
si

），si∈（０， ＋∞）为光滑

化的 L１ 函数时，对应的邻近算子为

αk＋
１
２

i ＝

１
２ （γkα

k
i －γkλ－si ＋ （γkλ＋s i －γkα

k
i ）

２ ＋４siγkα
k
i ），α

k
i ≥０

１
２

（γkα
k
i ＋γkλ＋si － （γkλ＋s i ＋γkα

k
i ）

２ －４siγkα
k
i ），α

k
i ＜０

（１４）

对于 P１ 的保真项，当Φ为紧框架时，由文献［９］的引理 ５以
及邻近算子的运算法则，保真项的邻近算子具有解析表达式为
ｐｒｏｘ

γkf１
（αk） ＝αk ＋η－１Φ Ｔ矻（ z ＋ｓｏｆｔ（κ－z，λγkη） －I）矻Φ（αk） （１５）

其中：αk 为 ＰＲＳ算法的第 k次迭代值，γk 为迭代参数，η为框架
界，κ＝Φαk， ｓｏｆｔ（· ，· ）为软阈值收缩，矻表示算子的复合运算。
具体应用中，还需要确定算法的初始迭代点，本文选取α０ 为

α０ ＝Φ Ｔy （１６）

3　实验结果与分析
仿真实验中，选择 ２５６ ×２５６ 的 ｗｏｍｅｎ 与 ｔａｒｇｅｔ 作为测试

图像，实验中选取加权 L１ 函数作为稀疏性度量函数，稀疏表示
字典Φ选用离散的 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ，进行三层变换，第二层与第三层
分解均为八个方向，分别为 ０°、４５°、９０°、１３５°、１８０°、２２５°、２７０°
与 ３１５°。 对于第一层的低频系数采取较小的阈值，设置为
０畅５，对于第二层（次高频）中水平与垂直方向子带设置为 ０畅８，
对角与反对角方向子带设置为 １．０，对于第三层（高频）中水平
与垂直方向子带设置为 １．２，对角与反对角方向子带设置为
１畅５。 由于噪声主要集中高频系数，因此对于第二层与第三层
设置较大的阈值。 同时人类视觉系统对于水平与垂直方向的
误差比较敏感，而对角与斜对角并不敏感，因此相应地设置较
大与较小的收缩阈值；设置正则化参数λ＝０．１５。 对于本文的
ＰＲＳ算法，按照式（１１）迭代计算，取γk≡５０，并同 ＤＲＳ算法进
行比较分析，ＤＲＳ 算法按文献［７］中的说明设置参数，选取
ＤＢ６正交小波作为稀疏分解字典。

图 １、２展示了本文模型与文献［７］的去噪结果。 图 １（ａ）、
图 ２（ａ）分别为原图像 ｗｏｍｅｎ与 ｔａｒｇｅｔ。 图 １（ｂ）、图 ２（ｂ）分别
为经标准差为 ２０ 和 ４０ 的拉普拉斯噪声退化后的噪声图像。
图 １（ｃ）（ｄ）和图 ２（ｃ）（ｄ）分别为 ＤＲＳ以及本文 ＰＲＳ算法均迭
代 ６次的去噪结果。 由于 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ字典能够有效匹配图像中
的几何结构，本文算法能够更有效地去拉普拉斯噪声，去噪后
图像视觉效果更好，ＰＳＮＲ大约提高了 １ ｄＢ。

图 ３给出了实验中本文模型式（８）在 ＰＲＳ与 ＤＲＳ算法数
值求解下，目标函数值相对比率（ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｒａｔｉｏ）１０ ｌｏｇ１０ f（α

n）
f（α０）

（ｄＢ）随迭代次数的函数衰减变化曲线。 从图可以看出，本文
ＰＲＳ算法与 ＤＲＳ算法的相对比率都随着迭代有着较为快速的
衰减速度，并最终趋于平稳，都展现出很好的渐进收敛性。 相比
而言，本文 ＰＲＳ算法衰减速度更快，具有更好的渐进收敛性。

4　结束语
本文采用 Ｐｅａｃｅｍａｎ唱Ｒａｃｈｆｏｒｄ算子分裂法对建立的稀疏性

正则化拉普拉斯去噪模型进行数值求解，不同于 ＦＢＳ 算法，
ＰＲＳ算法对目标函数并无光性要求。 在实验结果部分，进行了
多组实验，并同 ＤＲＳ算法进行了比较，验证了本文模型与数值
算法的性能。 本算法在射击靶场的摄像自动报靶系统中得到
了应用，对靶标图像进行预处理，提高弹点识别的准确率，在后
续工作中将进一步完善该模型与算法。
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