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摘　要： 对 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ网络中单工失效链路模式进行了研究，提出了基于子网的状态转移模型。 基于该方法分
别对不可维修和可维修链路模式进行了分析，证明了对较大规模的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ网络，不可维修链路模式的可靠性
要比可维修链路模式低。 提出的方法能够用于研究其他层次结构网络和其他网络通信问题。
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0　引言
随着计算机技术的发展，大型多处理器并行计算机系统已

在各个领域得到了广泛的应用。 越来越多的重要部门，如通
信、金融、国防、工业控制等对大型并行计算机系统产生了很强
的依赖性，这些系统的计算机一旦发生故障，将带来不可估量
的损失。 以 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ 网络为拓扑结构的新型并行计算机系
统，因其结构简单、规则、可扩展且易于 ＶＬＳＩ 实现等优点而成
为许多大型多处理器并行计算机系统所采用的拓扑结构［１］ 。
因此，对其可靠性进行研究具有重要的实际价值。

目前大多数文献在研究通信网络可靠性时，一般均假设失
效链路不可维修［２］ ，只有少量的文献涉及到链路可维修的情

况［３］ 。 而在实际的通信系统中，通信线链路是冗余设计的，也
就是说存在链路失效时对其进行维修是不影响系统通信的。
因此，对可维修链路的大规模并行计算机系统进行研究更具有
现实意义。

现有的方法在研究具有失效链路的通信系统可靠性时，大
多是通过研究终端对的可靠性来评价整个系统的可靠性［４］ ，
这种方法不能实地反映整个系统的可靠性，缺乏灵活性。 有的
方法如马尔可夫链模型运算量比较大［５］ ，只能分析中小型规
模网络。 Ｍｅｎｅｚｅｓ等人使用组合模型方法研究了多级网络的
可靠性［６］ ，但是他们没有考虑链路可修复的情况且缺乏严格
的数学论证，使人们在实际使用时对其可靠性仍然没有足够的

把握。
基于上述原因，本文设定从网络中任意节点到其他所有节

点至少存在一条路径的概率来度量 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ网络的可靠性，
通过组合模型与马尔可夫链模型相结合的方法对单工可维修

链路的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ网络可靠性进行定量分析。 这是第一次对
单工可维修链路的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ 网络可靠性给出严格的数学推
导。

1　E唱2DMes h 网络可靠性分析
本文首先研究 k唱Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ子网的可靠性模型（为简单起

见，令 k ＝３），然后给出整个具有单工可维修链路的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ
网络的可靠性模型。 由于节点的可靠性通常大于链路的可靠
性，本文只考虑链路失效而不考虑节点失效的情况，并假定所
有链路具有相同的失效率λ和维修率α。
一个规模为 m ×n的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ网络 EMm ×n，可以被分成

（m／k） ×（n／k）个不相交的 k唱Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ 子网，整个 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ
网络 EMm ×n被分成 m／k行和 n／k列，每一行上有 n／k个子网，
每一列上有 m／k个子网。 图 １给出了 ６ ×６ 的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ网络
EM６ ×６被划分为四个３ ×３的３唱Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ子网的情形及其链路
方向。

1 . 1　不可维修链路可靠性模型
令 EMk 是一规模为 k ×k的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ网络，为简单起见，

本文以规模为 ３ ×３ 的 ３唱Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ子网为例来介绍子网可靠
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性模型的建立和分析。 包含 ９个节点，２０ 条链路，由单工链路
组成的子网 EM３ 如图 ２ 所示。 假定链路失效服从指数分布，
网络正常工作时的链路失效率和维修率均为λ和α。 失效不
可维修链路对应的马尔可夫状态转换图如图 ３ 所示。 在图 ２
中，假定所有虚线表示的单工链路均为有效链路，实线表示的
单工链路具有失效性。

定义 １　由于链路失效，在实线表示的单工链路部分，除
节点 sk 不能接收消息和节点 dk 不能发送消息外，子网 EMk 中

如果存在一个节点不能发送或者接收消息时，网络即不连通
（网络失效）。

图 ３中，状态 i（ i ＝０，１，２，⋯，１１）表示 i 条单工链路失效
后，子网仍然保持连通状态。 ０ 表示子网的初始状态，没有链
路失效；F表示网络处于不连通状态，即网络失效。 箭头上的
数字表示在Δt时间内状态间的转移概率。

在不可维修的 EM３ 子网中，若在失效的 i条单工链路外又
有链路失效，那么该失效链路的生成导致状态从 i 向 j（ j ＝i，
i ＋１，i ＋２，⋯，１１，F）转移。 以下对已失效链路外一条单工链
路的失效导致各状态转移的情况进行讨论。

０→F：表示子网从初始状态转为失效状态。 根据定义 １
容易知道，只要图 ２中左右两边 ４条单工链路中的任何一条失
效，网络即进入不连通状态，即失效。 所以子网从 ０ 状态转移
到 F状态的概率为 ｅ －４λΔt。

０→１：表示子网从初始状态转为有 １ 条链路失效状态，子
网仍然保持连通。 因为子网 EM３ 中共有 ２０条链路，除了能使
网络从初始状态转移到不连通状态的 ４ 条链路外，剩余的 １６
条链路中任意一条失效都能使子网从 ０ 状态转移到 １ 状态。
所以状态转移概率为 ｅ －１６λΔt。

０→０：因为 ０状态只能转移到 １ 状态和 F状态，所以子网
保持初始状态的概率为 １ －ｅ －２０λΔt。

同理，可以得出 i→j（ i ＝１，２，⋯，１１； j ＝i，i ＋１，⋯，１１，F）
的状态转移概率，结果如图 ３所示。

为了分析子网的可靠度 R（ t），引入时间的概念进行分析
并建立子网的状态转移方程。

１）在 T ＝t时刻
定义 EM３ 处于初始状态，在此状态下的概率为 p０，t；处于

状态 i（i ＝１，２，⋯，１１）下，EM３ 仍然保持连通的概率为 pi，t、
EM３ 处于 F状态下的概率为 pF，t。

２）在 T ＝t ＋Δt时刻
（１）在初始状态下，子网 EM３ 只有从 t 时刻开始 Δt 时间

内没有故障链路出现，子网才能维持其状态，因此概率为 p０，t ＋
Δt ＝p０，t（１ －２０λΔt） ＋o（Δt）。

（２）子网 EM３ 处于状态 １下有两种情况：①T ＝t时子网处
于状态 １ 下，Δt 后仍处于状态 １ 下，此时的概率为 P１，t （１ －
１９λΔt） ＋o（Δt）；②T ＝t时子网处于状态 ０ 下，Δt 后转移到状
态 １下，此状态转移概率为 p０，t１６λΔt ＋o（Δt）。 故在 T ＝t ＋Δt

时刻，系统处于状态 １下的概率为
p１，t ＋Δt ＝p０，t １６λΔt ＋p１，t （１ －１９λΔt） ＋o（Δt）

相同的方法，可得到系统在 T ＝t ＋Δt时刻处于状态 j（ j ＝
２，３，⋯，１１，F）下的概率分别为

p２，t ＋Δt ＝p１，t １４λΔt ＋p２，t（１ －１８λΔt） ＋o（Δt）

p３，t ＋Δt ＝p２，t１３λΔt ＋p３，t（１ －１７λΔt） ＋o（Δt）

p４，t ＋Δt ＝p３，t１１λΔt ＋p４，t（１ －１６λΔt） ＋o（Δt）

p５，t ＋Δt ＝p４，t９λΔt ＋p５，t（１ －１５λΔt） ＋o（Δt）

p６，t ＋Δt ＝p５，t８λΔt ＋p６，t（１ －１４λΔt） ＋o（Δt）

p７，t ＋Δt ＝p６，t７λΔt ＋p７，t（１ －１３λΔt） ＋o（Δt）

p８，t ＋Δt ＝p７，t５λΔt ＋p８，t（１ －１２λΔt） ＋o（Δt）

p９，t ＋Δt ＝p８，t４λΔt ＋p９，t（１ －１１λΔt） ＋o（Δt）

p１０，t ＋Δt ＝p９，t３λΔt ＋p１０，t（１ －１０λΔt） ＋o（Δt）

p１１，t ＋Δt ＝p１０，t２λΔt ＋p１１，t（１ －９λΔt） ＋o（Δt）

pF，t ＋Δt ＝p０，t ４λΔt ＋p１，t ５λΔt ＋p２，t ５λΔt ＋p３，t ６λΔt ＋p４，t ７λΔt ＋p５，t ７λΔt ＋
p６，t ７λΔt ＋p７，t ８λΔt ＋p８，t ８λΔt ＋p９，t ８λΔt ＋p１０，t ８λΔt ＋p１１，t ９λΔt ＋o（Δt）

定义可靠度 Ri（ t）（０≤i≤１１）为系统到时刻 t有 i条链路
失效仍保持连通的概率。 因此，根据上式可求得子网 EM３ 的

可靠度。
定理 １　在单工不可维修链路模式下，假设子网 EM３ 中每

条链路具有独立的失效概率λ，则子网 EM３ 的可靠度为

R（ t） ＝∑
１１

i ＝０
pi，t

其中：p０，t ＝ｅ －２０λt，p１，t ＝－１６ｅ －２０λt ＋１６ｅ －１９λt，p２，t ＝１１２ｅ －２０λt －
２２４ｅ －１９λt ＋１１２ｅ －１８λt， p３，t ＝－１ ４５６／３ｅ －２０λt ＋１ ４５６ｅ －１９λt －１
４５６ｅ１８λt ＋１ ４５６ｅ／３ｅ －１７λt， ⋯。 限于篇幅，这里不一一列举。

证明　前面已经建立了子网 EM３ 的状态转移方程，根据
福克—普朗克方程式，可得以下方程组：

ｄp０，t ／ｄt ＝－２０λp０，t
ｄp１，t ／ｄt ＝－１９λp１，t ＋１６λp０，t
ｄp２，t ／ｄt ＝－１８λp２，t ＋１４λp１，t
ｄp３，t ／ｄt ＝－１７λp３，t ＋１３λp２，t
ｄp４，t ／ｄt ＝－１６λp４，t ＋１１λp３，t
ｄp５，t ／ｄt ＝－１５λp５，t ＋９λp４，t
ｄp６，t ／ｄt ＝－１４λp６，t ＋８λp５，t
ｄp７，t ／ｄt ＝－１３λp７，t ＋７λp６，t
ｄp８，t ／ｄt ＝－１２λp８，t ＋５λp７，t
ｄp９，t ／ｄt ＝－１１λp９，t ＋４λp８，t
ｄp１０，t ／ｄt ＝－１０λp１０，t ＋３λp９，t
ｄp１１，t ／ｄt ＝－９λp１１，t ＋２λp１０，t
ｄpF，t ／ｄt ＝４λp０，t ＋５λp１，t ＋５λp２，t ＋６λp３，t ＋７λp４，t ＋７λp５，t ＋
７λp６，t ＋８λp７，t ＋８λp８，t ＋８λp９，t ＋８λp１０，t ＋９λp１１，t

初始条件为 p０，０ ＝１，pi，０ ＝０（ i ＝１，⋯，１１，F）。 求得此微分方程
组的解为 pi，t（０≤i≤１１）。 其中，pi，t是子网 EM３ 处于状态 i下
的稳态概率。 因为可靠度 Ri（ t） ＝Ri －１ （ t） ＋pi，t，R０ （ t） ＝p０，t，
所以可得到子网 EM３ 在单工不可维修链路模式下的可靠度为

R（ t） ＝∑
１１

i ＝０
pi，t。 得证。

由于规模为 m×n的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ网络 EMm ×n可被分成（m／
３） ×（n／３）个不相交的 ３唱Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ子网，当每个子网 EM３ 都

保持连通时，根据设定可知，整个 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ 网络 EMm ×n也保

持连通。 依据定理 １，可得规模为 m ×n 的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ 网络
EMm ×n的可靠度为 （∑

１１１

i ＝０
pi，t ）

m ×n／９。 根据可靠性手册，取 λ＝
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３．５０９ ×１０ －６，由此可得不同规模下单工不可维修链路模式 Ｅ唱
２ＤＭｅｓｈ网络的可靠性。 结果如图 ４ 所示。 其中虚线为 ３ ×３
规模的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ 网络可靠性对应于时间 t 的曲线；实线为
１２ ×１２规模的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ网络可靠性对应于时间 t的曲线。

1 . 2　可维修链路可靠性模型
由于大规模并行计算机系统内部的通信链路都是冗余设

计的，某些链路失效后对其进行维修是不影响系统正常运行
的。 从另一个角度来说，对失效链路进行维修，也增强了系统
的可靠性。

对于单工链路组成的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ网络来说，某条链路的失
效导致该链路不可用，对其进行维修后使得该链路可用。 这里
定义链路的维修强度 θ＝λ／α。 其中：λ为链路的失效率；α为
链路的维修率。 注意到链路维修强度 ０≤θ＜１，否则系统将不
能进入稳态。 显然，θ越小越好，当 θ ＝０ 时，链路失效后立即
就会被修复。

下面对单工可维修链路模式下子网 EM３ 的状态转移情况

进行讨论并建立状态转移方程。
０→F：表示子网从初始状态转为失效状态。 根据定义 １

容易知道，只要图 ２中左右两边 ４条单工链路中的任何一条失
效，网络进入不连通状态，即失效。 因此子网从 ０ 状态转移到
F状态的概率为 ｅ －４λΔt。

０→１：表示子网从初始状态转为有 １ 条链路失效状态，子
网仍然保持连通。 因为子网 EM３ 中共有 ２０条链路，除了能使
网络从初始状态转移到不连通状态的 ４ 条链路外，剩余的 １６
条链路中任意一条失效都能使子网从 ０ 状态转移到 １ 状态。
所以状态转移概率为 ｅ －１６λΔt。

０→０：因为 ０状态只能转移到 １ 状态和 F状态，所以子网
保持初始状态的概率为 １ －ｅ －２０λΔt。

F→０：由于单工链路可维修，只要对使状态从 ０ 转移到 F
的失效链路进行修复即可使网络回复到初始状态。 状态转移
概率为 ｅ －αΔt。

１→０：子网要从有 １ 条链路失效状态转到初始状态，只要
对使子网从初始状态转移到 １状态的那条链路进行维修即可。
此时的转移概率为 ｅ －αΔt。

同样的道理，可得子网 EM３ 在可维修链路模式下的状态

转移关系图，如图 ５所示。
根据图 ５ 不难建立子网 EM３ 在可维修链路模式下 t ＋Δt

时刻的状态方程。
p０，t ＋Δt ＝p０，t （１ －２０λΔt） ＋p１，tαΔt ＋pF，tαΔt ＋o（Δt）

p１，t ＋Δt ＝p１，t （１ －１９λΔt －αΔt） ＋p０，t １６Δt ＋p２，t ２αΔt ＋pF，tαΔt ＋o（Δt）

p２，t ＋Δt ＝p２，t （１ －１８λΔt －２αΔt） ＋p１，t １４Δt ＋p３，t ３αΔt ＋pF，t ２αΔt ＋o（Δt）

p３，t ＋Δt ＝p３，t （１ －１７λΔt －３αΔt） ＋p２，t １３Δt ＋p４，t ４αΔt ＋pF，t ２αΔt ＋o（Δt）

p４，t ＋Δt ＝p４，t （１ －１６λΔt －４αΔt） ＋p３，t １１Δt ＋p５，t ５αΔt ＋pF，t ３αΔt ＋o（Δt）

p５，t ＋Δt ＝p５，t （１ －１５λΔt －５αΔt） ＋p４，t ９Δt ＋p６，t ６αΔt ＋pF，t ３αΔt ＋o（Δt）

p６，t ＋Δt ＝p６，t （１ －１４λΔt －６αΔt） ＋p５，t ８λΔt ＋p７，t ７αΔt ＋pF，tαΔt ＋o（Δt）

p７，t ＋Δt ＝p７，t （１ －１３λΔt －７αΔt） ＋p６，t ７λΔt ＋p８，t ８αΔt ＋pF，t ２αΔt ＋o（Δt）

p８，t ＋Δt ＝p８，t （１ －１２λΔt －８αΔt） ＋p７，t ５λΔt ＋p９，t ９αΔt ＋pF，tαΔt ＋o（Δt）

p９，t ＋Δt ＝p９，t （１ －１１λΔt －９αΔt） ＋p８，t ４λΔt ＋p１０，t １０αΔt ＋pF，tαΔt ＋o（Δt）

p１０，t ＋Δt ＝p１０，t （１ －１０λΔt －１０αΔt） ＋p９，t ３λΔt ＋p１１，t １１αΔt ＋pF，tαΔt ＋o（Δt）

p１１，t ＋Δt ＝p１１，t （１ －９λΔt －１１αΔt） ＋p１０，t ２λΔt ＋pF，t ２αΔt ＋o（Δt）
pF，t ＋Δt ＝pF，t （１ －２０αΔt） ＋p０，t ４λΔt ＋p１，t ５λΔt ＋p２，t ５λΔt ＋p３，t ６λΔt ＋p４，t ７λΔt ＋
p５，t ７λΔt ＋p６，t ７λΔt ＋p７，t ８λΔt ＋p８，t ８λΔt ＋p９，t ８λΔt ＋p１０，t ８λΔt ＋p１１，t ９λΔt ＋o（Δt）

从上式不难得出子网在可维修链路模式下的稳态可靠性

概率。
定理 ２　在可维修链路模式下子网 EM３ 的可靠性概率为

R（ t） ＝∑
１１

i ＝０
pi，t

证明类似于定理 １，这里不再重复。
依据定理２，同样可得m ×n规模的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ网络在可维

修链路模式下的可靠度为（∑
１１

i ＝０
pi，t）

m ×n／９。 这里，不妨设链路维

修强度 θ＝１／２，结果如图 ６所示。 其中虚线为 ３ ×３ 规模的 Ｅ唱
２ＤＭｅｓｈ网络可靠性对应于时间 t的曲线；实线为 １２ ×１２ 规模
的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ网络可靠性对应于时间 t的曲线。

2　不可维修和可维修链路模式下的可靠性分析
将不可维修和可维修链路两种模式情况下的子网 EM３ 可

靠性进行对比，其关系如图 ７所示。 其中虚线为可维修链路模
式下 ３ ×３规模的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ网络可靠性对应于时间 t的曲线；
实线为不可维修链路模式下 ３ ×３ 规模的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ网络可靠
性对应于时间 t的曲线。

从图 ７可知，可维修链路模式的可靠性要大于不可维修链
路模式的可靠性。 这是因为链路可维修使得原来不可用的链路
又可用，这就相当于减小了链路的失效率。 需要说明的是，这里
的网络可靠性实际上是一个下界，其实际可靠性比下界更高。

3　结束语
本文主要基于子网的策略对单工不可维修链路模式和可

维修链路模式的 Ｅ唱２ＤＭｅｓｈ网络可靠性进行了研究，通过马尔
可夫链过程建立了子网的可靠性模型，利用组合模型原理得到
整个网络可靠性的一个下界。 对这两种模式的可靠性进行了
比较。 比较结果表明，随着网络规模的不断扩 （下转第 ６７６ 页）
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型中功率放大所需的能量；d 为两节点间距离 。 当传输距离
小于阈值 do，功率放大损耗采用自由空间模型，能量消耗与 d
２成正比；当传输距离大于等于阈值 do时， 采用多路径衰减模
型，能量消耗与 d ４成正比。 节点接收 １ ｂｉｔ的数据消耗能量为

ERx（ l） ＝lEｅｌｅｃ （７）

这里假设簇头节点有理想的数据融合，即分别接收 n个簇
内节点的数据 l，融合后为１ ｂｉｔ。 簇头节点在作为中继节点时，
首先接收数据然后再转发出去。 能耗就由两部分组成：

Eｈｅａｄ（d） ＝lERx ＋lETx ＋lE ｅｌｅｃn ＋lεｍｐd２ ＝

（n ＋１） lEｅｌｅｃ ＋２lεｍｐd２ （８）

在仿真中使用了以下参数。 网络大小为 １５０ ｍ ×１５０ ｍ，
随机生成 １００个传感器节点，如图 ３ 所示，ｓｉｎｋ 节点位于坐标
（１５０ ，０）处。 Eｅｌｅｃ 为 ５０ ｎＪ／ｂｉｔ ， ε ｆｓ为 １０ ｐＪ／ｂｉｔ／ｍ２ ， εｍｐ 为
０．００１ ３ ｐＪ／ｂｉｔ／ｍ４ ， l为 ４ ０００ ｂｉｔ ，do为 ７５ ｍ。
4 . 2　仿真结果

分别比较节点初始能量为 ０．２５、０．５、１ Ｊ 的情况下，改进
算法与 ＬＥＡＣＨ 协议的网络生命周期，如图 ４ 所示。 从图中可
以看出，改进算法比 ＬＥＡＣＨ 算法在不同初始能量下，网络运
行的轮数分别延长 ２６％、２４％、３２％，明显延长了网络生命周
期。 图 ５显示某一相同规模簇的簇头节点的能耗。 从图中可
以看出，改进算法的簇头能耗相对较低，也就是说，采用分簇规
模约束机制和簇间转发方式可有效地节约簇头能量，平衡簇间
负载。

5　结束语
本文在分析经典的分簇路由协议 ＬＥＡＣＨ的基础上，针对

其不足提出在簇头选举中增加考虑节点当前能量的因素来解

决部分能量少的节点当选簇头的问题，使得能量大的节点成为
簇头的概率相对更大，有效地延长了节点存活时间。 同时采用
分簇规模约束机制改善了簇头之间的负载不均衡问题。 仿真
实验表明，以上措施有效地平衡了节点能量消耗，延长了网络
生存周期。
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（上接第 ６７０ 页）大，两种模式的可靠性都在不断下降；在相同网

络规模时，可维修链路模式的可靠性要优于不可维修链路模式

的可靠性。
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