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基于禁忌搜索的启发式算法求解球体 Packing 问题倡
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摘　要： 为求解具有 ＮＰ 难度的球体 Ｐａｃｋｉｎｇ 问题，通过将禁忌搜索方法与基于自适应步长的梯度下降法和二
分法相结合，提出了一个启发式算法。 对 ５０ 个等球算例进行了实例测试，算法改进了其中 ４４ 个算例的目前最
优结果。 大量的实例计算结果表明，该启发式算法是求解球体 Ｐａｃｋｉｎｇ问题的一个有效算法。
关键词： 球体 Ｐａｃｋｉｎｇ 问题； 启发式算法； 禁忌搜索算法； 梯度下降法； 二分法
中图分类号： ＴＰ３０１畅６　　　文献标志码： Ａ　　　文章编号： １００１唱３６９５（２０１１）０３唱０８９２唱０３
ｄｏｉ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１００１唱３６９５．２０１１．０３．０２７

Ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔａｂｏｏ ｓｅａｒｃｈ ｆｏｒ ｓｐｈｅｒｅ Ｐａｃｋｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ
ＬＩＵ Ｊｉｎｇ唱ｆａａ，ｂ， ＺＨＯＵ Ｇｕｏ唱ｃｈｅｎｇｂ， ＰＡＮ Ｊｉｎ唱ｊｉｂ

（a．Network Information Center， b．College of Computer ＆ Software， Nanjing University of Information Science ＆ Technology， Nanjing ２１００４４， China）

Abstract： Ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｅ Ｐａｃｋｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｈｉｃｈ ｗａｓ ａ ＮＰ唱ｈａｒｄ ｐｒｏｂｌｅｍ， ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｈｉｃｈ ｃｏｍｂｉｎｅｄ
ｔｈｅ ｔａｂｏｏ ｓｅａｒｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｄｅｓｃｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｔｅｐ ｌｅｎｇｔｈ ａｎｄ ｄｉｃｈｏｔｏｍｏｕｓ ｓｅａｒｃｈ．Ｔｅｓｔｅｄ
５０ ｅｑｕａｌ ｓｐｈｅｒｅ ｉｎｓｔａｎｃｅｓ．Ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｐｐｒｏｖｅｄ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ４４ ｉｎｓｔａｎｃｅｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．Ｔｈｅ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｉｓ ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ａｎ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｅ Ｐａｃｋｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ．
Key words： ｓｐｈｅｒｅ Ｐａｃｋｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ； ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ； ｔａｂｏｏ ｓｅａｒｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ； ｇｒａｄｉｅｎｔ ｄｅｓｃｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ； ｄｉｃｈｏｔｏｍｏｕｓ
ｓｅａｒｃｈ

　　 Ｐａｃｋｉｎｇ问题研究的是将多个物体互不重叠地放置在有
限空间的容器内，要求尽量提高容器的利用率，降低空间的浪
费。 Ｐａｃｋｉｎｇ问题被广泛应用于货物装载、工业切割等领域，此
问题的解决能够大量地节约资源、降低生产成本和运输费用。

在理论上，Ｐａｃｋｉｎｇ问题早已被证明是具有 ＮＰ难度的组合
优化问题。 近年来的研究表明，对于此类 ＮＰ 难度问题，不存
在既严格完整又不太慢的求解算法，目前多数研究采用启发式
求解算法［１ ～６］ 。 黄文奇等人［１］结合拟物下降算法和让诸圆在

弹性力的作用下做剧烈运动的策略，提出了等圆 Ｐａｃｋｉｎｇ问题
的一种纯粹拟物算法。 Ａｋｅｂ 等人［２］融合集束搜索、局部搜索
以及二分法，提出了一种求解不等圆 Ｐａｃｋｉｎｇ问题的自适应集
束搜索算法。 对于三维圆柱体 Ｐａｃｋｉｎｇ 问题，Ｂｉｒｇｉｎ 等人［３］提

出了一种非线性决策问题的求解方法。 对于长方体 Ｐａｃｋｉｎｇ
问题，黄文奇等人［４］在拟人策略ｋ ｋ “金角银边草肚皮”的基
础上，提出了“价值最高钻石穴”的思想，得到了一种最大穴度
占角动作优先放置的纯粹拟人算法。 对于球体 Ｐａｃｋｉｎｇ 问题，
Ｌｉｕ等人［５］通过将势能曲面变平法（ＥＬＰ）与梯度下降法相结
合，提出了一种混合求解算法。

本文研究三维球体 Ｐａｃｋｉｎｇ问题，即对于 N个半径事先给
定的小球体，问怎样把它们放进半径尽量小的球形容器中，使
得小球体与小球体之间以及小球体与球形容器之间没有重叠。
通过将禁忌搜索（ ｔａｂｏｏ ｓｅａｒｃｈ， ＴＳ）算法与基于自适应步长的
梯度下降法以及二分法相结合，提出了球体 Ｐａｃｋｉｎｇ问题的一
种新的有效的启发式求解算法。

1　问题的形式化描述
已知 N个半径为 Ri（ i ＝１，２，⋯，N）的小球，问题求解的目

标是如何将这些小球互不重叠地放进一球形容器中，使得球形
容器的半径尽可能小。 此问题更加形式化的描述如下：
将半径为 R０ 的球形容器 S０ 的球心设置为空间笛卡尔直

角坐标系的原点。 设半径为 Ri（ i ＝１，２，⋯，N）的小球 Si 的球

心坐标为（ xi，yi，zi），问如何将这 N 个小球放入球形容器 S０

中，使得球形容器 S０ 的半径 R０ 尽可能小，并使得式（１）和（２）
成立：

x２i ＋y２i ＋z２i ≤R０ －Ri　i ＝１，２，⋯，N （１）

（ xi －xj） ２ ＋（ yi －yj） ２ ＋（ zi －zj）２≥Ri ＋Rj　i≠j ＝１，２，⋯，N

（２）

式（１）表示任何小球 Si 与球形容器 S０ 之间没有嵌入，即任何
一个小球 Si 都放在球形容器 S０ 内。 式（２）表示任意两个小球
Si 和 Sj 之间没有嵌入。

根据拟物策略［１］ ，假设所有小球 Si（ i ＝１，２，⋯，N）和球形
容器 S０ 为表面光滑且具有弹性的球形物体。 若球体 Si 与 Sj

之间相互嵌入，即球体 Si 与 Sj 之间球心的距离 d（Si，Sj） ＝

（xi －xj）
２ ＋（yi －yi）

２ ＋（zi －zj）２ ＜Ri ＋Rj，则两球体 Si 与 Sj

之间的嵌入深度 dij ＝Ri ＋Rj －d（Si，Sj），否则 dij ＝０。 特别地，
若球体 Si 与球形容器 S０ 之间相互嵌入，即球体 Si 与球形容器
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S０ 之间球心的距离 d（Si，S０ ） ＝ x２i ＋y２ i ＋z２i ＞R０ －Ri，则球体
Si 与球形容器 S０ 之间的嵌入深度 d０i ＝d（Si，S０ ） ＋Ri －R０ ，否
则 d０i ＝０。 根据物理学上的弹性原理，当两个物体相互嵌入
时，所产生的弹性势能与它们之间相互嵌入的深度成正比，那
么所有球体所产生的弹性势能总和 E（X）为

E（X） ＝∑
n －１

i ＝０
∑
n

i ＋１
kd２ij （３）

式（３）中 X＝（x１ ，y１ ，z１ ，⋯，xN，yN，zN）称为一个构形，即为某一
时刻所有 N个球体在空间笛卡尔直角坐标系中的坐标向量。
k是一个正的比例系数，本文中设置 k 为 １。 从式（３）可以看
出，E（X）≥０。 若 E（X） ＞０，则表示某些小球体之间或者某些
小球体与球形容器之间存在嵌入的部分，即该构形为问题的不
可行解；若 E（X） ＝０，则表示任何两个小球体之间以及任一小
球体与球形容器之间都不存在嵌入的部分，即该构形为问题的
可行解。 这样，球体 Ｐａｃｋｉｎｇ问题就转换为求解优化问题 ｍｉｎｉ唱
ｍｉｚｅ E（X）。 对此优化问题，倘若存在算法 Ａ，利用 Ａ可以搜索
到构形 X，使得 E（X） ＝０，则可以利用二分法得到球形容器 S０

的最小半径。 下面将讨论优化问题 ｍｉｎｉｍｉｚｅ E（X）的求解。

2　基于禁忌搜索的启发式算法
对于规模较小的球体 Ｐａｃｋｉｎｇ问题，利用梯度下降法求解

优化问题 ｍｉｎｉｍｉｚｅ E（X），可以很容易搜索到势能函数 E（X）
的全局最小点；而对于规模稍大的球体 Ｐａｃｋｉｎｇ 问题，梯度下
降法则常常会落入局部极小点陷阱，从而很难搜索到全局最小
点。 为了有效地使搜索逃离局部极小点的陷阱，采用邻域结构
来更新构形，即通过挑出当前构形中势能半径比 Ei ／Ri 最大的

小球 Si，这里 Ei ＝ ∑
N

j＝０，j≠i
d２
ij表示第 i 个小球 Si 所受到的挤压弹

性势能，通过将 Si 的球心放在球形容器内随机找到的空白区

域内的一点（称为空位点），同时保持其他小球的位置不变而
跳出当前局部极小点。 然而，在跳出局部极小点陷阱的过程
中，可能出现随机找出的空位点不理想，导致某些小球被反复
挑选而找不到合适的放置位置，影响算法执行的效率。 为此，
本文采用禁忌搜索策略来解决此问题。

禁忌搜索（ＴＳ）的思想最早由 Ｇｌｏｖｅｒ提出，它通过邻域结
构并引入一个禁忌表和相应的禁忌准则来避免迂回搜索。 同
时，在算法搜索的过程中，通过藐视准则来赦免一些被禁忌的
优良状态，从而避免错过优良解以实现全局优化。 禁忌搜索算
法涉及禁忌表、禁忌对象、藐视准则等概念，它们的选取将直接
影响到算法全局优化的效果。

禁忌表包括禁忌对象和禁忌长度。 禁忌对象是指那些在
禁忌表中被禁的对象。 本文的禁忌对象为小球。 当采用邻域
结构更新构形时，为了避免算法迂回搜索，防止某些小球被反
复挑出而找不到合适的放置位置，本文将被挑出且放置四次仍
未使搜索逃离局部极小点的小球设置为禁忌对象。 禁忌长度
是指禁忌对象在不考虑藐视准则的情况下不允许被选取的最

大次数。 本文采用禁忌长度为 ３ 的单向链表记录搜索过程中
被禁忌的对象，同时采用先进先出的队列原则来更新禁忌表。

藐视准则是指若某禁忌对象对应构形的适配值优于“ｂｅｓｔ
ｓｏ ｆａｒ”状态，则无视其禁忌属性而仍接收该构形为当前构形。
藐视准则是算法避免遗失优良状态，进而实现全局优化的关键
步骤。 在本文中，若当前被挑出重放的小球是禁忌对象，且其

对应构形的能量小于当前最优构形的能量时，则将其强行解
禁，同时修改禁忌表中各对象的任期和“ｂｅｓｔ ｓｏ ｆａｒ”状态。 如
果当前被挑选的小球不是禁忌对象，但其对应的构形的能量小
于前一构形的能量，则仍然接收该构形为当前构形，同时修改
禁忌表中各对象的任期；若此时该构形的能量小于当前最优构
形的能量，则进一步更新“ｂｅｓｔ ｓｏ ｆａｒ”状态。
在执行禁忌搜索算法的过程中，当用邻域结构产生新的构

形 X′时，为了进一步搜索 X′附近能量更低的构形，避免搜索错
过全局最优解，本文从 X′出发，进一步执行精细的局部搜索算
法ｋ ｋ 基于自适应步长的梯度下降（ＧＤ）法［５，６］ ，以加速对最
优解的搜索。 基于禁忌搜索的启发式（ＴＳＨ）算法步骤如下：
算法 １　基于禁忌搜索的启发式算法 ＴＳＨ（R０ ）
ａ）在半径为 R０ 的球形容器 S０ 中，随机给出 N 个小球 Si （ i ＝１，

２，⋯，N）的球心坐标（ x１ ，y１ ，z１ ），（x２ ，y２ ，z２ ），⋯，（ xN，yN，zN）作为初始
构形 X，即 X ＝（x１ ，y１ ，z１ ，x２ ，y２ ，z２ ，⋯，xN，yN，zN ）。 令 t ＝１，ε ＝１０ －８ ，

E ｏｐｔ ＝１０１０ 。

ｂ）计算 E（X，t）。
ｃ）挑出当前构形 X中势能半径比 Ei ／Ri 最大的小球 Si，令 j ＝１。
ｄ）在容器 S０ 中找到一个随机的空位点，将小球 Si 的球心放在该

点处，产生新的构形 X′。
ｅ）调用基于自适应步长的梯度下降法，令 X′＝ＧＤ（X′）。
ｆ）如果 E（X′，t） ＜ε，则输出 X′，且成功退出。 否则，如果 Si 是禁

忌表中的元素，则

如果 E（X′，t） ＜Eｏｐｔ，则
将 Si 从禁忌表中删除，令 Eｏｐｔ ＝E（X′，t），转 ｇ）；
否则不接受 X′，令 j ＝j ＋１，转 ｈ）；
否则如果 E（X′，t） ＜E ｏｐｔ，则令 Eｏｐｔ ＝E（X′，t）；
如果 E（X′，t） ＜E（X，t），则转 ｇ）；
否则不接受 X′，令 j ＝j ＋１，转 ｈ）。
ｇ）接收 X′，并将 X′设置为当前构形，即令 X ＝X′，E（X， t） ＝E（X′，

t），同时将禁忌表中各禁忌对象的任期减 １，转 ｉ）；
ｈ）如果 j ＞４，则令 Si 的势能半径比为 ０，且将 Si 加入禁忌表中，转

ｃ）；否则转 ｄ）。
ｉ）如果 t ＜１００，则 t ＝t ＋１，转 ｃ）； 否则失败退出。

3　基于二分搜索的启发式算法
在基于禁忌搜索的启发式（ＴＳＨ）算法中，只是尽量将 N

个小球互不重叠地放进半径给定的球形容器 S０ 内，而问题求
解的目标是寻求能够装载 N 个小球的最小半径的球形容器
S０。 为了得到 S０ 的最小半径 R０ ，对 R０ 进行二分搜索。

算法 ２　基于二分搜索的启发式（ＤＳＨ）算法
ａ）给定 N 个半径为 Ri 的小球 Si（ i ＝１，２，⋯，N），设置二分搜索算

法的球形容器 S０ 的半径的上界 UL ＝１．５ 倡
３

∑
N

i ＝１
R３

i ，下界 LL ＝

３

∑
N

i ＝１
R３

i 。

ｂ）令 R０ ＝（UL ＋LL） ／２，调用 ＴＳＨ（R０ ）算法。

ｃ）如果 ＴＳＨ（R０ ）成功退出，则令 UL ＝R０ ； 否则令 LL ＝R０ 。

ｄ）如果｜UL －LL｜＜１０ －６ ，则输出 R０ 及相应的构形； 否则转 ｂ）。

4　计算结果与分析
用 Ｊａｖａ语言在奔腾 Ｄ双核，１．８９ ＧＨｚ，１ ＧＢ ＲＡＭ的 ＰＣ机

上实现了本文所提出的基于二分搜索的启发式（ＤＳＨ）算法，
并对文献［５］中的 ５０个单位半径的等球算例进行了测试。 对
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于每个算例，独立运行 ＤＳＨ算法五次，五次计算中得到的球形
容器的最小半径分别列于表 １中，并与文献［５］中的混合算法
ＥＬＰＧＤ所得结果形成对比。 从表 １ 可以看出，除第 １、５、８、９、
１６、３２ 号算例外，ＤＳＨ 算法在其余 ４４ 个算例上所得球形容器
的最小半径比文献［５］中 ＥＬＰＧＤ算法所得结果都要好。 而对
于这六个算例，ＤＳＨ 算法与 ＥＬＰＧＤ 算法结果的差别也非常
小，均在 １０ －４之内。 由此可见，对于球体 Ｐａｃｋｉｎｇ问题，本文提
出的启发式算法 ＤＳＨ 的总体效果比 ＥＬＰＧＤ 混合算法要好。
图 １ 为 ＤＳＨ 算法得到的第 ５０ 号算例的最优构形的三维立
体图。

表 １　基于二分搜索的启发式（ＤＳＨ）算法与文献［５］
中的混合算法 ＥＬＰＧＤ 的计算结果比较

算例
ＥＬＰＧＤ 算法
得到的球形
容器半径

ＤＳＨ 算法
得到的球形
容器半径

算例
ＥＬＰＧＤ 算法
得到的球形
容器半径

ＤＳＨ 算法
得到的球形
容器半径

１  ２６ 鬃３ T．７５４４０９９２８４ ３ 6．７４７３５８６５６７

２  １ 档．９９９９９０３４５４ １ Ζ．９９９８９４０８８３ ２７ 鬃３ T．８２３２２７８３１７ ３ 6．８１４５９４０３０３

３  ２ 档．１５４６１６７５１４ ２ Ζ．１５４６１６５６２６ ２８ 鬃３ T．８５１５１４９３５８ ３ 6．８４１６０３５５６８

４  ２ 档．２２４６７０８２６２ ２ Ζ．２２４６７０４５５３ ２９ 鬃３ T．８８３９３０４０９８ ３ 6．８７７０５３８６５０

５  ２ 档．４１４１３４４４２４ ２ Ζ．４１４１４３４４６１ ３０ 鬃３ T．９２６１４９１５００ ３ 6．９１６４５３８１５５

６  ２ 档．４１４１５３２０６７ ２ Ζ．４１４１５２８５８６ ３１ 鬃３ T．９５８６１６３８５７ ３ 6．９５０７５６３０９６

７  ２ 档．５９１１９７６３０６ ２ Ζ．５９１１９７１９９４ ３２ 鬃３ T．９７０２２３７３０５ ３ 6．９７０２３２４６０１

８  ２ 档．６４５２７６０４２４ ２ Ζ．６４５２７６０６９６ ３３ 鬃４ T．０２９７７８９２４９ ４ 6．０１９８７５２９１７

９  ２ 档．７３２０００６３９４ ２ Ζ．７３２００１００１１ ３４ 鬃４ T．０５９７６９９６６８ ４ 6．０４７６８０３４０３

１０  ２ 档．８３２４１５８１０４ ２ Ζ．８３２４１５５２７１ ３５ 鬃４ T．０８９２７９３９５０ ４ 6．０８４３７７０２６２

１１  ２ 档．９０２０６７００７６ ２ Ζ．９０２０６６９５９５ ３６ 鬃４ T．１２２８７７８４４０ ４ 6．１１２９５８１７３６

１２  ２ 档．９０２０７０３０８０ ２ Ζ．９０２０７０１３１６ ３７ 鬃４ T．１５９９９２０９１７ ４ 6．１５４７３９４７４８

１３  ３ 档．００１２１８２５８５ ２ Ζ．９９９９５８４６８５ ３８ 鬃４ T．１６６５００４９６１ ４ 6．１５７６３０９３９０

１４  ３ 档．０９２００３８２１８ ３ Ζ．０９１１０２９１００ ３９ 鬃４ T．２３３３２２２８６０ ４ 6．２２４０２１７７２５

１５  ３ 档．１４１６０１３２９５ ３ Ζ．１４１６００９２０１ ４０ 鬃４ T．２６１０７８２８４５ ４ 6．２５６０５４４４１１

１６  ３ 档．２１５６４０４４０５ ３ Ζ．２１５６４０５８９９ ４１ 鬃４ T．２９９２６８０１８３ ４ 6．２９６５０３９８２６

１７  ３ 档．２７２５３４２０８８ ３ Ζ．２７１２０６１７２６ ４２ 鬃４ T．３０９０１１９０２０ ４ 6．３０８１０９６２２６

１８  ３ 档．３１８９５０７４０６ ３ Ζ．３１８９５０２７３５ ４３ 鬃４ T．３６２８５０４６５３ ４ 6．３５４４４４０７８７

１９  ３ 档．３８６１８４２５０６ ３ Ζ．３８５９７６９３９２ ４４ 鬃４ T．３８４７０５５１８３ ４ 6．３８３６８５４８０３

２０  ３ 档．４７７１８８６８３２ ３ Ζ．４７３４９９２５２１ ４５ 鬃４ T．４１６８８２０２４５ ４ 6．４０６９８１６０８５

２１  ３ 档．４８６３１３８７５４ ３ Ζ．４８６３１３３８４５ ４６ 鬃４ T．４４９０８６０７７２ ４ 6．４４４６９４７５８６

２２  ３ 档．５７９８１６２７９３ ３ Ζ．５７９７９３３９６７ ４７ 鬃４ T．４８３４９１７６８９ ４ 6．４７４３８１２３４６

２３  ３ 档．６２７４９６９４６７ ３ Ζ．６２７４７９６３１６ ４８ 鬃４ T．５０８０７３５１０１ ４ 6．４９６４４１５１３０

２４  ３ 档．６８６２５３６１７６ ３ Ζ．６８５３５４７０５６ ４９ 鬃４ T．５２１１０８３５２４ ４ 6．５１９３０８４７３９

２５  ３ 档．６８７５５５４３１７ ３ Ζ．６８７３９５２７０１ ５０ 鬃４ T．５６０４１５７７０３ ４ 6．５５１３３６９１１８

5　结束语
对于球体 Ｐａｃｋｉｎｇ 问题，本文提出了一种启发式求解算

法。 该算法通过将禁忌搜索算法与基于自适应步长的梯度下
降法以及二分法相结合，通过将该算法运行到等球算例上，大
量的实例计算结果表明，该启发式算法是求解球体 Ｐａｃｋｉｎｇ问
题的一个有效算法。 从算法的实现过程不难看出，该算法稍作
修改便可推广应用于其他各种二维或三维、圆形或矩形区域的
Ｐａｃｋｉｎｇ问题。
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（上接第 ８９１ 页）都比基本粒子群算法的小，对优化项目、缩短工
期方面的效果更显著。 因此，混沌粒子群算法比基本粒子群算
法更具有优势。

5　结束语
利用混沌粒子群算法解决关键链的项目管理问题，其基本

思想是在粒子群的迭代过程中，首先通过混沌初始化产生初始
粒子群，然后对粒子群进行混沌扰动，以实现进一步的全局搜
索。 通过实例验证，混沌粒子群具有比基本粒子群算法更好的

优化性能和收敛性能。 混沌粒子群算法还广泛应用在生产调
度、厂房选址、工作人员排班等其他项目优化调度的问题中。
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