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基于拉格朗日的高光谱解混算法研究

刘万军１，杨秀红１，曲海成１，２

（１．辽宁工程技术大学 软件学院，辽宁 葫芦岛 １２５１０５；２．哈尔滨工业大学 电子与信息工程学院，哈尔滨 １５０００６）

摘　要：针对混合像元分解误差问题，提出一种基于拉格朗日算法的高光谱解混算法。通过变分增广拉格朗日
算法提取出部分端元，由于端元组中存在相似端元影响解混精度，利用基于梯度的光谱信息散度算法进行光谱

区分，除去相似端元。通过对得到的端元进行排序，依次增加端元进行光谱解混，将满足条件的端元增加进端元

组，最终得到优选端元。该方法不仅有效去除了相似端元的干扰，而且不需要不断搜索端元的组合，根据每个端

元对于混合像元的重要性作出相应次数的非限制性最小二乘法计算，得到更精确高光谱端元的子集，该方法对

高光谱混合像元解混的效率以及可靠性均有所提高。
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　　由于高光谱影像的空间分辨率限制，其每个像元对应的地
面区域包含了多种地物，像元的光谱值是由多种纯地物光谱值

混合而成，这种像元即为混合像元，这些混合像元内的纯地物

即为端元。混合像元分解问题不但影响地物的分类识别，并且

阻碍了高光谱遥感技术向定量化方向发展［１］。混合像元的分

解不仅对于高光谱图像的地物分类精度有重要的意义，而且对

于高光谱地面目标的检测也有着重要作用［２］。为了有效地解

决混合像元的分解问题，需要找出各种地物在混合像元中所占

的比例，从而提高高光谱图像的解混精度。高光谱解混主要有

端元提取和丰度估计这两个主要步骤。主要的端元提取方法

有顶点成分分析［３］（ｖｅｒｔｅｘｃｏｍｐｏｎｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓ，ＶＣＡ）、序列最大
角度凸锥［４］（ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｍａｘｉｍｕｍａｎｇｌｅｃｏｎｖｅｘｃｏｎｅ，ＳＭＡＣＣ）、
ＮＦＩＮＤＲ［５］、纯像元指数［６］（ｐｕｒｅｐｉｘｅｌｉｎｄｅｘ，ＰＰＩ）、单体增长算
法［７］（ｓｉｍｐｌｅｇｒｏｗｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＳＧＡ）和迭代误差分析（ｉｔｅｒａｔｉｖｅ
ｅｒｒｏｒａｎａｌｙｓｉｓ，ＩＥＡ）［８］等。最小二乘法是最常见的丰度估计算
法，最小二乘法包括非负限制性最小二乘法［９］（ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｉｔｙ

ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＮＣＬＳ）、非限制性最小二乘法［１０］（ｕｎ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＵＣＬＳ）、和为一限制性最小二乘法［１１］

（ｓｕｍｔｏｏｎｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＳＣＬＳ）、全限制性最小二
乘法（ｆｕｌｌｙｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＦＣＬＳ）［１２］。

本文针对相似端元的干扰和搜索端元效率低下的问题，提

出一种基于变分增广拉格朗日算法的高光谱解混算法。

"

　高光谱端元提取算法

"


"

　变分增广拉格朗日算法

令Ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）是观测向量，Ｓ＝（ｓ１，ｓ２，…，ｓｎ）是表

示其相应组分的矩阵，Ｍ＝（ｍ１，ｍ２，…，ｍｐ）是包含端元的混合
矩阵。因为Ｓ是非负的，而且它的总和是１。所以

Ｙ＝ＭＳ （１）

Ｍ ＝ａｒｇｍｉｎ
Ｍ
｜ｄｅｔ（Ｍ）｜　ｓ．ｔ．　ＱＹ≥０，１ＴＰＱＹ＝１Ｔｎ （２）

其中：Ｑ≡Ｍ－１。因为ｄｅｔ（Ｑ）＝１／ｄｅｔ（Ｍ），所以式（２）可以替换为
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Ｑ ＝ａｒｇｍｉｎ
Ｑ
－ｌｏｇ｜ｄｅｔ（Ｑ）｜　ｓ．ｔ．　ＱＹ≥０，１ＴＰＱＹ＝１Ｔｎ （３）

式（３）的约束定义了一个凸集，如果矩阵Ｑ是对称的和正
定的，那个式（３）是凸的。然而，在大多数情况下 Ｑ既不对称
也不正定，式（３）是非凸的。所以需要简化约束集１ＴＰＱＹ＝１

Ｔ
ｎ。

通过在右边乘以等式约束ＹＴ（ＹＹＴ）－１，得到１ＴＰＱＹ＝１
Ｔ
ｎ等价于

１ＴＰＱ＝ａ
Ｔ，其中ａＴ≡１ｎＹ

Ｔ（ＹＹＴ）－１。式（３）可以简化为
Ｑ ＝ａｒｇｍｉｎ

Ｑ
－ｌｏｇ｜ｄｅｔ（Ｑ）｜　ｓ．ｔ．　ＱＹ≥０，１ＴＰＱ＝ａＴ （４）

解决了式（４），得到如下的修改版本：
Ｑ ＝ａｒｇｍｉｎ

Ｑ
－ｌｏｇ｜ｄｅｔ（Ｑ）｜＋λ‖ＱＹ‖ｈ

ｓ．ｔ．　１ＴＰＱ＝ａＴ （５）

设ｑ≡ｖｅｃ（Ｑ），令ｆ（ｑ）＝－ｌｏｇ｜ｄｅｔ（Ｑ）｜，式（５）可以写成
ｑ ＝ａｒｇｍｉｎ

ｑ
ｆ（ｑ）＋λ‖Ａｑ‖ｈ　ｓ．ｔ．　Ｂｑ＝ａ （６）

其中：Ａ＝（ＹＴＩ）和 Ｂ＝（Ｉ１ＴＰ）。对于 ｆ（ｑ）利用二次近似，
得到凸子序列算法１：
１．　Ｓｅｔｋ＝０，ｃｈｏｏｓｅμ＞０ａｎｄｑ０＝ＶＣＡ（Ｙ）．
２．　 ｒｅｐｅａｔ
３．ｌｋ＝ｆ（ｑｋ）＋λ‖Ａｑｋ‖ｈ
４．　ｇ＝－ｖｅｃ（Ｑ－１）
５．ｑｋ＋１∈ａｒｇｍｉｎｑｇＴｑ＋μ‖ｑ－ｑｋ‖２＋λ‖Ａｑ‖ｈ　
６．　　ｓ．ｔ．　Ｂｑ＝ａ
７．　　 ｉｆ　ｆ（ｑｋ＋１）＋λ‖Ａｑｋ＋１‖ｈ＞ｌｋ
８．　　 ｆｉｎｄｑ∈｛αｑｋ＋１＋（１－α）ｑｋ：０＜α＜１｝
９．　　 ｓｕｃｈｔｈａｔｆ（ｑ）＋λ‖Ａｑ‖ｈ≤ｌｋ
１０．　　ｑｋ＋１＝ｑ
１１．　　 ｋ←ｋ＋１
１２．　　 ｕｎｔｉｌａｓｔｏｐｐｉｎｇｃｒｉｔｅｒｉｏｎｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄ．

算法１被ＶＣＡ估计所初始化，第４行计算ｆ（ｑ）的梯度，第
５行最小化目标函数，其中ｆ（ｑ）被二阶近似所替换。优化算法
１中的５，６等价于式（７）：

ｍｉｎ
ｑ，ｚ
Ｅ（ｑ，ｚ）　ｓ．ｔ．　Ｂｑ＝ａ，Ａｑ＝ｚ （７）

其中：Ｅ（ｑ，ｚ）≡ｇＴｑ＋μ‖ｑ－ｑｋ‖
２＋λ‖ｚ‖ｈ。对于约束 Ａｑ＝

ｚ，增广拉格朗日算法给出式（８）和（９）。
ζ（ｑ，ｚ，ｄ，τ）≡Ｅ（ｑ，ｚ）＋αＴ（Ａｑ－ｚ）＋τ‖Ａｑ－ｚ‖２ （８）

ζ（ｑ，ｚ，ｄ，τ）＝Ｅ（ｑ，ｚ）＋τ‖Ａｑ－ｚ－ｄ‖２＋ｃ （９）

其中：α是拉格朗日乘子，ｄ＝－α／（２τ），ｃ是一个不相关常数。
增广拉格朗日算法为算法２：
１．　Ｓｅｔｔ＝０，ｃｈｏｏｓｅ（ｑ０，ｚ０），α０，ａｎｄτ＞０
２．　ｒｅｐｅａｔ
３．　（ｑｔ＋１，ｚｔ＋１）∈ａｒｇｍｉｎｚζ（ｑ，ｚ，ｄｔ，τ）
４．　 ｓ．ｔ．Ｂｑ＝ａ
５．　 ｄｔ＋１←ｄｔ－（Ａｑｔ＋１－ｚｔ＋１）
６．　　ｔ←ｔ＋１
７．　ｕｎｔｉｌａｓｔｏｐｐｉｎｇｃｒｉｔｅｒｉｏｎｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄ．

在算法２的第三行相对于（ｑ，ｚ）确切的优化解决方法是一
项复杂的任务。然而，相对于ｑ和ｚ的块最小化是非常容易计
算的。基于此，提出算法２的改进算法，即变分增广拉格朗日
算法为算法３：
１．　Ｓｅｔｔ＝０，ｃｈｏｏｓｅ（ｑ０，ｚ０），α０，ａｎｄτ＞０
２．　ｒｅｐｅａｔ

３．ｑｔ＋１∈ａｒｇｍｉｎｑ ｇ
Ｔｑ＋μ２‖ｑ－ｑｋ‖

２＋τ２‖Ａｑ－ｚｔ－ｄｔ‖
２

４．　ｓ．ｔ．Ｂｑ＝ａ

５．　ｚｔ＋１∈ａｒｇｍｉｎｚ
１
２‖Ａｑｔ＋１－ｚ－ｄｔ‖

２＋λ
τ‖
ｚ‖ｈ

６．　ｄｔ＋１←ｄｔ－（Ａｑｔ＋１－ｚｔ＋１）
７．　ｔ←ｔ＋１
８．　ｕｎｔｉｌｓｔｏｐｐｉｎｇｃｒｉｔｅｒｉｏｎｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄ．

"


#

　基于梯度的光谱信息散度

由于两条光谱的幅值变化，它们所呈现出的光谱曲线的形

状也有所差异。因为梯度值能够反映出光谱曲线的几何形变，

所以利用光谱梯度的信息散度可以更好地区分两条光谱之间的

差异［１３］。该方法不仅能够从形状上反映两条光谱曲线的匹配

程度，而且能够对两条有较小差异的光谱曲线作出较大的响应。

光谱梯度角是在对两条光谱向量一阶求导的基础上求解它

们的梯度向量，然后再得出两个梯度向量间的广义夹角大小。

光谱曲线ｘ的梯度向量为
ｓＧＡ（ｘ）＝［ｘ２－ｘ１，ｘ３－ｘ２，…，ｘｎ－ｘｎ－１］ （１０）

光谱曲线ｙ的梯度向量为
ｓＧＡ（ｙ）＝［ｙ２－ｙ１，ｙ３－ｙ２，…，ｙｎ－ｙｎ－１］ （１１）

则梯度向量的广义夹角大小为

ＳＧＡ（ｘ，ｙ）＝ｃｏｓ－１（
〈ｓＧＡ（ｘ），ｓＧＡ（ｙ）〉
｜ｓＧＡ（ｘ）｜·｜ｓＧＡ（ｙ）｜

） （１２）

根据式（１１）和（１２），求两光谱向量的一阶导数，得到相应
的梯度向量。然后计算得到的两个梯度向量的自信息为

Ｉ（ＳＧＡ，ｘｉ）＝－ｌｇａｉ　Ｉ（ＳＧＡ，ｙｉ）＝－ｌｇｂｉ （１３）

其中：ａｉ＝｜ＳＧＡ（ｘｉ）｜／∑
ｎ－１

ｉ＝１
｜ＳＧＡ（ｘｉ）｜，ｂｉ＝｜ＳＧＡ（ｙｉ）｜／∑

ｎ－１

ｉ＝１
｜ＳＧＡ

（ｙｉ）｜。
得到两梯度向量的相应相关熵为

Ｄ（ＳＧＡ，ｘ‖ＳＧＡ，ｙ）＝∑
ｎ－１

ｉ＝１
ａｉ·Ｄｉ（ＳＧＡ，ｘ‖ＳＧＡ，ｙ）＝

∑
ｎ－１

ｉ＝１
ａｉ·［Ｉ（ＳＧＡ，ｙｉ）－Ｉ（ＳＧＡ，ｘｉ）］＝∑

ｎ－１

ｉ＝１
ａｉ·ｌｇ（ａｉ／ｂｉ） （１４）

Ｄ（ＳＧＡ，ｙ‖ＳＧＡ，ｘ）＝∑
ｎ－１

ｉ＝１
ａｉ·ｌｇ（ｂｉ／ａｉ） （１５）

所以光谱梯度向量的信息散度，即ＳＩＤ（ＳＧ）为
ＳＩＤ（ＳＧＡ，ｘ，ＳＧＡ，ｙ）＝Ｄ（ＳＧＡ，ｘ‖ＳＧＡ，ｙ）＋Ｄ（ＳＧＡ，ｙ‖ＳＧＡ，ｘ）＝

∑
ｎ

ｉ＝１
（ａｉ－ｂｉ）·ｌｇ（ａｉ／ｂｉ） （１６）

"
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　最大体积单体

一般而言，高光谱图像中的每个像元都能看做是图像中各

端元的线性混合的像元：

ｘ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｋｉｅｉ＋ｎ＝Ｅｋ＋ｎ，∑

Ｎ

ｉ＝１
ｋｉ＝１　０≤ｋｉ≤１ （１７）

式中：ｘ是高光谱图像中任一 Ｐ维的光谱向量（Ｐ为图像的波
段数目），Ｅ＝［ｅ１ｅ２…ｅｎ］是Ｐ×Ｎ的矩阵，Ｎ是端元的数目，Ｅ
中的每一列都是端元向量。ｃ＝（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ）

Ｔ是系数向量，ｃｉ
是像元ｘ中端元ｅｉ所占比例，ｎ表示误差项。

在误差项 ｎ非常小时，只有满足上面三个式子的点的集
合，才能够构成高维空间的凸集，这些端元就坐落在凸面的单

形体的各个顶点［１４］。所以提取高光谱图像的端元问题就转换

成求单形体的顶点问题［１５］。

端元ａ，端元ｂ以及端元ｃ所构成的三角形面积是图像中
的任意三个像元所构成的面积集合中的最大的一个，表示为

Ｓ（ａ，ｂ，ｃ）＝ｍａｘ｛Ｓ（ｉ，ｊ，ｋ）｝ （１８）

式中：Ｓ（ｉ，ｊ，ｋ）表示由像元ｉ、ｊ和ｋ所构成的三角形面积。所以
寻找单形体的顶点的问题就转换为求最大体积单体的问题，体

积公式为

Ｅ＝
１ １ … １
ｅ１ ｅ２ … ｅ







ｎ

（２１）

Ｖ（Ｅ）＝ １
（ｎ－１）！ａｂｓ（｜Ｅ｜） （２２）

式中：ｅｉ表示第ｉ个端元的列向量，Ｖ表示由ｅ１ｅ２…ｅｎ这 Ｎ个
端元所构成的单形体体积，｜·｜表示行列式的运算符。因为这
里用到了求行列式的运算，所以要求Ｅ必须为方阵。
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　基于拉格朗日的高光谱解混算法

该算法的主要过程为：ａ）利用变分增广拉格朗日算法提
取出部分端元，确定端元集 Ａ；ｂ）利用基于梯度的光谱信息散
度法对端元集Ａ中的端元进行光谱区分，寻找出相似的端元
组；ｃ）假定去除相似端元组中第一组的第一个端元，利用ＦＣＬＳ
算法对剩余的端元进行解混求丰度，计算出其均方根误差值

ＲＭＳＥ；ｄ）假定去除第二个端元，利用 ＦＣＬＳ算法对剩余的端元
进行解混求丰度，计算出其均方根误差值 ＲＭＳＥ；ｅ）比较步骤
ｃ）和ｄ）中两个均方根误差值，保留均方根误差比较小的端元，
去除均方根误差比较大的端元，循环操作步骤ｃ）～ｅ），直至去
除端元中均方根误差比较大的相似端元得到新的端元组 Ａｅ；
ｆ）对新得到的端元组Ａｅ用非限制性最小二乘算法计算出其丰
度向量；ｇ）对丰度向量中的元素按照从大到小排列顺序，得到
重新排序的丰度向量，将对应端元也进行相应的排序；ｈ）依次
利用排序后的端元组［Ａ１１］、［Ａ１１，Ａ１２］、…、［Ａ１１，Ａ１２，…，Ａ１ｐ］对
混合像元进行非限制性光谱解混，并记录相应的丰度向量 ｓ
（ｋ），ｋ＝１，２，…，ｐ；ｉ）将满足条件的端元子集作为优选的端元
子集；ｊ）利用ＦＣＬＳ算法对最新的端元进行丰度估计，输出丰度
图像。算法流程如图１所示。

$

　实验结果及分析

$
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　光谱区分精度

本实验采用的实验数据一是Ｐａｖｉａ数据，Ｐａｖｉａ数据的研究
领域主要位于意大利北部的帕维亚地区，该地区主要有农田、

草地、灌木、水体、城镇和森林等复杂的地物类型。

本实验利用 Ｐａｖｉａ数据来验证 ＳＩＤ（ＳＧ）方法的优越性。
分别采用光谱角匹配（ｓｐｅｃｔｒａｌａｎｇｌｅｍａｐｐｉｎｇ，ＳＡＭ）法、光谱信
息散度（ＳＩＤ）法、光谱梯度角（ＳＧＡ）法这三种方法和ＳＩＤ（ＳＧ）
方法作比较，将它们在分类精度上进行对比验证，如表１所示。

表１　光谱区分精度分析

比较项 ＳＡＭ ＳＩＤ ＳＧＡ ＳＩＤ（ＳＧ）

样本数量 ２４ ２７ ２５ ２９

精度／％ ６０．５１ ６９．７５ ６２．８１ ７９．３８

　　从表１中可以看出，分类精度最高的是 ＳＩＤ（ＳＧ），达到
７９．３８％，它对所调查的样本点正确分类的个数是２９个。分类
精度最低的是ＳＡＭ，它的精度是６０．５１％，它对所调查的样本
点正确分类的个数是２４个。ＳＩＤ的分类精度低于ＳＩＤ（ＳＧ）的
分类精度，高于ＳＡＭ的分类精度，它对所调查的样本点正确分
类的个数是２７个，其精度是６９．７５％。ＳＧＡ的分类精度也低
于ＳＩＤ（ＳＧ）的分类精度，高于ＳＡＭ的分类精度，它对所调查的
样本点正确分类的个数是２５个，其精度是６２．８１％。从这些
数据可以看出，ＳＩＤ（ＳＧ）的分类精度要高于 ＳＡＭ、ＳＧＡ和 ＳＩＤ，
所以采用ＳＩＤ（ＳＧ）算法提取相似端元的效果要优于ＳＡＭ、ＳＧＡ
和ＳＩＤ。

本实验采用的实验数据二是数据集ＵＳＧＳ（ｕｎｉｔｅｄｓｔａｔｅｓｇｅ
ｏｌｏｇｉｃａｌｓｕｒｖｅｙ）光谱库中的光谱集，这个数据库中的光谱数据
拥有２２４波段，除去信噪比较低以及水蒸气吸收的这些波段，
实验采用余下的１８８个波段，此数据的光谱覆盖是０．３８～２．５
ｍ，其光谱分辨率是１０ｎｍ。将ＵＳＧＳ光谱库中的光谱集用最大
体积单体进行端元的初次提取后，再利用 ＳＩＤ（ＳＧ）算法寻找
相似端元，得出四组相似端元如图２～５所示。

$
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　子空间投影

本实验采用的数据集是实验数据二 ＵＳＧＳ光谱库中的光
谱集。将ＭＶＳＡ、ＭＶＥＳ算法和本文算法应用到光谱解混中，其
中ＳＮＲ＝４０ｄＢ，取１００００个光谱向量和３个端元，得到的子空

间投影结果如图６所示。取１００００个光谱向量和２０个端元，
得到的子空间投影结果如图７所示。由于 ＭＶＥＳ算法在端元
数超过１０的时候，需要花费大量的时间，并且ＭＶＳＡ在端元数
超过１２的时候需要耗尽大量的内存，所以图７中只列出了本
文算法的真实端元子空间投影。

从图６和图７这两个端元子空间投影图上可以看出，本文
算法远远超过 ＭＶＳＡ和 ＭＶＥＳ算法。这种场景不适合 ＶＣＡ，
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因为ＶＣＡ不适用与非纯像元的场景，但是 ＶＣＡ在本文算法、
ＭＶＳＡ算法和ＭＶＥＳ算法初始化中起着重要的作用。

$
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　端元数目不同时实验对比

本实验对比 ＭＶＳＡ、ＭＶＥＳ和本文算法随着端元数的不
同，这三种算法的端元矩阵误差以及运行时间也有所不同，如

表２所示。其中样本量是１００００，时间以 ｓ为单位，符号“”
表示该算法耗尽大量的内存，符号“－”表示运行终止。

表２　端元矩阵误差及运行时间

端元数
ＭＶＳＡ

Ｔ ‖ε‖Ｆ

ＭＶＥＳ

Ｔ ‖ε‖Ｆ

本文算法

Ｔ ‖ε‖Ｆ

３ ２ ０．０２ ２ ０．０３ ３ ０．０３

６ ４ ０．１０ ５６ ０．１０ ４ ０．０８

８ １０ ０．１８ ２９６ ０．２４ １０ ０．０７

１０ ２４ ０．２５ 》１５００ － １０ ０．１３

１２   》１５００ － １４ ０．１５

２０   》１５００ － １６ ０．１８

　　表２中的‖ε‖Ｆ表示端元误差矩阵的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，Ｔ
表示算法运行的时间。从表２中可以看出，它们的误差是相当
的，但是ＭＶＥＳ算法在端元数超过１０的时候，需要花费大量的
时间，并且在算法未达到收敛前终止，而 ＭＶＳＡ算法在端元数
超过１２的时候需要耗尽大量的内存。所以利用本文算法是比
较合适的。

$
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　整体丰度估计误差对比

本实验对比ＭＶＳＡ、ＦＣＬＳ和本文算法这三种算法的丰度
估计误差随着信噪比的变化而变化的情况，如图８所示。

从图８中可以看出，当信噪比 ＳＮＲ是［１０，１００］时，本文
算法的丰度估计误差最小，并且当信噪比达到１００时，本文算
法的丰度估计误差是小于０．１的。综上所述，本文算法要优于
最大体积单体算法和全约束最小二乘算法。

%

　结束语

本文提出一种基于拉格朗日算法的高光谱解混算法，可以

有效地减少混合像元分解误差。通过变分增广拉格朗日算法

从混合像元中提取出部分端元，由于端元组中存在相似端元影

响解混精度，利用基于梯度的光谱信息散度算法进行光谱区

分，除去相似端元。通过对得到的端元进行排序的方法，依次

增加端元进行光谱解混，将满足条件的端元增加进端元组，最

终得到优选端元。该方法不仅有效去除了相似端元的干扰，而

且不需要不断搜索端元的组合，根据每个端元对于混合像元的

重要性作出相应次数的非限制性最小二乘法计算，得到更精确

高光谱端元的子集，该方法对高光谱混合像元解混的效率以及

可靠性均有所提高。该方法对高光谱遥感影像进行深度解译

具有十分重要的意义。
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