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基于层次随机图模型的脑网络链路预测

田　甜，杨艳丽，郭　浩，陈俊杰
（太原理工大学 计算机科学与技术学院，太原 ０３００２４）

摘　要：针对一般链路预测算法在具有层次结构的脑网络中计算效率低且复杂度高的问题，提出了一种基于最
大似然估计的层次随机图模型。该算法首先利用脑网络数据建立层次随机图，然后通过改进的马尔可夫蒙特卡

罗算法采样树状图空间，最后计算脑网络边的平均连接概率，且通过评价指标对算法进行评价。实验结果表明，

利用该算法对脑网络和三种不同的层次结构网络进行链路预测比较，脑网络的预测结果最好。此外，所提出的

算法较之传统的基于相似性的算法，该算法效果明显，且具有理想的计算复杂度。
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０　引言

在复杂大脑神经网络［１］中，为了找到脑区之间潜在的关

系，需要对各脑区节点之间的链路进行预测。脑网络链路预

测［２］就是指在已有的脑区关系中寻找未知的链接关系，并通

过已知的链接去探究未知的信息。此外，对于已知的脑网络，

其数据可能模糊不清或者存在混乱。利用链路预测算法不仅

可以甄别已观测到的链接，同时还可以根据算法结论，对错误

的链接进行纠正。这对脑网络重组、结构优化和演化都有重要

意义。

目前链路预测算法主要分为三类：基于概率模型算法、相

似性定义算法、最大似然估计算法。早期链路预测的方法和研

究思路主要是基于概率模型的。这类算法主要应用于机器学

习和数据挖掘领域，且适用于大规模数据集的网络。Ｓａｒｕｋ

ｋａｉ［３］应用马尔可夫链模型（Ｍａｒｋｏｖ）进行网络的路径分析与链
路预测，主要解决万维网 Ｗｅｂ服务器的路径导航。此外，
Ｍａｄａｄｈａｉｎ等人［４］利用已知的网络拓扑属性以及节点特性建

立了条件概率模型来进行链路预测。近几年，Ｄｏｎｇ等人［５～８］

提出了基于网络拓扑结构的相似性方法［９］。这类方法主要用

于具有相似性的简单无向网络。常见的局部相似性指标包括

杰卡德系数、共同邻居和最短路径长度等。另外一类链路预测

方法是基于网络结构的最大似然估计。该算法适用于具有组

合结构的网络。２００８年，Ｃｌａｕｓｔｅｔ等人［１０］提出了利用网络具有

明显的层次结构去建立层次随机图模型（ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌｒａｎｄｏｍ
ｇｒａｐｈ，ＨＲＧ）的链路预测方法。同时，Ｋａｒｒｅｒ等人［１１］将网络中

的节点分组建立随机分块模型，去预测错误边和缺失边。

然而对于早期的基于概率模型的链路预测算法，主要用于

大规模数据集网络，它计算复杂度太高及非普适性的参数使其

应用范围受到了限制；对于基于节点相似性的算法，只适用于

具有节点相似性的网络，在计算无节点相似性的真实网络时效

率很低；而基于层次随机图的算法，在处理具有组合结构的网

络时，具有很好的精确度。由于脑网络是一种典型的复杂系

统，网络中的连接关系可以看做某种内在层次结构的反映。而

建立和表达层次结构最有效、最直观的方法就是采用层次随机

图描述。基于此，本文选用层次随机图模型来进行脑网络的层

次构建和链路预测。该方法首先通过正常人脑网络的层次结

构建立层次随机图模型，然后将马尔可夫蒙特卡罗算法［１２，１３］
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（ＭａｒｋｏｖｃｈａｉｎＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ，ＭＣＭＣ）应用到贝叶斯理论里，在马
尔可夫链归于平稳后，采集最优层次随机图模型。以该最优模

型为种子，采取与其似然成比例的一批树状图空间，最后将所

有网络同一条连边的概率均值作为最终的结果。本算法克服

了其他传统方法中处理组合结构网络导致效率低的问题，提高

了建模的准确率，并且采用多样本树形图实现了求边概率均

值。最后在真实的脑网络数据上进行实验，结果表明了算法的

有效性。

１　层次随机图模型

复杂网络在很多情况下都具有层次结构。由Ｃｌａｕｓｔｅｔ等人
在２００８年提出的层次随机图模型，对来自不同领域且具有层次
结构的食物链网、恐怖袭击网和梅毒螺旋体的代谢网络分别进

行了链路预测。该层次结构模型目前还广泛应用于探究复杂网

络的拓扑特性。本文将用层次随机图模型来构建大脑网络的层

次结构。而最优层次随机图可以最好地描述脑网络的层次结

构，其核心思想就是找到最佳描述网络的最优二叉树。

１１　层次随机图模型的基本概念

网络层次随机图就是层次组织模型，其概念为：ａ）网络 Ｇ
是具有ｎ个节点的简单无向图；ｂ）树状图 Ｄ是二叉树，它具有
ｎ片叶子对应于Ｇ中的ｎ个节点，且它有ｎ－１个内部节点ｒ对
应于来自Ｄ中形成的节点对；ｃ）给出Ｇ中的两个节点ｉ、ｊ和边
连接的概率ｐｉｊ，其中 ｒ是节点ｉ、ｊ在Ｄ的最近共同祖先。概率
ｐｒ∈［０，１］为每个内部节点ｒ的概率值，且每个内部节点ｒ独立
于ｐｒ。那么边的连接强度ｐｉｊ＝ｐｒ，即两个节点的连接概率等于
距离它们最近的共同祖先节点所赋予的概率。所以，树状图Ｄ
和概率集合｛ｐｒ｝共同定义了层次随机图（Ｄ，｛ｐｒ｝）。

１２　最优层次随机图的基本概念

找到最符合观察到真实网络 Ｇ的层次随机图，即要找到
最优层次随机图。首先，假设所有层次随机图是先验等可能

的。然后，通过贝叶斯定理，给定正确解释数据的模型（Ｄ，
｛ｐｒ｝）的概率与生成可观测网络的似然估计值Ｌ成比例。则层
次随机图对网络Ｇ的似然估计值表示为式（１），其中 ｒ为树状
图Ｄ中节点对的最近共同祖先，Ｌｒ和Ｒｒ分别代表以内部节点
ｒ为根的左子树和右子树的叶子节点数；Ｅｒ代表以 ｒ为最近共
同祖先的节点对在 Ｇ中已形成连边的节点对数。最后，当树
状图Ｄ确定后，使似然估计值Ｌ最大化的最优概率公式为ｐｒ＝
Ｅｒ／ＬｒＲｒ；就将此概率公式带入式（１），得到最大似然 Ｌ（Ｄ）式
（２）。利用式（２）可得到最优层次随机图。

Ｌ（Ｄ，｛ｐｒ｝）＝∏ｒ∈Ｄ
ｐｒＥｒ（１－ｐｒ）ＬｒＲｒ－Ｅｒ （１）

Ｌ（Ｄ）＝［∏
ｒ∈Ｄ
ｐｒｐｒ（１－ｐｒ）１－ｐｒ］ＬｒＲｒ （２）

２　ＭＣＭＣ算法

为了抽样与似然估计值Ｌ（Ｄ）成概率比的树状图模型空间，
本文使用马尔可夫蒙特卡罗算法去解决这个高维运算问题。

２１　ＭＣＭＣ算法的基本思路

ＭＣＭＣ基本思想是：构造一条Ｍａｒｋｏｖ链，使其平稳分布为
待估参数的后验概率，通过采集后验分布的样本对树状图模型

空间采样。则基本思路可概括为：

ａ）构造Ｍａｒｋｏｖ链。Ｍａｒｋｏｖ链的每一步包括：首先，随机均
匀选择树状图的一个内部节点ｒ（非根）。然后，通过子树重排

随机选择与该节点相关的可转换的子树。结果产生一个新的

树状图Ｄ′。它简单的表明，这种类型的转换是遍历的。
ｂ）采用Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ

"

Ｈａｓｔｉｎｇｓ标准抽样树状图。在生成新
的树状图Ｄ′后，根据Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ

"

Ｈａｓｔｉｎｇｓ标准［１４］去接受或淘

汰它。具体地说，如果 ｌｇＬ（Ｄ′）≥ｌｇＬ（Ｄ），则接受认可新树状图
Ｄ′；否则以Ｌ（Ｄ′）／Ｌ（Ｄ）的概率接受Ｄ′。Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ

"

Ｈａｓｔｉｎｇｓ
标准结合了转换的遍历性，它不仅保证了细致平衡，也保证了

和似然成比例的树状图的极限概率分布。

ｃ）采集树状图空间。在大约 Ｏ（ｎ^２）步骤后，马尔可夫链
相对较快地收敛，似然值达到一个平稳状态，此时可以获得最

优概率模型。利用该种子模型采样和它成概率比的模型空间。

２２　子树重排

在创建马尔可夫链的过程里，需要在可能的树状图之间选

择一组转换。而转换就是树状图的重排。即任何有限树状图

节点对可以通过这样一系列有限的转换而关联起来。

子树重排的目的是获得新的树状图。它的方法是随机选

择一个内部节点ｒ并考虑以其儿女节点为根节点的子树集合
Ａ、Ｂ和以其兄弟节点为根节点的子树集合Ｃ。通过交换子树Ａ
和Ｃ或子树Ｂ和Ｃ，来获得新的树状图。这两种子树重排方法
都可以保证不打乱它们的内部关系。

３　实验与分析

３１　数据采集和预处理

实验对象是由山西医科大学第一临床附属医院招募的健

康志愿者，共收集２８例。所有被试者均无疾病史，无过敏史，
酒精滥用史，视力或矫正视力正常且右利手。每位被试者在了

解实验内容和目的后，均达成了书面协议。

本实验采用西门子公司的３．０Ｔ磁共振仪器来完成功能磁
共振成像［１５］（ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｍａｇｎｅｔｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅｉｍａｇｉｎｇ，ｆＭＲＩ）数据
的采集。采集工作是在山西医科大学第一临床附属医院完成

的，所有的扫描工作由熟悉磁共振操作的放射科医生来完成。

在扫描的过程中，要求被试者闭眼、放松、不去想特定的事情但

要保持清醒不能睡着。利用统计参数映射ＳＰＭ８（ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．
ｆｉｌ．ｉｏｎ．ｕｃｌ．ａｃ．ｕｋ／ｓｐｍ／ｓｏｆｔｗａｒｅ／ｓｐｍ８／）软件对采集的 ｆＭＲＩ数
据进行处理，包活：层间时间较正、头动较正、联合配准、标准

化、平滑处理。

３２　构建功能性脑网络

定义功能性脑网络。首先，利用 ＡＡＬ［１６］（ａｎａｔｏｍｉｃａｌａｕｔｏ
ｍａｔｉｃｌａｂｅｌｉｎｇ）模板，将全脑划分成９０个区域（左右半脑各４５
个），每个脑区代表脑网络中的一个节点。然后对脑区之间作

Ｐｅａｒｓｏｎ相关。最后，共有４００５对节点组成边的全集，即有４
００５个相关系数值Ｒ。将４００５个Ｒ值按稀疏度ａ％划分，ａ的
取值为５～４０，步长为５，即把所有的 Ｒ值进行排序，排序之后
取前ａ％，前ａ％代表节点对之间有边，而剩余的节点对之间代
表无边。最终得出每个正常被试者共有八个的脑网络。如图

１所示，描述了一个正常被试者的功能性脑网络（Ｌ为左半脑，
Ｒ为右半脑）。

为了测试算法的准确性，对边集合 Ｅ按照一定的规则划
分为训练集ＥＴ和测试集ＥＰ两部分，其中Ｅ＝ＥＴ∪ＥＰ且 ＥＴ∩
ＥＰ＝φ。显然，ＥＴ作为已知信息和算法的输入，ＥＰ是用来验证
算法的有效性。对之前选出的边按１０％ ～９０％划分，其中随
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机选取９０％作为训练集ＥＴ，剩余１０％作为测试集ＥＰ。

３３　实验过程

使用层次随机图来预测缺失边的算法如下所示：

ａ）通过随机选择树状图，初始化马尔可夫链。首先，为树
状图Ｄ和网络Ｇ分配内存空间，利用 Ｇ中标记的非内部节点
构建随机二叉树。其次，标签Ｄ中所有内部节点，最终将多种
叶子排序结构转变为单一树状图结构。最后，初始化马尔可夫

链，导入训练集ＥＴ，计算该树状图的最大似然值。
ｂ）运行蒙特卡罗算法，直到达到平衡。将生成的树状图

作为入口，在马尔可夫链没达到平稳之前，一直在作子树交换，

利用Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ
"

Ｈａｓｔｉｎｇｓ标准判断是否接受该树状图，若接
受，则替换。在达到归一化步数 Ｎ^２（Ｎ为脑网络节点个数）
时，即当时间复杂度达到Ｏ（ｎ^２）时，算法处于平衡。

ｃ）利用ＭＣＭＣ算法抽样树状图模型空间。当马尔可夫链
达到平衡后，采样一个最优树状图模型。以该最优模型为种

子，采样和它成似然比的一批树形图，数量为１００００。
ｄ）排序。对于未连边每一对节点 ｉ、ｊ，通过平均在每一个

抽样的树状图Ｄ的相应概率 ｐｉｊ，计算它们相互连接的平均概
率。最后以均值降序排序 ｉ、ｊ节点对，预测排名越靠前表示连
边出现的概率越大。

３４　评价指标

本文选用ＡＵＣ［１７］（ａｒｅａｕｎｄｅｒｔｈｅｒｅｃｅｉｖｅｒｏｐｅｒａｔｉｎｇｃｈａｒａｃ
ｔｅｒｉｓｔｉｃｃｕｒｖｅ）指标来量化预测算法的准确度。ＡＵＣ统计也就
是指ＲＯＣ（ｒｅｃｅｉｖｅｒｏｐｅｒａｔｉｎｇｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ）曲线下的面积。它
可以被解释为每次从测试集中任选一条边，然后与随机选择的

未连的边比较分数值。如果测试集中被选边的值大于不存在

的边，数值加１分；如果两个数值相等，就加０．５。独立比较 ｎ
次后，若测试集中边得分高的次数为 ｎ′，两次比较后数值相等
的次数为ｎ″。则ＡＵＣ定义为

ＡＵＣ＝ｎ′＋０．５ｎ″ｎ （３）

显然，如果所有分数都是随机生成的，则 ＡＵＣ＝０．５。而
ＡＵＣ大于０．５的程度表明预测算法在很大程度上要比随机选
择的方法更好。

３５　算法实现与结果分析

１）最优模型下的似然值统计
实验导入脑网络数据后，马尔可夫链在进行一系列的子树

交换，似然值达到平衡。此时，时间达到 ｎ^２（ｎ为９０个脑节点
数），分布趋于平稳。如图２所示，Ｘ轴代表稀疏度，Ｙ轴代表
似然值。图中表示在八种不同的网络稀疏度规模下，Ｍａｒｋｏｒ链
平稳时，算法采集最优种子模型所需的似然值。结果表明，随

着网络边的增加，似然值呈下降趋势。图３中，Ｘ轴代表时间，

Ｙ轴代表似然值，该图表示在已知４０％网络稀疏度规模下，一
个正常被试者的似然值变化情况。如图３所示，Ｍａｒｋｏｖ链随
着时间的增加，似然值在不断地增大，最终趋于平稳。

当ＭａｒｋｏＶ链达到平衡时，可利用 ＭＣＭＣ算法采集最优种
子模型，并通过 ＭＡＴＬＡＢ进行可视化。如图 ４所示，在已知
４０％的网络边下，采集到种子模型。其中，大脑网络共有９０个
脑区节点，每个脑区都定义了序号。图中数字表示节点号，方形

表示脑网络节点，圆圈表示内部节点，连线表示节点之间有边。

２）层次随机图模型在不同网络中的比较
利用层次随机图方法，将 ３０％稀疏度下的大脑网络

（Ｂｒａｉｎ）与Ｃｌａｕｓｔｅｔ等人提出的三个网络进行链路预测比较（如
图５）。这三个网络分别为梅毒螺旋体代谢网络（Ｔ．ｐａｌｌｉｄｕｍ）、
恐怖分子关系网络（Ｔｅｒｒｏｒｉｓｔｓ）、草地物种食物网（Ｇｒａｓｓｌａｎｄ）。
对于每个网络，随机均匀移除一部分边，然后基于剩余的边，尝

试预测网络连边概率值。然后进行ＡＵＣ评分。图中的Ｘ轴代
表导入实验的训练集占边集的比例，Ｙ轴代表评价指标 ＡＵＣ。
实验结果表明，利用层次随机图算法对所有的网络进行链路预

测，Ｂｒａｉｎｎｅｔｗｏｒｋ呈明显优势，而 Ｔ．ｐａｌｌｉｄｕｍ和 Ｇｒａｓｓｌａｎｄ网络
的效果较差。并且，随着网络规模的增大，Ｂｒａｉｎｎｅｔｗｏｒｋ的
ＡＵＣ值由上升逐渐趋于平稳。
３）不同的链路预测算法在脑网络中的比较
在大脑网络中，将层次随机图（ＨＲＧ）模型与随机预测方

法和基于相似性的链路预测方法进行比较。其中，采用基于相

似性的方法包括局部相似性指标共同邻居（ＣＮ）和最短路径
（ＬＰ）；采用全局相似性指标平均通勤时间（ＡＣＴ）。ＣＮ表示网
络中两节点拥有更多的共同邻居时，节点相似性越大，且更易

连边；ＬＰ表示网络中两节点存在最短路径时，它们更易连边；
ＡＣＴ表示网络中两节点有较短的通勤时间时，它们更易连边。

图６中，Ｘ轴表示稀疏度，Ｙ轴表示评价指标ＡＵＣ，图６表
示在２８例正常人的八种不同网络稀疏度规模下，对各种算法
作ＡＵＣ统计，实验结果表明层次随机图算法优于随机预测和
全局指标ＡＣＴ，而劣于局部指标ＣＮ和ＬＰ。尽管层次随机图模
型没有产生最优的结果，但其预测效果明显，具有较好的时间

复杂度。
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事实上，在大部分真实的脑网络中，由于大量数据的模糊

与丢失，很难找到脑网络节点之间的相似性。所以，鉴于脑网

络具有明显的层次结构，非常适合用层次随机图来预测链路。

４　结束语

链路预测是研究复杂脑网络的关键问题。本文提出了将

层次随机图应用到脑网络链路预测中的新方法，取得了较好的

效果。主要分为三方面的工作。第一，应用层次随机图模型对

脑网络进行层次构建，统计达到平衡时的最大似然估计，并将

最优模型ＭＡＴＬＡＢ可视化。第二，将层次随机图模型在不同
网络中进行比较，脑网络表现最优。第三，不同算法在脑网络

中进行比较，层次随机图算法的ＡＵＣ评价指标较好。因此，本
方法很适合用于具有明显层次结构，小规模的脑网络。不足是

当脑网络划分成上千、上万个节点时，该算法的时间复杂度很

高，计算需花费大量时间，这个问题也存在优化。

由于研究者发现大脑功能网络的异常拓扑变化和许多神

经精神疾病（如重度抑郁症和精神分裂症等）有关，所以，下一

步研究将探索病人的脑网络链路缺失情况以及复杂脑网络的

拓扑特性。
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