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摘　要： 计算机动画中，模拟人的头发是非常困难的。 基于动态的、不可伸展弹性杆的基尔霍夫方程，提出采用
超螺旋线表示头发股来解决头发股的弯曲和挠曲的非线性行为。 将头发股分成 N段，使用拉格朗日力学定律动
画绘制每段超螺旋杆，最后将各段连接起来，构成整个头发股。 基于其他可行的模型与动态超螺旋线模型的比
较，实验结果显示模型能够有效地处理大范围具有高逼真度的卷发。
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Abstract： Ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ ｈｕｍａｎ ｈａｉｒ ｉｓ ｒｅｃｏｇｎｉｚｅｄ ａｓ ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｓｔ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｔａｓｋｓ ｉｎ ｃｏｍｐｕｔｅｒ ａｎｉｍａｔｉｏｎ．Ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｐｔ ｔｈａｔ ｅａｃｈ
ｓｔｒａｎｄ ｗａｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ａ Ｓｕｐｅｒ唱Ｈｅｌｉｘ ｗａｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｈａｉｒ ｓｔｒａｎｄｓ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｂｅｎｄｉｎｇ
ａｎｄ ｔｗｉｓｔｉｎｇ， ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｙｎａｍｉｃ， ｉｎｅｘｔｅｎｓｉｂｌｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｒｏｄｓ．Ｈａｉｒ ｇｒａｎｄ ｗａｓ ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ N ｐｉｅｃｅｓ，
ｗｈｉｃｈ ｅａｃｈ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｈｅｌｉｃａｌ ｒｏｄ ｗｈｉｃｈ ｗａｓ ａｎｉｍａｔｅｄ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｏｆ Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ．Ａｔ ｌａｓｔ， ｅａｃｈ ｐｉｅｃｅ ｗｏｕｌｄ
ｂｅ ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｔｏ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｅ ｔｈｅ ｅｎｔｉｒｅ ｈａｉｒ ｇｒａｎｄ．Ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｏｔｈｅｒ ｒｅａｌｉｓｔｉｃ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ
ｄｙｎａｍｉｃ ｈａｉｒ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃ Ｓｕｐｅｒ唱Ｈｅｌｉｘ， ｗｈｉｃｈ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｈａｎｄｌｅｓ ａ ｗｉｄｅ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｃｕｒｌｓ ｗｉｔｈ ａ ｈｉｇｈ ｌｅｖｅｌ
ｏｆ ｒｅａｌｉｓｍ．
Key words： ｈａｉｒ ｍｏｄｅｌｉｎｇ； Ｃｏｓｓｅｒａｔ ｍｏｄｅｌ； Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｄｙｎａｍｉｃｓ； Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

0　引言
动画绘制虚拟人时，实现头发模拟是一个非常困难的问

题。 人的头发是非常复杂的物质［１］ ，由成千上万个细的（直径
大约为 ０．１ ｍｍ）不可延伸的股组成。 它们彼此之间以及与身
体之间发生交互。 因此，对动态头发的模拟仍然是一个挑战。
目前模拟动态头发股的方法有：质量弹簧系统、二维投影动力
学和刚体链等。

现有的模拟方法都各有其优点但不能同时满足计算开销

小、单独股复杂的非线性行为、真实感强、可设计复杂发型四方
面的要求，尚未像固体和流体一样可以用典型的方程建立通用
的模型。 本文给出一种新颖的头发力学模型，准确地模拟动态
头发。 在头发渲染方面，Ｍａｒｓｃｈｎｅ依靠真实头发的结构力学特
征完成仿真［２］ ，这导致本文使用动态杆的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 方程。 由
于新的可变形模型唱Ｓｕｐｅｒ唱Ｈｅｌｉｃｅｓ［３］ ，才使得这些方程被及时整
合。 头发股被模拟为连续的、分段的螺旋杆 C１ ，具有椭圆或圆
形横截面。 使用不可伸展杆模型的自由度作为广义坐标，通过
拉格朗日力学得到运动方程。 在此基础上建立的模型兼顾了

计算花费、真实感强两方面的需求，并着重考虑了单独股复杂
的非线性行为和发型设计，得到了较好的效果。

1　Cosserat曲线

Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆［４］的数学模型，是 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 连续体理论的一个
特例。 采用空间曲线 r（s）和曲线上点的方向坐标系描述股的
结构（图 １）。 经常用在图形学和机器人学中，将这些组合成坐
标 E（s） ＝［e１ ，e２ ，e３ ，r］（s）。 如果在与参考坐标系相关的齐次
笛卡尔坐标下表示向量 ei 和点 r，那么 E 则是 ４ ×４ 的矩阵。
而且，E不再是曲线的费雷内坐标系，而提供曲线挠曲的附加
信息。 然而，本文假设坐标系适合曲线，在 Z轴上 e３ 和曲线的
切线一致，参数 s表示曲线的长度。

描述股的弯曲和挠曲，等同于描述关于 s 的函数 E 的运
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动。 因此，如果 s被理解为时间，则描述空间 Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆和刚体
运动就非常相似。 对于刚体的运动，在空间导数（ut，vt ） t 方

面，E关于 s的导数，E＝ｄE／ｄs标准的定义如下：

E －１E′＝
［u］　v
０ ０

（１）

其中：３ ×３的矩阵［u］是叉积 u×的反对称矩阵，u为空间角速
度，v为初始点的空间线速度。 然而，对于杆来说，这些都是旋
转和平移的力，而不是速度。

在相对坐标系下，式（１）是方便整理的，因为 E 是单位矩
阵，则

E′
［u］　v
０ ０

（２）

称为运动微分方程。

2　超螺旋线
在模型（图 ２）中，使用动画绘制单独的头发股（导向股），

而且可调节自由度的数目。 它是建立在 Ｃｏｓｓｅｒａｔ曲线和 Ｋｉｒｃｈ唱
ｈｏｆｆ杆理论［５］上。 在机械工程文献中，杆定义为弹性物质，在
一维上是有效的：它的长度远大于它的横截面。

2畅1　运动学
不可延伸杆的长度 L，s∈［０，L］沿杆曲线的横坐标，中心

线 r（s，t）是通过每个横截面质心的曲线。 这条曲线在特定时
间 t时描述杆的形状，但是它没有告诉绕中心线杆的挠曲程
度。 为了记录挠曲，在中心线的每个点，Ｃｏｓｓｅｒａｔ模型引入局部
坐标系 ni（s，t）（ i＝０，１，２）。 就坐标系而言，本文的坐标系流
与周围坐标一起发生形变。 按照惯例，n０ 是中心线的切线：

r′（ s，t） ＝n０ （ s，t） （３）

（nα）α＝１，２跨越横截面的平面（图 ２（ａ）），沿中心线的空间
导数 f′＝矪f／矪s；时间导数 f′＝ｄf／ｄt。

弹性杆的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ模型来自于 Ｃｏｓｓｅｒａｔ曲线的数学描述，
增加不能延伸和不能切变的物理需求。 这种情况下，

（ni（ s）） i＝０，１，２

对所有的 s标准正交，存在达布向量Ω（s，t）：
n′i（ s，t） ＝Ω（ s，t） ×ni（ s，t）；i ＝０，１，２ （４）

适当的边界条件一定要具体：插入头部的一端 s＝０，自由
端 s＝L。 使用与初始结构方向一致的插入端位置，限制头部
的运动（模拟过程中的输入）：

r（０，t） ＝rc（ t）

ni（０，t） ＝ni，c（ t）；i ＝０，１，２
（５）

其中：下标 c涉及杆的固点端 s＝０。
在横截面的两个方向上，杆的材料曲率（κα（ s， t））α＝１，２ 。

在局部材料架构下，挠曲τ（s，t）被定义为向量Ω（s，t）的坐标：

Ω（ s，t） ＝τ（ s，t）n０ （ s，t） ＋κ１（ s，t）n１ （ s，t） ＋κ２（ s，t）n２ （ s，t） （６）

通过介绍挠曲的冗余标记κ０ ＝τ，本文能涉及这些集体的
参数（κi（s，t）） i＝０，１，２ 。

2畅2　重建，广义坐标

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ杆的自由度是它的材料弯曲和挠曲 （κi （ s，
t）） i＝０，１，２。 下面介绍空间离散化：将股 s∈［０，L］分为 N 段
SQ（１≤Q≤N），每段具有不同的长度，N（N≥１）是任意整数。
本文对每段使用分段常值函数定义可变形模型的材料弯曲和

挠曲。 qi，Q：段 SQ 在时间 t时的曲率κi（ｆｏｒ i＝０，１，２）或者挠曲
率κ０ ＝τ（ ｆｏｒ i ＝０）的常值。 因此，材料弯曲和挠曲显式公式
如下：

κi（ s，t） ＝钞N
Q ＝１ qi，Q（ t）χQ（ s） （７）

其中：χQ（s）为段 Q的特征函数。 如果 s∈SQ 值为 １，否则为 ０。
整理 qi，Q大小为 ３N的向量 q（ t），称为模型的广义坐标。
广义坐标 q（ t）被用来重建杆的形状。 将式（７）代入式

（６），再将式（６）代入式（３） ～（５），从而得到关于 s 的微分方
程。 通过对这个式子积分得到关于 s和 q（ t）的中心线 r（ s）和
材料架构 ni（s）的方程（见式（８） （９）），这个过程称为重建。
关于 s的积分在每段 SQ 上有一个符号解。 通过补偿这些解，

每段 SQ 模型变形为螺旋线。 而且，C１ （在相邻螺旋线之间，中
心线和材料架构是连续的）是光滑的。 这就是称此模型为超
螺旋线的原因［４］ 。 就广义坐标 q而言，rSH （ s，q）和 nSHi （ s，t）是
超螺旋线的参数。

ni（ s） ＝nQ‖i，L ＋nQ⊥i，L ｃｏｓ（Ω（ s －SQL ）） ＋ω×nQ⊥i，L ｓｉｎ（Ω（ s－SQL ）） （８）

r（ s） ＝rQL ＋nQ‖０，L （ s －sQL ） ＋nQ⊥０，L ｓｉｎ（Ω（ s －SQL ）） ／Ω ＋

ω×nQ⊥０，L ［１ －ｃｏｓ（Ω（ s －SQL ））］ ／Ω （９）

其中：SQ ＝［SLQ，SRQ］；ω＝Ω／Ω１（向量Ω的标准化Ω１）为与Ω一

致的单位向量；nQi，L ＝ni（SQL ）为间隔段 SQ 的左边；Ω（ s －sQL ）为
与平行于ω的轴的旋转角度；Q⊥为垂直于与ω平行的轴；Q‖

为平行于与ω平行的轴；rQL ＝r（SLQ）为间隔段左边的中心线。
下面是两种特殊情况：

ａ）当τ＝０，κ１≠０或者κ２≠０：曲线是圆弧。
ｂ）当κ１ ＝κ２ ＝０，τ＝０或者τ≠０：表示直线。

间隔右边 sRQ 类似于间隔左边 sLQ，应用此过程重建整个杆。
当材料的弯曲和挠曲超过头发长度，利用统一的值使得它

变形为普通的螺旋线。 当选择最粗的空间离散化 N ＝１，这种
情况就会发生。 在其他 N值下，几个螺旋线添补在一起组成
杆。 更大的值 N产生任意细的空间离散化。

2畅3　超螺旋线的动态方程
给定一个可变形体，其形状依赖于广义坐标 q（ t）。 拉格

朗日力学提供系统的方法获得它的运动方程：q̈ ＝a（q，痹q，t）。
通过逐渐增强的运动拉格朗日方程实现：

　 ｄ
ｄt

矪T
矪qi，Q

－ 矪T
矪qi，Q

＋ 矪U
矪qi，Q

＋ 矪D
矪qi，Q

＝∫L０ Ji，Q（ s，q，t） ×F（ s，t）ｄs （１０）

动能为 T（q，痹q，t），内能为 U（q，t），扩散能为 D（q，痹q，t）。
式（１０）右边部分是广义力，从作用于杆力的线密度 F（ s，t）而
得到。 Ji，Q为雅可比矩阵，Ji，Q ＝矪rSH （ s，q）／矪qi，Q。 笔者考虑三
个要素的贡献，头发的重力、与周围空气的粘性阻力和系数 v，
同周围股及身体的交互力：
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F（ s，t） ＝ρSg －v痹rSH ×（ s，q） ＋Fi（ s，t） （１１ａ）
其中：F（s，t）为作用于单位长度杆的合外力，ρS为单位长度杆
的质量，g为重力加速度，Fi 交互力（使用给出的模型计算）。
运动方程（１０）的三个能量与弹性杆有关：

T（ q，痹q，t） ＝１
２ ρS（ rSH· （ s，q）） ２ｄs （１１ｂ）

U（q，t） ＝１
２

∫L０钞
２
i＝０ （EI） i（κ

SH
i （ s，q） －κni （ s）） ２ｄs （１１ｃ）

D（q，痹q，t） ＝１
２

∫L０ r钞２
i＝０（κ

SH·
i （ s，q）） ２ ｄs （１１ｄ）

从杆的速度方面定义动能 T，痹r ＝ｄr／ｄt，U 是杆的内能。
（EI） i 是在方向 ni（ ｆｏｒ i＝１，２）上杆的主要弯曲刚度，（EI） i 是

扭转刚度，可记为μJ（ ｆｏｒ i＝０）。 材料属性方面和横截面的几
何形状这些参数通过公式给出。 κn

i （s）杆的自然曲率（ i＝１，２）
和扭曲率（ i ＝０）。 缺乏外力时，杆的形状特征为 κi （ s） ＝κn

i

（s），弹性能逐渐消失从而最小。 消失的自然曲率 κn
κ（ ｆｏｒ α＝

１，２）模拟直发。 非零的值模拟波浪发、卷发和凌乱发。 实际
上，通过调整这些参数选择所期望的发型。 总之，杆的机械性
能通过六个实体得到：刚度（EIi） i＝０，１，２ ，自然曲率和挠曲率（κn

i

（s）） i＝０，１，２ 。 笔者发现关于 s微小的变化（κn
i （s）） i 将得到逼真

的发型。 最后，本文选择能量散布 D。 在方程中，一个简单的
启发性模型获得头发股的黏弹性影响，内部摩擦系数为γ。

式（１０）中需要的参数，式（１１）已经给出了，将式（１１）代入
式（１０），得到广义坐标运动的显式方程。 总之，模拟过程可分
为三步：

ａ）实现超螺旋线重建；
ｂ）在需要时，使用符号积分计算方程（１１）的右边；
ｃ）将计算结果代入方程（１０）；从而产生超螺旋线的运动

方程（１２）：
M［ s，q］ ×̈q ＋K ×（ q －qn） ＝

A［ t，q，痹q］ ＋∫L０ Ji，q［ s，q，t］ ×Fi（ s，t）ｄs （１２）

说明：引用中括号强调所有的函数的参数是通过显式公式
给出的。

方程（１２）中，惯性矩阵M是 ３N×３N的，并且依赖于 q的
密方阵；刚度矩阵 K是 ３N ×３N的对角线矩阵，由杆的弯曲刚
度和挠转刚度构成；向量 qn 定义为广义坐标的平衡位置，由在
Q点处杆的自然弯曲率和挠曲率构成；最后，向量 A包含了所
有剩余的量，包括空气阻力和黏弹性消耗。 它与 q̈ 无关，只与
非线性的 q和 痹q有关。

2畅4　超螺旋线求解 Kirchhoff方程
动态弹性杆运动方程源于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 方程。 作为超螺旋线

它遵循了同样的原则。 最大的不同是本文限制材料的弯曲和
挠曲为 s的分段常值函数，见式（７）。 对规则的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ杆的
这些方程依靠任意的 s。 除了此不同之外，基于物理假想的超
螺旋线模型与 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 方程是相同的。 因此，超螺旋线方法
为解决 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程提供离散化模型。

本文给出一些超螺旋线模型的重要特征，这些将有助于实
现稳定有效的头发模拟。 运动方程的所有空间积分象征性地
离线执行，导致在每个时间步长下快速的和准确的运动方程系
数评估。 通过式（３） ～（５）限制的不可延伸性约束被并入重建
过程。 结果，广义坐标对任何约束是自由的，不可延伸性的刚

度约束有效地从方程去除。 进而，基于拉格朗日力学空间离散
化的方法提供良好的控制，从而产生稳定的模拟。 对于 N→
∞，Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程被恢复，使得模拟变得非常精确。 通过调整
参数 N，降低头发运动的复杂性和允许的计算时间范围内，自
由地选择精确度和效率之间的折中。

3　实验结果
弹性杆的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 理论精确地预测单独头发丝的运动，

单独头发股合成的力学模型称为超螺旋线，相当于原始的、连
续的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ模型空间离散化。 对于每段预先定义的杆，假
设杆的弯曲和扭曲保持恒定。 因此，头发股的形状是分段的螺
旋线，具有有限的自由度数目，然后利用拉格朗日力学定律动
画绘制这个模型。 超螺旋线模型充分地说明了头发的非线性
行为和它的弯曲和扭曲变形模型。 同时，与质量弹簧系统、二
维投影动力学和刚体链模型不同（图 ３（ ａ） ～（ｃ）），超螺旋线
模型适合处理头发自然的卷曲（图 ３（ｄ）），使得它能精确地模
拟卷发的动力学。

4　结束语
本文介绍了一种能模拟大范围发型的头发动力学，并且在

真实头发运动过程中捕捉到复杂运动的可变形模型。 特别是
卷发的模拟已经得到解决。 超螺旋线是基于弹性的，不可伸展
的杆的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程和 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ动力学，同时可自由地调节
自由度的数目。 它考虑到头发重要的特征，如：头发股的自然
弯曲和扭曲，椭圆形的横截面等。 强调采用超螺旋线表示移动
的头发。 并且在合理的计算时间内，超螺旋线实现了头发的运
动，从而达到了较为逼真的模拟效果。 下一步的工作可以集中
在头发与头发之间以及头发与身体之间的交互的处理。 此外，
随着固体摩擦的处理，分析方法非常有用，这将是未来模型的
拓展方向。
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