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摘 要: 定义了最大团问题, 分析和研究了使用启发式算法求解最大团问题的进展 , 介绍了当前求解最大团问

题的典型启发式算法 , 最后给出了测试这些启发式算法性能的测试基准图。
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Abstract: The definition of MCP was described, and the development about using heuristic algorithms to solve MCP was ana-
lyzed and researched. Several typical heuristic algorithms about solving MCP were introduced. Finally the test benchmark
graphs for testing the performance of these algorithms were described.
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  最大团问题是图论中的一个经典组合优化问题 , 也是一类

NP完全问题 , 对最大团问题的研究具有很大的理论价值。最

大团问题也被称为最大独立集问题 , 在实践中有非常广泛的应

用, 被应用于市场分析、方案选择、信号传输、计算机视觉、故障

诊断等不同领域。最大团问题在国外有相对广泛的研究 , 在国

内的研究则刚刚起步。图分为有权图和无权图 , 本文主要讨论

针对无权图的最大团问题。

1 最大团问题定义

1. 1  最大团问题的基本定义

对于给定图 G= ( V, E) 。其中 , V = { 1, ⋯ 是图 G的顶

点集, E V ×V 是图 G的边集。图 G的团就是一个两两之间

有边的顶点集合。如果一个团不被其他任一团所包含, 即它不

是其他任一团的真子集 , 则称该团为图 G 的极大团。顶点最

多的极大团 , 称之为图 G 的最大团。最大团问题的目标就是

要找到给定图的最大团。

最大团问题也被称为最大独立集问题 , 独立集指的是两两

顶点之间没有边的顶点集合。顶点最多的独立集就是最大独

立集。如果 C 是图 G的最大团 , 其实 C 也是 G的最大独立集。

1. 2  最大团问题的数学描述

最大团问题作为一个整数规划问题有许多等价的描述。

整数规划问题的描述( 二次 0-1 问题) [ 1] :

设 t ∶( 0, 1) n→2v, t( x) = ∈V ∶xi = 1 ∈ { 0, 1} n,

S∈2V , 则 x = t - 1( S) = i∶i = 1,2, ⋯

其中 , xi =
1 i∈S

0 i S
;  n为图的顶点数。

min f( x) = - ∑
n

i= 1
xi ( 1 )

s. t.  xi + xj≤1, ( i, j) ∈E, x∈ { 0, 1} n

如果 x* 是式( 1) 的最优解 , 那么集合 C = t( x* ) 是图 G 的

一个最大团 , 且 |C|= - f( x* ) 。

由于 xi, xj∈{ 0,1} , xi + xj≤1, ( i, j) ∈E 当且仅当xi xj =

0。有 f( x) = - ∑
n

i =1
x i + 2 ∑

( i, j) ∈E, i > j
xi xj = xT( AG - I) x。其中 , AG为

图 G的补图 G的邻接矩阵。

MCP等价于下面的全局二次 0-1 问题:
min f( x) = xTAx ( 2 )

s. t.  x∈{ 0 , 1} n

其中 , A = AG - I。如果 x* 是式 ( 2 ) 的最优解, 那么集合 C =

t( x* ) 是图 G的一个最大团 , 且 |C|= - f( x* ) 。

2  最大团问题研究进展

1957 年, Hararv 和 Ross 首次提出求解最大团问题的确定

性算法( Exact Algorithm) [ 1] , 随后研究者们提出各种各样的确

定性算法来求解最大团问题。随着研究的深入 , 遇到的问题复

杂度越来越高( 顶点增多和边密度变大) , 确定性算法逐渐不
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能有效解决这些问题。

由于最大团问题是一类 NP完全问题 , 确定性算法不能够

有效解决这类问题 , 典型地体现在求解问题时运算时间过长 ,

且不能够很好地克服这一问题。目前确定性算法主要用于求

解顶点数相对较少、密度相对较低的图的最大团。

针对上面的情况 , 在 20 世纪 80 年代末开始采用启发式算

法求解最大团问题 , 提出了各种各样的启发式算法 , 并且取得

了令人满意的效果。在时间上 , 由于采用了启发式信息, 启发

式算法的运算时间与确定性算法的运算时间之间的比值会随

着图的顶点、密度的增加而变得越来越小。唯一的缺点就是不

一定能找到最优值 , 有时只能找到近优值。

启发式算法的出现给求解顶点多、密度高的图的最大团问

题带来了希望 , 并且经过这十几年的发展 , 取得了长足进步。

大部分确定性算法所不能解决的图 , 用启发式算法都能得到有

效解决。人们对启发式算法关注程度越来越高。

当前求解最大团问题的启发式算法都基于以下几类 : 局部

搜索启发式算法 ( Local Search Heuristics) 、遗传算法、神经网

络、模拟退火和禁忌搜索、基于连续的启发式算法等。在局部

搜索启发式算法中 , 比较著名的算法是 K-interchange 启发式算

法, 该算法基于 K-neighbor 实现。遗传算法在 1993 年被 Carter

和 Park 第一次引进来求解最大团问题
[ 2 ]

。神经网络在 1987

年被 Ballard 等人引进来解决最大团问题 [ 3] 。1989 年, Aarts 和

Korst把模拟退火引进来求解最大团问题 [ 4] 。禁忌搜索在

1989 年由 Friden等人 [ 5] 被用来求解该问题。1990 年由 Pardal-

os 等人 [ 6] 提出一种基于连续的启发式算法来求解最大团问

题。

研究表明 , 单独使用一种启发式算法求解最大团问题 , 算

法性能并不是很好 , 因此 , 需要算法之间互相取长补短, 形成新

的混合算法来求解最大团问题。当前求解该问题最好的启发

式算法有反作用禁忌搜索算法 ( Reactive Tabu Search) 、简单启

发式算法 ( Simple Heuristic Based Genetic Algorithm, HGA) 和

DLS-MC 等。

1998 年, Marchiori[ 7] 给出了一种基于遗传算法的简单启发

式算法( HGA) 。该算法由两部分组成 , 即简单遗传算法( Sim-

ple Genetic Algorithm, SGA) 和简单的贪婪启发式局部搜索算

法。Marchiori 在基准图上对算法 HGA 的性能进行测试, 证明

了该算法在解的质量和计算速度上均优于基于遗传算法的其

他算法。

Battiti 和 Protasi[ 8]
提出的反作用禁忌搜索算法 , 通过引入

局部搜索法 ( Reactive Local Search) 扩展了禁忌搜索的框架。

与一般的禁忌搜索算法相比 , 该算法的特点是, 在执行过程中 ,

根据所得到的解的情况形成一种内部反馈来控制和调整算法

的控制参数。所以该算法的控制参数是动态变化的。比如 , 禁

止表长度参数动态变化 , 使禁忌表长度动态变化。在 DIMACS

基准图上进行测试 , 取得了非常好的效果。

Wayne Pullan等人 [ 9] 最近提出解最大团问题的方法 DLS-

MC。该算法基于迭代改善法和 Plateau Search 算法。在该方

法中引入了顶点惩罚函数( Vertex Penalties) , 该函数在算法的

求解过程中能够动态改变。在算法执行过程中 , 迭代改善法和

Plateau Search 算法轮流执行以提高解的质量。在基准图上对

该算法进行了测试 , 性能非常好。

3  启发式算法测试标准———DIMACS 基准图

DIMACS组织是由美国政府成立的离散数学及理论计算

机科学中心。该中心是当前离散数学和理论计算机科学的重

要研究阵地之一。

DIMACS基准图是 DIMACS 提供的图 , 在 1993 年以前由

于对最大团算法性能测试没有统一的标准 , 算法之间无法进行

有效比较。因此 , DIMACS 在 1993 年集中当时比较有代表性

的图形成基准图, 目的是提供统一的最大团算法测试标准

图 [ 10] 。DIMACS 组织统计了当时各种启发式算法在 DIMACS

基准图测试所取得结果 , 并且由其中最好的解组成 DIMACS

Best, 作为比较对象 ( 表 1) 。DIMACS 基准图可通过登录

ftp: / / dimacs. rutgers. edu/pub/ challeng /或者 http: / / dimacs. rut-

gers. edu/ challenges /获得。

表 1 DIMACS 基准图及 DIMACS Best

基准图名 顶点数 边密度 DIMA CS Best

C125 . 9 125 0. 898 34 *

C250 . 9 250 0. 898 44 *

C500 . 9 500 0. 900 57

C1000. 9 1 000 0. 901 67

C2000. 9 2 000 0. 900 75

C2000. 5 2 000 0. 500 16

C4000. 5 4 000 0. 500 18

DSJC500. 5 500 0. 501 14 *

DSJC1000 . 5 1 000 0. 500 15 *

MA NN_a27 378 0. 990 126 *

MA NN_a45 1 035 0. 996 345 *

MA NN_a81 3 321 0. 998 1 098

broc k200_2 200 0. 496 12 *

broc k200_4 200 0. 657 17 *

broc k400_2 400 0. 749 29 *

broc k400_4 400 0. 748 33 *

broc k800_2 800 0. 651 21

broc k800_4 800 0. 649 21

gen200 _p0 . 9_44 200 0. 900 44 *

gen200 _p0 . 9_55 200 0. 900 55 *

gen400 _p0 . 9_55 400 0. 900 55

gen400 _p0 . 9_65 400 0. 900 65

gen200 _p0 . 9_75 400 0. 900 75

hamming8-4 256 0. 639 16 *

hamming10 -4 1 024 0. 828 40 *

keller4 171 0. 649 11 *

keller5 776 0. 751 27

Keller6 3361 0. 818 59

p_hat300 -1 300 0. 243 8 *

p_hat300 -2 300 0. 488 25 *

p_hat300 -3 300 0. 744 36 *

p_hat700 -1 700 0. 249 11 *

p_hat700 -2 700 0. 497 44 *

p_hat700 -3 700 0. 748 62

p_hat1500-1 1 500 0. 253 12 *

p_hat1500-2 1 500 0. 506 65

p_hat1500-3 1 500 0. 753 94

4  结束语

最大团问题是现实世界中的一类真实问题。 ( 下转第 107 页 )
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作, 需要一种能够自动收集进度信息、给出进度分析的自动化

系统。基于上面的进度度量模型 , 设计了一个进度度量工具

( PMT) , 该工具基于 B/S 架构 , 实现灵活的使用和部署。PMT

在 Lucky ERP System( Lucky ERP) 、统计局业务系统 ( SIS) 、办

公自动化系统( MHOA) 几个项目中得到了应用。表 5 是这几

个项目的跟踪状况。

表 4 分析指标体系表

级别 指标 计算方法

执行官

级别

项目进度偏差 P - P′

项目需求稳定指数
( ΔP ×Ut × tu - ΔC r) /( ΔP ×Ut ×

tu)

部门

经理

级别

需求与分析进度偏差 P a - P ′a

设计与构建进度偏差 P d - P ′d

测试进度偏差 P t - P′t

项目错误工作指数 ΔCf /( ΔP ×Ut ×tu)

生产率偏差 tu - t′u

项目

经理

级别

单个员工工作进度偏差 Eti - Et i′

单个员工生产率偏差 tuj - tu

单个员工错误工作指数 ΔCfj /( ΔEt j ×Uj ×tuj)

单个用例需求与分析进度偏差 P ia - P ′ia

单个用例设计与构建进度偏差 P id - P ′id

单个用例测试进度偏差 P it - P′it

单个用例需求稳定指数 ( Ui ×t u - C ri) /( U i ×tu)

单个用例错误工作指数 ΔCfi /( ΔPi ×U i ×tu)

表 5 项目进度跟踪表

项目 计划 实际 偏差 需求变动指数

Lucky 24 26 2 10%

SIS 16 22 6 25%

MHOA 15 14 - 1 8 %

  从表 5 中可以看出 , Lucky ERP System 基本上是按照计划

完成了项目 ; MHOA 提前了 1 个月; 只有 SIS 延期了 6 个月。

其中不可忽视的一个原因是该项目的需求变动指数过高 , 频繁

的需求变动直接导致了项目的超期。图 1 是对 MHOA 更详细

的跟踪报告( 月报) 。

从图 1 可以看出在前几个月里项目已经落后进度 , 对于这

种状况项目管理人员采取了一些强化措施。可以看出, 措施的

有效执行保证了项目的如期完成 , 最后 , 项目甚至提前一个月

结束。

5  结束语

本文提出的进度度量方法对于尽早发现项目的进度偏差

具有较大作用。当进度偏差超过组织设定的基线时, 可以对进

度偏差进行分析 , 进度分析模型提供诸如错误工作指数、需求

变动指数以及更详细的指示器可以为分析偏差原因提供有效

的支持。
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( 上接第 70 页 ) 传统的确定性算法不能有效地进行求解 , 因此使

用了各种各样的启发式算法。目前国内通过启发式算法求解

最大团问题的研究还处于初期阶段。

大量研究表明 , 使用启发式算法求解最大团问题 , 将多种

算法结合使用所呈现的性能要优于单纯使用一种算法时的性

能。目前 , 测试求解最大团问题的启发式算法性能标准是由

DIMACS 组织所提供的 DIMACS基准图 , 其并不是最合理的算

法性能比较的依据 , 需要提出更为合适的测试标准。
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