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摘 要: 由于演化算法求解多目标优化问题所得结果是一个优化解集———Pareto最优集, 而现有的演化算法收

敛性分析只适合针对单目标优化问题的单个最优解。利用有限马尔科夫链给出了演化算法求解多目标优化问

题的收敛性分析框架 , 并给出了一个分析实例。
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Abstract: Based on Finite Markov Chain theory, a new convergence analysis framework for Multi-objective Optimization Evo-
lutionary Algorithm ( MOEA) , which aims to converge to Pareto optimal set rather than single optimal point, is presented.
And a case study is given too.
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1 引言

多目标优化作为运筹学的一个重要分支 ,一直引起学术界

和工程界的重视。但由于经典方法的局限性 ,它在过去一段时

间内发展缓慢 ,近几年随着计算机技术的高速发展 , 国际学术

界兴起了一种求解多目标优化问题的新方法———多目标优化

演化算法 ( Multi-objective Optimization Evolutionary Algorithms,

MOEA) 。该类算法的特点是不需要人为定义各目标的权重 ,

而是由算法找出所有的非劣解 ( Pareto前沿) , 一般来说 , 一个

多目标优化问题的非劣解是一个集合 , 再由决策者进行权衡选

择。

由于该方案比传统的方法有明显的优势 ,已吸引了很多学

者进行研究 , 并取得了不少研究成果 , 大多数成果集中在设计

高效的演化算法 [ 1 ～3] ,如为了保持群体多样性而采用的适应值

分享策略、精英策略等 , 著名的算法有 Schaffer的 VEGA, Fonse-

ca的 FFGA, Zitzler的 SPEA等。

尽管这些算法在数值实验中得到了较好的结果 ,但大多数

都没有理论分析结果 ,特别是算法的收敛性分析、收敛速度等

很少涉及
[ 4]
。MOEA的收敛性分析对于设计一个高效的算法

提供了理论保障。现有的演化算法收敛性分析框架只适合收

敛到单个解的单目标优化演化算法 , 而 MOEA 收敛到一个集

合( Pareto最优集)。本文试图利用有限马尔科夫链理论 , 给出

一个新的收敛于一个解集( Pareto最优集)的定义。

2  相关定义和定理

2. 1 MOEA 基本定义

定义 1 Pareto占优( Pareto Dominance) : 向量 u = ( u, u1 ,

u2 , ⋯, uk) 比向量 v = ( v1 , v2 , ⋯, vk) 占优 ( u v) 是指 , i∈

{ 1, 2,⋯, k} ui≤vi, 并且 i∈{ 1, 2,⋯, k} ,使得 ui vi。

定义 2 Pareto最优解( Pareto Optimality) :一个候选解X∈

Ω是 Pareto最优解是指 , X′∈Ω使得 F( X′) F( X) 。

定义 3 Pareto最优集( Pareto Optimal Set) :

P = { X∈Ω| X′∈Ω : F( X′) F( X) } 。

定义 4 Pareto前沿( Pareto Front) : PF = { F( X) |X∈P}。

从定义可以看出 , Pareto前沿是 Pareto最优集在目标函数

空间中的像。另外 , 还要引入概念非劣解 ( Nondominated) , 非

劣解是指 Pareto最优解通过函数 F映像到目标函数空间中的

向量。

2. 2 预备定义

定义 5 设 Γ是严格偏序集( S, ) 的子集, a∈Γ叫做 Γ

的极小元 , 是指不存在 x∈Γ, 使 x a; 定义集合 M( Γ, ) =

{ a∈Γ|a是 Γ的极小元} ,称 Μ( Γ, )为关于 Γ的极小元集。

定义 6 称极小元集 Μ( Γ, ) 为完全的 , 如果对于每一

个 x∈Γ, 都至少有一个 x* ∈Μ( Γ, ) ,满足 x* x。

定义 7 设 f: Ω→Γ是一个从集合 Ω到偏序集( Γ, ) 的

一个映射 , 那么对于 A∈Ω, 定义集合 Μf ( Α, ) = { a∈Α|

f( a) ∈Μ( f(Α) , ) } 包含了 Α中某些元素 , 这些元素对应的
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像在像空间 f( Α) = { f( a) |a∈Α} 中是极小元。

2. 3 有限马尔科夫链基本定义和定理

定义 8 ( 有限马尔科夫链 ) 如果 S是一个有限集并且

{ Xt : t∈N0 }是一个从 S中取值的随机序列, 对于所有的 t≥0

和所有的( i, j) ∈S×S有以下性质 :

P{ Xt +1 = j|Xt = i, Xt - 1 = it - 1 ,⋯, X0 = i0} = P{ Xt +1 = j|Xt =

i} = Pi, j,则称序列{ Xt : t∈N0} 是一个在状态空间 S上的齐次

有限马尔科夫链。

由于 S是有限的 , 转移概率可用一个状态转移矩阵 P =

( Pi, j) i, j∈S表示。向量 π( t) 表示在第 t≥0步马尔科夫链的

分布情况 , 其中 πi( t) = P{ Xt = i}。由于 π( t) = π( t - 1 ) P =

π( 0) Pt

对于所有 t≥1, 一个齐次有限马尔科夫链可以用它的初始

分布 π( 0) 和它的转移矩阵 P描述。通过 k步从状态 i转换到

状态 j的概率是 :

P i, j( k) = P{ Xk = j|X0 = i} = eiP
kej, 其中 ei 是第 i项为 1 的

单位向量 , 因此有 :
πj( t) =∑

i∈S
πi( 0) ·Pij( t)

一个 n×m矩阵 A, 如果对于所有的 i = 1, ⋯, n和所有的

j = 1,⋯, m,有 aij≥0,则称 A是非负的 , 若有 aij > 0, 则称 A 是

正的。如果一个非负矩阵的每一行之和等于 1, 则称它是随机

的。所以有限齐次马尔科夫链的转移矩阵是随机矩阵。称随

机矩阵 P 是不可约的 , 如果有 :
i, j∈S: k∈N: Pij( k) > 0。

称 P 是原始的或规则的 ,如果有 :
k∈N: i, j∈S: Pij( k) > 0。

因此 , 所有的正矩阵 P都是规则的 ,所有的规则矩阵 P 都

是不可约的。

定义 9 一个随机矩阵被称为正对角的 ,如果对角线上每

个元素都是正数 ,被称为列可容的, 如果每一列至少存在一个

元素是正数。因此 ,所有的正对角矩阵都是列可容的。

定理 1 一个具有有限状态空间与不可约转移矩阵的齐

次马尔科夫链 ,以概率 1无限次地访问每一状态而与它的初始

分布无关( 证明略)。

定理 2[ 5]  令 I, D, C, P, A 为随机矩阵,其中 I 是不可约

的, D是正对角矩阵, C是列可容的, P是正的, A是任意的,那

么

( 1) AP和 PC是正的。

( 2) ID和 DI 是不可约的。

证明略。

2. 4 MOEA 收敛性定义

定义 10 令 At 是某演化算法在第 t 代的群体 , Ft = f( Αt )

是其相应的适应值( 目标空间) 集合, F*
是所求问题目标空间

集合的极小元集。

如果 lim
t→∞

d( F t, F* ) →0以概率 1成立,则称该演化算法以

概率 1收敛于极小元整集。

如果 lim
t→∞
δF* ( Ft) →0以概率 1 成立 , 则称该演化算法以概

率 1收敛于极小元集。

其中, d( A, B) = |A∪B|- |A∩B) ,δB( A) = |A|- |A∩B|

说明 : 对于第一种情况, 很显然, 种群数要增长到 |F* |。

在单目标问题中 , |F* |= 1; 但是在多目标问题中, |F* |可能

是有限的 ,也可能是无限的。很显然对于无限的 |F* |,有限种

群的 MOEA不可能以概率 1 收敛于极小元整集。对于种群规

模 N< |F* |的算法 ,很显然也不能以概率 1收敛于极小元整集。

3  MOEA 收敛性分析框架

假定这里所指的 MOEA算法都是求解多目标优化问题的

Pareto前沿。利用有限马尔科夫链进行 MOEA收敛性分析的

基本思想是 :

( 1) 证明算法在执行过程中 , 它的种群序列是一个具有有

限状态空间和不可约转移矩阵的齐次马尔科夫链。这样 , 定理

1可以保证种群可以概率 1遍历每一个状态 ,当然也包括了包

含 Pareto最优解的状态。

( 2) 要保证, 一旦获得了 Pareto 最优解, 算法应该具有某

种机制把最优解保存下来 ,即找到的最优解一旦进入某存储机

构中就不再被淘汰 ,如精英策略。

( 3) 还要证明, 作为结果输出的集合中的所有非最优解能

以概率 1被淘汰。

当然这只是基本思路 ,在实际算法中要根据算法的具体特

点及所用的算子进行针对性的讨论。为简单起见 ,本文不考虑

某些问题的 Pareto最优解的数量无穷或相当大以至于超出存

储空间时的情况。

4  算法实例分析

4. 1 一个求解多目标优化的算法 MOEA

该 MOEA算法框架最初由文献[ 6] 提出 ,利用本文的工作

对该算法收敛性分析得知 , 该算法由于变换算子缺陷 , 使得该

算法在本文定义的收敛性意义下不收敛。这也可以从该算法

在求解高维问题和多目标优化等这些目标空间巨大的问题时

效果不好的事实推测出来。针对该算法的变换算子的不足 , 我

们加入了一个变异算子和显式精英策略。可以证明改进后的

算法在本文的定义下收敛 ,我们的很多实验结果也说明了这一

点 [ 7, 8] 。

算法总框架描述如下 :

( 1) 随机产生 N个个体 ( 群体规模 = N, 个体在问题空间

实数编码) 形成初始化种群 At;

( 2) 按 better函数要求把 N个个体排序, 产生初始 Pareto

最优集 Sbest;

While不满足终止条件{ 从 N个个体中随机取 M个点 , 根

据 M个点进行多父体杂交产生后代 V* , 随机挑选某个体进行

变异 , 对此 N + 1 个个体按 better 函数重新排序, 丢掉最差个

体, 形成当前种群 At; 更新 Sbest }。

算法结束时 , Sbest中的个体即为所求问题的 Pareto 最优解

集。

算法有关说明如下 :

由于该算法为了实现排序 , 定义个体间的 better关系为

better( X, Y) =

True   if X; Y

False   if X: Y

Niche( X, Y)  否则

Niche机制 [ 2]
用来使群体分布均匀 , 是一个布尔函数。具
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体定义由于与收敛性无关 ,这里从略。

多父体杂交算子具体设计 : 从当前群体中任意选取 M个

个体, 通过它们的非线性组合形成新个体 V* :

V* =∑
M

i =1
ai xi  其中 a i 满足∑

M

i =1
ai = 1 - 0. 5≤ai≤1. 5

Sbest的保留是一种精华策略的体现 , 更新 Sbest的方式如下 :

淘汰 Sbest∪At 中的所有劣个体, 如果剩下的非劣解个数小于

|Sbest |的最大值 m,那么就把 Sbest∪At 中的非劣解拷贝到下一代

Sbest中, 如果超过了限定数目 , 则从 At 中的非劣解中随机挑选

( m - Sbest中的非劣解个体个数) 个个体 + Sbest中所有个体拷贝

到下一代 Sbest中, 从而使 Sbest的大小不超过限定值。

4. 2 算法收敛性分析

本节利用前面的收敛性分析基本思想以及相关的定义和

定理对该算法进行收敛性分析。在这里 , 我们不考虑问题的

Pareto集合是无穷的情况 ,且假定|Sbest |> |F* |。

结论 1 该算法的种群序列( At ) t≥0是具有正转移矩阵的

齐次有限马尔科夫链。

证明 : 若算法求解的是一个连续问题 , 但在确定的精度意

义下, 仍可以把状态空间 S看成是有限集。由于算法中的参数

不随时间 t改变 , 因此有 ,
P{ Xt +1 = j|X t = i, X t - 1 = it - 1 ,⋯ , X0 = i0 } = P{ Xt +1 = j|X t = i} = Pi, j

根据定义 8, 序列( At) t≥0的转移矩阵 P与时间 t无关。

现在要证明转移矩阵是正矩阵。转移矩阵通常是一些变

换算子( 变异、杂交) 和选择算子的转移矩阵的积。本算法中

的变换算子有两个 :①变异算子 , 该算子可以产生任意的一个

新个体 ; ②杂交算子是对最好的 M个个体进行凸组合。通过

这两种操作交替执行 ,一个个体通过一代的演化, 存在变换成

为任意一个个体的可能性 ,因而它的转移矩阵是正的。

我们的选择算子是一种确定性的选择算子 ,每次总是淘汰

本种群中最差的那个个体 , 因此 , 选择算子的转移矩阵是列可

容的。根据定理 2, 变换算子和选择算子的转移矩阵的积是正

矩阵。

综上所述可以得出 , 该算法中的种群序列 ( At) t≥0是具有

正转移矩阵的齐次有限马尔科夫链。

结论 2 如果算法中的种群序列 ( At ) t≥0是具有正转移矩

阵的齐次有限马尔科夫链, 那么该演化算法以概率 1收敛于极

小元集。

证明 :设 f( At )是 At 的像集, 以下的偏序关系符号“; ”在

算法的执行过程中 , 将实例化为 better函数。Γ* = M( Γ, ≤)

是所求某一个问题的极小元集且是完全的( Pareto最优解集) 。

首先要证明最优元素一旦被找到进入 f( Sbest) 就永远不会

被淘汰。Sbest的更新方式说明 : 一个元素 a∈Sbest从 Sbest被删除 ,

当且仅当存在一个元素 b∈At: f( b) ; f( a) 。因此,根据 Γ* =

M(Γ,≤) 的定义 , Γ* 中的元素一旦进入 f( Sbest ) 将永远不会被

删除。

下面证明种群中的非最优个体在有限步内必将被取代。

令元素 a∈Sbest且 f( a) Γ* 。由于 M( Γ, ≤) 是完全的 , 根据

定义 6一定存在一个元素 b∈Ω满足 f( a) f( b) 。根据 Sbest的

更新方法 , 只要这个更好的元素经过一定的迭代次数 t 在

( At) t≥0出现, 它一定会取代 a。这一过程将不断发生, 直到

f( Sbest )中没有非最优元素。由于( At) t≥0是具有正转移矩阵的

有限马尔科夫链 ,定理 1 保证了状态空间中的所有元素都会以

概率 1被无限次访问。因此 ,非最优元素经过有限次迭代后会

以概率 1被淘汰。

综上所述 ,所有进入 f( Sbest) 的最优解都不会被淘汰, 并且

所有 f( Sbest )中的非最优解都会以概率 1 在有限步内被淘汰。

因此 , 当 T→∞时 , f( Sbest) Γ
* , 因而有 δΓ* ( f( Sbest ) ) →0以概

率 1成立 ,根据定义 10,该算法以概率 1收敛于极小元集。

5  结论

本文利用有限马尔科夫链的相关定义和结论给出了一个

用来证明 MOEA 的收敛性的分析框架, 并对于一个著名的

MOEA算法 ,运用本分析框架给出了收敛性证明。通过分析我

们可以发现 ,搜索算子和选择算子不仅对提高 MOEA的效率

有重要作用 ,而且对算法的收敛性也有很大的影响。另外 , 精

英策略( Sbest )对算法的收敛性也有重要的作用 , 它可以保证精

英个体在演化的过程中不被丢失 , 为算法收敛到 Pareto最优集

提供了保障。这些结论对设计 MOEA的研究者来说都是很有

指导意义的。本文对 MOEA 的理论工作还只是一个开端, 有

些细节问题还有待深入研究 , 如该收敛定义是否是一个 MOEA

收敛的必要条件或者只是一个充分条件。在所求问题的 Pare-

to最优集是一个无穷集合 ,怎样定义算法收敛到极小元整集以

及收敛速度等问题还有很多工作要做 , 这也是我们进一步的研

究计划。
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