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0　引言
最小费用最大流问题是网络优化中的一个核心问题，许多

网络优化问题都可归结为最小费用最大流问题的特例，如最短
路、最大流、指派和运输问题等，最小费用最大流问题在网络优
化研究中具有更普遍的意义［１３］ 。 运输问题是研究比较早的最
小费用最大流问题之一，早在 １９４１年 Ｈｉｔｃｈｃｏｃｋ就进行了研究。
网络最小费用最大流是在网络最大流问题基础上，给出了网络
每一条弧的单位流量的费用，问题转换为费用最小、可行流量最
大的两目标优化问题。 目前，网络最小费用最大流算法主要有
消圈算法、最小费用路算法、原始—对偶算法、瑕疵算法、松弛算
法和网络单纯形算法［３］ 。 前两种可归结为组合算法，后面四种
可归结为线性规划算法。 组合算法主要是利用图论、数据结构
技术和启发式算法思想来构建算法。 线性规划算法利用线性规
划理论方法求解最小费用最大流问题，理论严密。 随着生产和
科学技术的发展，网络最小费用最大流算法面临新的问题和挑

战。 例如在 ＶＬＳＩ、光网路由等领域，往往涉及到一些节点和边
都有容量的有向平面网络，其网络最小费用最大流问题不能使
用目前网络最大流的组合算法直接求解，通过把每个有容量的
节点分裂成两个节点并在其中加入一条边，从而将节点和边都
有容量的问题转换为仅边有容量的问题，但这种转换破坏了网
络的平面性。 点和边有容量约束的网络最大流问题，只要增加
约束条件就可以使用直接线性规划算法，但对于大规模凹费用
网络最小费用最大流问题求解困难，且效率低。 文献［４，５］分别
给出了在不破坏网络的平面性条件下，将节点和边都有容量约
束的无向平面网络和有向平面网络最大流问题转换为仅有边容

量约束的网络最大流问题，然后采用目前的网络最大流算法求
解，但这些转换方法复杂，实现有一定困难。 本文引入人工智能
中搜索的方法，以邻接矩阵为网络数据存储结构，针对点和边有
容量约束的网络最小费用最大流问题特点，定义了有向路径和
残量网络的概念，依据网络可行流分解定理，在组合算法基础上
提出最小费用网络最大流新算法。
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1　问题描述和预备知识
1畅1　网络与流

１）流网络　在以 V为节点集，A为弧集的有向图 G ＝（V，
A）上定义如下的权函数：

ａ）L：A→R为弧上的权函数，弧（ i，j）∈A 对应的权 L（ i，j）
记为 lij，称为弧（ i，j）的容量下界（ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄ）。

ｂ）U：A→R为弧上的权函数，弧（ i，j）∈A对应的权 U（ i，j）
记为 uij，称为弧（i，j）的容量上界，或直接称为容量（ｃａｐａｃｉｔｙ）。

ｃ）C：A→R为弧上的权函数，弧（ i，j）∈A对应的权 C（ i，j）
记为 cij，称为弧（ i， j）上单位流量的费用，或直接称为成本
（ｃｏｓｔ）。

ｄ）D：V→R为顶点上的权函数，节点 vi∈V对应的权 D（ i）
记为 di，称为顶点 vi 的容量上界。

此时构成的网络称为流网络，记为 N ＝（V，A，L，U，C，D）。
２）可行流　对于流网络 N ＝（V，A，L，U，D），其上的一个

流 x是指从 N的弧集 A→R的函数 f（x），即每一条弧（ i，j）∈A
赋予一个流量 xij。 在流网络中指定一个源节点 s∈V和一个汇
节点 t∈V，其余点为中转点。 如果流网络中 N ＝（V，A，L，U，C，
D）存在从 s到 t的流 x＝｛xij｝，且满足

lij≤xij≤uij （１）

∑
j，（ i，j）∈A

xij≤di， ∑
k，（k，i）∈A

xki≤di （２）

∑
j，（ i，j）∈A

xij － ∑
k，（k，i）∈A

xki ＝
f（ x）　　i ＝s
０　　　 i≠s，t
－f（ x）　i ＝t

（３）

则称 x为流网络 N＝（V，A，L，U，D）中从 s到 t的可行流，流量记
为 f（x）。 式（１）（２）分别为弧和节点的容量约束条件，式（３）为
节点的流量平衡条件。

３）可行流费用　在流网络 N ＝（V，A，L，U，C，D）中，存在
从 s到 t的可行流 x＝｛xij｝，可行流中的弧（ i，j）对应的成本为
cij，则该条可行流的费用为

C（x） ＝∑
xij∈x

xij ×cij （４）

４）最小费用最大流　在流网络 N ＝（V，A，L，U，C，D）的所
有从 s到 t的可行流 x＝｛xij｝中，流量 f（x）最大、费用 C（x）最
小的可行流称为最小费用最大流 x倡 ＝｛x倡

ij ｝，亦满足下式：
f（ x倡） ＝ｍａｘ

x
f（ x） （５）

C（ x倡） ＝ｍｉｎ
x

C（x） （６）

最小费用最大流可描述为以式（５）和（６）为目标函数，式
（１） ～（４）为约束条件的两目标优化模型。

1畅2　有向路径和有向路径最大流量
１）有向路径　（ vi１ ，ai１，，vi２ ，ai２ ，⋯，vik －１，aik －１，vik），vij１ ∈

V，aij２ ＝（ ij２ ，jj２ ＋１ ）∈A，j１ ＝１，２，⋯，k －１；j２ ＝１，２，⋯，k －１是网
络 N ＝（V，A，L，U，D）中的一个点弧交错序列，并且对于 t ＝１，
２，⋯，k －１，均有 ait ＝（ it，it ＋１）∈A，则称为从节点 vi１到节点 vik
的一条有向路径 Pvi１ －vik

。 有向路径的方向是从节点 vi１沿路径
指向节点 vik，在有向路径中所有弧的方向与有向路径的方向
一致，有向路径 Pvi１ －vik

可以表示为

Pvi１ －vik
＝（ vi１ ，ai１ ，vi２ ，ai２ ，⋯，vik －１，aik －１ ，vik） （７）

２）路流和路流的最大可行流　沿着有向路径的可行流称
为路流，可行流量记为f（Pvi１ －vik

）。 设 Pvi１ －vik
是从节点 vi１到节

点 vik的一条有向路径，有向路径中顶点 vij１的容量上界为 dij１ ，

弧 aij２ ＝（ ij２ ，ij２ ＋１）∈A容量上界为 uij２ ，弧 ai j２容量下界为 li j２ 。
如果 ｍａｘ（ li１ ， li２ ，⋯， lik －１ ）≤ｍｉｎ（di１ ，di２ ，⋯，dik，ui１ ，ui２ ，⋯，

uik －１），则有向路径 Pvi１ －vik
存在非零路流，且流量 f（Pvi１ －vik

）满

足：
ｍａｘ（ li１ ，li２ ，⋯，lik －１ ）≤f（Pvi１ －vik

）≤

ｍｉｎ（di１ ，di２ ，⋯，dik，ui１ ，ui２ ，⋯，uik －１ ） （８）

满足式（８）的路流最大可行流为
f倡（Pvi１ －vik

） ＝ｍｉｎ（di１ ，di２ ，⋯，dik，ui１ ，ui２ ，⋯，uik －１） （９）

３）路流单位流成本　路流 Pvi１ －vik
的单位流成本为路流中

所有弧单位流成本的和，即
C（Pvi１ －vik

） ＝ ∑
（ ij２，ij２ ＋１）∈Pvi１ －vik

cij２，i j２ ＋１ （１０）

1畅3　可行流的分解定理
在网络 N ＝（V，A，L，U，C，D）中，任何一个可行流一定可

以表示为若干个路流和若干个圈流之和，且这些路流和圈流满
足下列性质［３］ ：

ａ）非零路流对应的有向路径从一个源点指向一个汇点；
ｂ）至多有 m＋n个路流和圈流为非零流，且其中至多有 m

个圈流为非零流（m和 n表示网络中节点和弧的数目）。
可行流的分解定理说明网络可行流可以表示为若干个路

流和若干个圈流之和，与此同时，若干个路流和若干个圈流可
以合成一个可行流。 可行流的分解定理是本文算法设计的理
论依据。

1畅4　邻接矩阵
为了便于用计算机来存储网络、计算网络的最大可行流，

可以采用两个数组来表示网络 N ＝（V，A，L，U，C，D）。 一个是
用于存储网络节点信息的一维数组，用来存放节点的权函数；
另一个是用于存储网络中节点之间关联关系的二维数组，用来
存放网络中弧的权函数，这个关联关系数组被称为邻接矩
阵［６］ 。 设一个有 n个顶点的有向网络，它的邻接矩阵 A０ ［ i，j］
具有如下性质：

A０ ［ i，j］ ＝
wij　若 aij ＝（ i，j）∈A

０　　反之
（１１）

邻接矩阵 A０ ［ i，j］ ＞０，表示网络中节点 i和节点 j邻接，数
值 wij表示对应弧的权函数。 这两个数组是搜索有向路径和计
算有向路径最大可行流量的基础。 路流合成就是路流对应的
邻接矩阵相加，矩阵的和对应整个网络最大可行流所对应的邻
接矩阵。

1畅5　残量网络
假设流网络 N ＝（ V， A， L，U， C，D）的一个有向路径

Pvi１ －vik
，对应路流的最大可行流 x倡 ＝f倡 （Pvi１ －vik

）。 有向路径

Pvi１ －vik
的路流最大可行流中每一条弧的流量 x倡

ij ＝f倡

（Pvi１ －vik
）。 把流网络 N ＝（V，A，L，U，C，D）中一个路流的最

大可行流 x倡分离出去，剩余的网络称为残量网络，记为 N
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（x倡） ＝（V，A，L，U（x倡），D（x倡）），且

uij ＝
uij －x倡ij ＝uij －f倡（ pvi１ －vik

）　若 aij ＝（ i，j）∈pvi１ －vik

uij　　　　　　　　　　　 反之
（１２）

lij ＝
lij －x倡ij ＝lij －f倡（pvi１ －vik

）　若 aij ＝（ i，j）∈pvi１ －vik

lij　　　　　　　　　　　 反之
（１３）

dk ＝
dk －x倡ij ＝dk －f倡（pvi１ －vik

）　若 vk∈pvi１ －vik

dk　　　　　　　　　　　 反之
（１４）

残量网络仍然是一个网络，同样可以使用邻接矩阵存储和
表示。

2　点和边有容量约束的网络最小费用最大流算法
2畅1　基本思想

利用数据结构中的遍历方法，搜索网络中所有从源点到汇
点的有向路径，然后计算所有有向路径的最大可行流和相应的
单位流费用，选取费用最小的最大可行流作为一个可分离路
流，计算对应的残量网络。 在残量网络和所有有向路径的基础
上重复这一运算，直到剩余的残量网络不存在路流为止。 最后
将所有可分离路流进行合成，即可得到整个网络的最小费用最
大可行流。

2畅2　点和边容量约束的网络最小费用最大流算法
算法：点和边有容量约束的网络最小费用最大流算法。
输入：网络节点矩阵 D、邻接矩阵 A、源点 vi１和汇点 vik。
输出：满足约束条件的网络最小费用最大流。
ａ）搜索所有从源点到汇点的有向路径，并计算所有有向

路径对应的最大可行路流和相应的单位路流费用，选取单位路
流费用最小（若存在多个最小值，可任选其一）的最大可行流
作为一个可分离路流。

ｂ）按照式（１２）（１４）计算将可分离路流分离出去的残量网
络。

ｃ）在残量网络基础上，计算所有剩余有向路径的最大可
行路流和单位路流成本，如果残量网络中存在可行流，则选取
单位路流费用最小（若存在多个最小值，可任选其一）的最大
可行流作为一个可分离路流，转向 ｂ），否则转向 ｄ）。

ｄ）将所有可分离路流进行合成，得到整个网络的最小费
用最大可行流的邻接矩阵。

3　算法实例
为了测试本文提出的基于通路搜索的网络最大流算法的

有效性，使用 ＭＡＴＬＡＢ语言编制了相应的计算机程序。
１）测试实例 １
如图 １所示，括号内的第一个数字为相应弧的单位流成

本，第二个数字为相应弧的容量；１ 号点为网络源点，６ 号点为
网络汇点，其余点为中转点。 使用栈按照图的广度搜索算法得
到从源点到汇点的所有有向路径、路流最大流量和单位路流成
本，如表 １所示。 依次选取序号 １、２、３、４作为可分离的可行路
流，经过分离可行流后，不存在可行流的残量网络如图 ２所示。
将可分离可行路流合成后的网络最大流为 １４，最小费用为
２０５。 图 ３为可分离路流合成所得网络最小费用最大可行流，
括号内的数字为相应弧的容量和可行流的流量，弧（４，５）的可

行流流量为 ０，表明该边在网络最小费用最大流中的贡献为 ０，
可以删除。 计算检核：ａ）将最终残量网络和路流合成网络最
小费用最大流对应弧的流量相加，与原网络对应弧流量相等；
ｂ）使用标号算法，求得该网络最大流的结果与图 ３ 相同。 图 ４
为费用与流量变化曲线，曲线斜率增大（变徒），表明增加单位
可行流的成本增加，同时可行流增加也受有弧和节点容量上限
约束，曲线上的点均为网络最小费用最大流两目标优化的所有
可行解。

表 １　有向路径及路流最大流量

序号 有向路径 路流流量 单位路流费用 路流总费用

１ 构１→３→５→６ g５  １０ 邋５０ 湝
２ 构１→３→５→２→４→６ 乙２  １５ 邋３０ 湝
３ 构１→３→２→４→６ 潩１  １７ 邋１７ 湝
４ 构１→２→４→６ g６  １８ 邋１０８ �

　　２）测试实例 ２
如图 ５所示，括号内的第一个数字为相应弧的单位流成

本，第二个数字为相应弧的容量；弧的容量为 ｉｎｆ表明容量没有
限制；１号点为网络源点，９号点为网络汇点，其余点为中转点。
使用栈按照图的广度搜索算法得到从源点到汇点的所有有向

路径、路流最大流量和单位路流成本，如表 ２ 所示。 依次选取
序号 １、２、３、４作为可分离的可行路流。 经过分离可行流后，不
存在可行流的残量网络如图 ６ 所示。 将可分离可行路流合成
后的最大流为 ３５，最小费用为 ２３０，图 ７ 为可分离路流合成所
得网络最大可行流，括号内的数字为相应弧的容量和可行流的
流量。 图 ８为费用与流量变化曲线。

表 ２　有向路径及路流最大流量

序号 有向路径 路流流量 单位路流费用 路流总费用

１ 构１→２→５→４→９ 潩５  １ 栽５ 妸
２ 构１→３→４→９ g１５ /２ 栽３０ 湝
３ 构１→２→５→６→８→９ 乙５  １１ 邋５５ 湝
４ 构１→２→７→１０→９ �１０ /１４ 邋１４０ �

4　结束语
本文针对点和边有容量约束的网络最小费用最大流问题

的特点，通过定义有向路径、有向路径费用和残量网络的概念，
利用网络分解和合成思想，提出点和边有容量约束的网络最小
费用最大流的搜索算法。 该算法适用于有边和节点容量约束
的有向或无向网络的最小费用最大流问题求解，而且不破坏网
络的平面性，该算法扩展了最大流算法的适用范围。 算法测试
表明该算法具有有效性和实用性。 算法的效率取决于搜索网
络中所有从源点到汇点的有向路径，对于大规模最小费用最大
流问题使用多目标优化方法求解应该是今后 （下转第 ３１１９ 页）
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更密切地将缓存定位与高能力节点的利用结合起来，充分地发

挥了高能力节点在查询中的作用，使得查询效果更好。

6　结束语
ＧＬＭＷ算法充分考虑了搜索过程中的局部性原理以及

Ｐ２Ｐ网络的全局特征，同时利用局部性原理和全局性原理来指

导搜索过程。 根据分析和仿真实验说明，本文提出的算法可以

有效地增加查找效率，在副本查找率和响应时间上的表现较原

算法更好。 高能力的节点有机会处理更多的网络搜索消息，分
担搜索任务，为更多的搜索任务提供有效的响应，最终提高搜

索效果。
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