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基于小波域正则化和贝叶斯规则的图像恢复算法
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摘 要: 提出了将小波变换的正则化图像恢复与贝叶斯统计模型分析相结合的方法用于对图像进行消噪处理。

正则化图像恢复是条件约束的最优化问题 , 而小波系数的贝叶斯统计选择是基于图像的随机场观点。两者的有

机结合可以辨证地处理正则化参数和算子的选择以及先验模型的分布计算问题。
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Image Denosing Based on Wavelet Regularity and Bayesian Regulation
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Abstract: This work puts forward a new algorithm that the wavelet transformation regularity for image restoration connects with
Bayesian statistic modeling, as to make an image denosing. A regularized image restoration is the optimization for some condi-
tional constraint, and the selection of wavelet coefficients based Bayesian statistic is on the image random field view. We could
dialectically give the processing about choices of regularity coefficients, operators and the calculation of distributed prior-mo-
dels according to the two former conditions.
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  提高对图像噪声抑制的能力在许多应用领域具有很高的

价值。例如 , 由于云雾造成的可见光图像噪声 , 背景辐射 /散射

造成的目标红外图像噪声 , 使目标成像质量大大降低。图像质

量的改善大大地方便和改进了对于图像的监测、解读和操作过

程, 也使得在同样条件下对图像采集硬件的投资幅度降低。

近年来 , 在信号和图像噪声抑制方法的研究中已经出现了

许多基于 Wavelet变换的方法。通常的思路是先对有噪图像

或信号进行小波分解 , 然后再对分解所得小波系数进行筛选

( 或操纵) , 对被噪声干扰较大的小波系数以零或其他合适的

值来取代 , 而对其他小波系数进行调整。因而以小波系数的绝

对值作为小波系数的分类单元 , 当小波系数绝对值趋于零 , 意

味着小波系数所包含的真正图像信息量少并且强烈地受噪声

干扰。一幅图像可以通过少数大幅值的小波系数表示。在

Donoho 和 Johnstone 的小波减缩技术
[ 1]

中, 已证明这种判断方

法具有良好的统计优化特性。Xu 和 Weaver 在文献[ 2] 中阐述

了区别噪声和有意义信号的准则是基于这样的观测 , 即噪声小

波系数比无噪图像小波系数在尺度间具有较弱的相关性。

Mallat方法 [ 3] 是基于如下假设 , 即无噪图像是正则化的 , 而有

噪图像是非正则的。它揭示了一个事实 , 即函数的局域正则性

参数可以从它的小波系数导出。然而该方法并不能检查与所

有小波系数关联的正则性 , 只能检查局域极值的正则性。

在小波变换域中通过对小波系数的处理 , 目的是在保持原

来有用信息的基础上减少噪声信息。但是以上包括阈值化在

内的方法基本上是以变换域的小波系数相互独立为前提 , 按照

一种局部分类准则———最小均方误差, 将小波系数分成噪声

( 小波系数) 和有用信号( 小波系数) 两类。这种分类法没有考

虑相邻小波系数间存在的一定相关性。虽然小波变换也被称

为一种近似 K-L 变换, 具有去相关性的特点
[ 4] , 但不够完全。

其原因是 : 在不同尺度空间( 分辨率) 下, 图像特征对应着许多

大数值的小波系数 , 这些系数之间存在尺度间的相关性 ; 其次 ,

在相同尺度空间 ( 分解层) 下, 重要的小波系数聚集在某些区

域, 如图像边缘 , 因此这些系数间也存在尺度内的相关。

拟采用的小波域正则化和多尺度马尔可夫随机场模型是

依据贝叶斯规则来完成对每一类小波系数的选取 , 它从全局角

度并利用空间相关性的先验信息 , 在噪声与数据间折中得到一

组最小均方误差阈值。而小波变换的正则化处理则为小波系

数的迭代算法的最优求解提供了可能。

1 小波域正则化和多尺度马尔可夫随机场模型方法

在数字图像的噪声抑制问题中 , 我们往往是基于以下模型
y = x + n ( 1 )

其中 x 代表原图像 ; y 表示降质图像 ; n 代表噪声。然而在实际

的图像处理中还应考虑降质图像的传递函数。图像降质过程

可以用下面的模型来描述

y( i, j) = ( h( i, j) * x( i, j) + n1 ) ·n2 ( 2 )

其中 y( i, j) 表示降质图像 , h( i, j) 表示图像模糊算子或退化算

子, x( i, j) 表示原图像 , n1 视为加性噪声 , n2 视为乘性噪声。由

于在大多数情况下 , 图像降质过程作为线性时不变系统 , 因而

式( 2) 可以改写成 y = Hx + n ( 3 )

其中 H 是一个分块循环矩阵, 等效为一个线性不变 ( 空间不

移) 低通滤波器 , 它反映了成像设备的运动、镜头散焦以及胶

片长时间曝光等降质过程。

基于小波变换的正则化图像降噪就是利用输入图像的小

波变换后各个子频带所具有的不同频率特性和不同方向特性。
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对式( 3) 两边取小波变换 , 得到小波域线性时不变图像降质模

型为 Wy = WHWT Wx + Wn ( 4)

其中 W是小波算子, 由二维小波变换滤波器系数组成 , 并且对

于正交小波基 , W 是正交矩阵, 因此有 WTW = I。式( 4) 规范化

后为 y = Hx + n ( 5)

其中 Y是退化算子 H 的小波域表示 , 具有分块———分块半循

环特殊矩阵表达形式。

设 λ为正则化参数 , C 为正则化算子阵列 , 沿用与空域( 时

域) 上正则化迭代图像恢复算法的同样推导过程 , 得到如下基

于小波域变换的正则化迭代算法 :
λk = ( CTCXk ) HT ( Y - H Xk) /‖CT CXk‖2

Z k = - HT( Y - HXk ) + λk ( CTCXk)

βk =‖ Zk‖2 /( ‖HZk‖2 + λk‖CZk‖2 ) ( 6)

Xk +1 = Xk - βkZk

对原始二维图像进行一次小波分解 , 可得到一个低频子频

带 LL和三个高频子频带( 包括水平方向高频垂直方向低频子

频带 HL、水平方向低频垂直方向高频子频带 LH、水平方向高

频垂直方向高频子频带 HH) 。Y 向量是由原始图像的小波分

解的子图像构成的 , Y = [ YT
LL, YT

HL, YT
LH, YT

HH] T。

根据贝叶斯定理 , 用先验概率密度计算无噪声图像的小波

系数后验概率密度 pX|Y ( x| y) = ( pX ( x) pY|X( y |x) ) /pY( y) ( 7)

利用式( 7) 以及后验概率密度和均值计算真实图像小波

系数在概率 1 意义上的最好初值估计 X0 = E( X ∣ Y) ( 8)

为了找到条件概率 pY|X( y |x) 的表达式 , 需要将基于 Lips-

chitz指数的古典二元决策转换为概率。一旦确定了先验和条

件概率 , 那么原则上是可以计算对应于每一 X 的后验概率的。

但实际上很难做到这一点。因此 , 对每一小波变换系数 x 计算

它们的边缘概率 P( x1 = 1 |Y) , 这是一个无噪系数。如果概率

为 0, 相应的小波系数 w1 置为 0; 如果概率值为 1, 则相应的小

波系数不作调整。对于中值概率所对应的小波系数也减缩到

中位值。换句话说 , 对于小波系数的筛选( 操纵) 是按照以下

形式进行的 : w1
new = w1· R1 ( 9)

其中 R1 是边缘概率 P( x1 = 1 |Y) 的函数。这里产生了一个问

题是概率值和系数减缩因子之间的关系如何? 根据文献[ 1 ] ,

我们简单选择 R1 = P( x1 |Y) 。因而 , 小波系数的筛选就是减缩

因子与边缘概率之积 : w1
new = w1 ×P( xl = 1 |Y) 。此式恰好符

合小波系数的数值迭代运算。

在实际确定和使用上述多变量概率函数时会遇到很多麻

烦, 但却可以将它们作为 Gibbs 概率函数 , 从而通过指定 MRF

模型来间接确定概率值。MRF’s 和 Gibbs 概率函数之间的关

系已由 Hammersly-Clifford定理所述 , 每个 MRF X 具有如下形

式的 Gibbs 分布
P( X) = 1 /Zexp[ - U( X) ]  其中 Z =∑

X
exp[ - U( X) ] , U( X) =

∑
c�C

Vc( X) ( 10)

式( 10) 说明能量函数 U( X) 是与子集 c 有关的势函数 Vc 的和 ,

该证明已在文献[ 5] 中论证。确定小波系数所受噪声影响程

度是基于图像的 Lipschitz 指数 , Daubechies 定理已指明了局域

Lipschitz指数是如何根据小波系数来估计的。在本文中假定

噪声和输入图像具有这样的特性 , 即噪声是非正则的 , 并且具

有小的局域 Lipschitz指数 , 而净图像是正则的 , 并具有大的局

域 Lipschitz指数。本文采用文献[ 5] 介绍的粗略估计方法 , 它

依靠先验模型来校正不精确估计带来的误差 , 对应于小波系数

w1 的估计器定义为各分层上的∣ wj, l /wj +1, l∣比均值

m1 =
1

depth
∑

depth

j= 1

wj, 1

wj +1 , 1
2α ( 11 )

当 |wj, l /wj+ 1, 1 |增大时, m1 随着尺度的减小而减小; 局域

Lipschitz指数 α增大时 , 估计器因子 m1 也增大。由于离散化

图像的有限平滑性和非正则性 , Lipschitz指数 , 以及 P( Y) 的分

布域在任意情况下都是有界的。我们可以对特定种类的消噪

图像核实其实际的 Lipschitz 指数分布 , 并由式( 7) 解释观测到

的 P( Y) 分布。但为了不失一般性 , 总是假定 P( Y) 服从均匀

分布。对于条件概率有
P( Y|X) =∏

1
P( m1 |x1 ) = exp - ∑

1
v( m1 |x1 ) ( 12 )

设 T 为噪声抑制阈值 , P( m1 |xl ) 表示如果标注 xl = 1, 那

么高于阈值 T 的 ml 的概率为真 ; 如果标注 xl = 0, 那么低于阈

值 T的 m1 的概率为真。由于已假定先验分布 P( ml) 是均匀

的, 因而条件概率应满足 P( m1 |xl = 0 ) + P( m1 |x1 = 1) = C1 ,

其中 C1 为常数, 如图 1 所示。

定义能量阈值函数为 E ( · ) , 选取阈值 T 使得满足

E( T) = σ
2
w( 1 + ξ) , 其中 σ

2
w 为噪声方差估计。

E( t) = ∑
1∈L|m1≤ t

|w1 |2

由上述引证的公式 wnew
1 = w1 ×P( x1 = 1 |Y) 揭示了如何利

用边缘概率 P( x1 = 1|Y) 来减缩小波系数 , 这些边缘概率是由

联合概率函数 P( X|Y) 推导出来的。P( x1 = 1 |Y) 和与 x1 = 1

的图像 Masks 合并 , 并且定义为

P̂ ( x1 = 1 |Ŷ) = ∑
x

f1 ( X) · P( X|Y)  其中 f1 ( X) =
0̂ , x1 = 0

1 , x1 = 1
( 13 )

上述公式并非采用二元 Masks, 而是一个边缘均值 Masks。由

于 Masks 数量之多 , 再加上必须对每一个小波系数进行计算 ,

实际上不可能计算出上述公式。所幸我们可以采用所谓的随

机样本器进行估算。此处所采用的随机样本器消噪法就是古

典的 Metropolis 算法 [ 6] 。该算法的思路是从 Masks 概率空间选

择样本进行估算 , 因而 , Metropolis 算法实际上就是所谓的马尔

可夫链—蒙特卡洛法。马尔可夫链是指在马尔可夫链内 , 由样

本器连续产生样本 Masks。每个样本都是由前一个样本产生

的, 从而样本间的过渡变换符合一定的特性。此外 , 用随机数

发生器来生成可选样本 , 即所谓的蒙特卡洛法。正如普通蒙特

卡洛采样一样 , 样本 Masks Xj并非是均匀选取的 , 但与其后验

概率 P( Xj |Y) 成比例。事实上 , 基于 Nsampl个样本 Masks 的估

计可以写成

P( x1 = 1 |Y) = ∑
x

f1 ( X) · P( X |Y) ≈
1

Nsampl
∑

Nsampl

j=1
f1 X̂j ( 14 )

通过以上推导和讨论求得了在小波域正则化条件下图像

的最佳估计 , 设为 XR( 以示区别) , 同时我们也求得了马尔可夫

随机场模型条件下图像的最佳估计 , 设为 XM。假定这两个向

量的维数相同、元排序一致 , 即它们之间对应的小波子频带具

有相同的频率特性和方向特性。因而 , 可以对两个估计进行比

差为 ε= XR - XM。理论上 , 原图像的真值是存在的 , 不论采用

什么方案所求得最佳估计都应趋于原图像真值 , 即所谓一致

性, 并且使范数‖ε‖在 L2( H) 上收敛到零值。基于这一概念 ,

我们再将上述两种估计方案进行结构融合。先由马尔可夫随

机场统计模型根据贝叶斯规则求得图像真实信号的最好估计

作为初始值 , 如式( 8) 所示。将初始值代入式( 6) , 进行小波域

正则化条件下图像的最佳估计迭代运算。

对于马尔可夫随机场统计模型 , 也相应建立参数最佳化迭

代算法。首先计算小波冗余框架下带噪图像的小波系数集
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WJ = { WJ, l |l∈L} , 估计每个 WJ 元的噪声方差 σW
2 , 按照式

( 11) , 对所有 l∈L计算近似的局域 Lipschitz 指数 ml, 再依据

E( T) 方程确定阈值 T; 引入加权因子 α, β计算后验概率 :
P( X |Y) ∝ exp( - ( α�V( m1 |x1 ) + β�

1
VN1

( X) ) ) ( 15)

加权因子对先验模型产生作用。对于边缘概率 P( xl =

1|Y) , 我们计算每一 l∈L对应于不同 fl ( X) 的概率值。显然 ,

概率值越高的 Masks 被选中为采样 Masks 的概率就越高 , 而初

始 Masks 的选取十分重要。若初始 Masks X̂0 具有较低的后验

概率, 那么初始产生的 Masks 就不可能具有代表性。这里采用

摄动法 , 即新的采样 Masks X̂j +1 是由前一个 Masks X̂j 在一个或

几个 l 处的随机摄动位置上所形成。是否接受新的采样 Masks

取决于概率比 r = P( X̂′j +1 |Y) /P( X̂j |Y)

当比值 r 越高 , 接受X̂′j+1 的可能性就越大。由 MRF���Gibbs

型概率可以有效地计算这个概率比 :
r = P( X̂′j+1 |Y) /P( X̂j |Y) = exp( V( X̂ j |Y) - V( X̂′j +1 |Y) )

在不同位置处重复以上随机摄动和概率比演算 , 直到在所

有 l∈L得到更新为止。在式( 14) 所示的估计都得到更新后才

算完成一个完整的重复演算 , 选择的重复次数应保证使估计精

度足够高。

根据前述 , 我们对由小波正则化最佳估计和小波统计建模

最佳估计进行结构融合 , 并基于参数估计一致性 , 使‖ε‖→0,

构造双支路局域自适应最佳估计步骤如下 :

第一支路

( 1) 对给定的二维图像进行小波变换 , 得到小波变换后的

原始图像的小波分解为 Y = [ yLL
T, yHL

T, yLH
T , yHH

T] ;

( 2) 利用后验概率计算式( 15) 和式( 8) 计算图像小波系数

的估计初值 X0 , 并带入联立正则化迭代方程组( 6) , 选择正则

化算子阵列 C 的初始值 , 迭代计算 Xk +1
R = Xk

R - β
kZk

第二支路

( 3) 确定 Lipschitz 指数 , 对应于小波系数 wl 的估计器 , 依

据式( 11) 定义不同层上的比均值 ml;

( 4) 由 E( T) 方程确定阈值 T;

( 5) 通过随机摄动, 计算后验概率比值 r = P( X̂'j+ 1 |Y) /

P( X̂j |Y) ;

( 6) 选取加权因子 α和 β值, 根据式 ( 15) 计算后验概率

P( X|Y) ;

( 7) 依据式( 14) 对所有 l 计算边缘概率 P( x1 = 1|Y) ;

( 8) 依据上述边缘概率迭代计算图像小波的减缩系数

wl
new = wl·P( xl = 1|Y) ;

( 9) 对基于小波域变换正则化最佳估计和基于小波域马

尔可夫随机场统计最佳估计方案的小波系数进行范数意义下

差值计算 , ‖ε‖ = ( |XR
2 - XM

2 |) 1 / 2 ;

( 10) 设 ξ为图像去噪后的最佳小波系数估计精度, 当

‖ε‖ / |XM |≤ξ, 接收估计系数 ; 否则 , 转到第一支路的 ( 2) 继

续迭代运算 , 直至满足设定精度要求。

2 仿真试验与结果

对图像消噪算法的性能评估 , 常用定性或定量测定方法。

前者主要是对合成图像的效果进行视觉评价 , 而后者则从信号

和噪声水平的量化角度来评估。我们在此以信噪比 SNR 定量

对推荐算法和其他算法的性能进行对比。定义 SNR = 10log10

( Psignal /Pnoise) , 其中 P signal为净图像方差变量 , Pnoise为噪声方差

变量。SNR 增益定义为

SNRresult - SNRnoise = 10log10P inputnoise /P remainingnoise ( 16 )

设被试输入图像为 256 ×256 像素、名为“Cameraman. tif”

图像 , 如图 2 所示。对该图像人为加入高斯白噪声如图 3 所

示, 用维纳自适应滤波和上述推荐算法分别进行图像处理。图

4 是用维纳自适应滤波得到的图像 , 图 5 是用推荐算法得到的

图像。所选择的高斯白噪声的均值为 0, 方差由小到大逐渐增

强。表 1 所示为叠加不同方差的高斯白噪声所对应的图像输

入信噪比和图像处理后所获得的增益幅值。

依据式( 16) 算得的信噪比增益分布如表 1 所示。信噪比

增益分布点如图 6 所示。从图像对比试验点可知 , 推荐算法比

维纳自适应滤波算法所得的 SNR 增益要提高约 2db。然而 , 由

于图像恢复指标所涉及的因素很多 , 虽然推荐算法比维纳滤波

算法在增益上提高约 2db, 但是 , 前者的图像清晰度要比后者

稍有逊色。这说明单一的定量指标还不足以评价一幅图像的

内涵质量。

表 1 消噪信噪比增益

加入高斯

白噪声

( 标准差 )

输入 SNR
( db)

维纳滤波后

SNR 增益

( db )

推荐算法

SNR 增益

( db )

0. 008 15 . 99 18. 55 20. 13

0 . 01 14 . 48 20. 12 22. 22
0 . 05 4 . 719 32. 51 35. 08

0 . 08 2 . 386 34. 91 37. 44
0. 1 1 . 594 36. 07 38. 7

3  结论

本文所讨论的方法是基于小波域内规范正则化迭代图像

恢复算法与马尔科夫随机场模型估计相结合的方法 , 它兼顾了

正则化迭代算法的最小二乘本质 , 使算法简易、收敛; 同时又在

计算贝叶斯后验概率密度的基础上确定正则迭代的初始值 , 并

依据边缘概率获得图像小波的减缩系数的迭代方程。通过双

支路迭代运算的结构融合使各自支路的估计得到相关性补偿 ,

确保在事先设定的搜索精度指标下 , 使降噪图像小波系数在每

一层上都能够达到最好的估计值。
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图 6 信噪比增益分布曲线
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