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摘　要： 采用非均匀梁作为树枝物理模型，分析了梁的弯曲效应，推导出挠度曲线表达式，并对其运用多项式最
小二乘法拟合，将拟合后的简洁表达式预计算于纹理中，有效降低了实时计算量。 为平衡 ＣＰＵ 与 ＧＰＵ 的负载，
设计了分层次的树木结构模型，将力学分析计算转移到 ＧＰＵ上进行，同时避免了将树枝分段计算导致段间断裂
现象及分段过大引起模拟效果过于粗糙的缺点。 实验表明，该方法能完全实时、真实地模拟出风中树木动画的
物理效果，解决了目前树木物理动画速度太慢不能实时模拟的不足。
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　　树木是自然场景中不可或缺的重要组成部分，而树木在风
中的动画是影响树木真实感的决定性因素之一。 实时、逼真地
模拟树木对风的响应是一项具有挑战性的课题，主要原因在于
树木几何结构的高度复杂性。 为了真实模拟树木对风的响应，
以下三方面内容需要明确：

ａ）风力模型，用于描述风的行为特征；
ｂ）力学模型，用于分析相互连接的树枝和树叶对风力的

响应；
ｃ）树木结构模型，用于描述树木几何元素等级组织关系。
目前，树木在风中的动态模拟主要有两类方法：过程式方

法［１ ～３］和基于物理的方法［４ ～８］ 。 基于过程式的方法没有考虑
树木的物理特性，采用经验公式计算树的位移，效率较高，但需
反复试验才能得出适宜的公式，不具有通用性。 基于物理的方
法通过求解力学方程得到树的形变，能比较真实地模拟树木在
风中的运动，但是计算开销太大，不适于实时计算场合。 在这
两类模拟方法中，树木结构模型盛行采用蒙皮骨骼动画
（ｓｋｉｎｎｅｄ ｓｋｅｌｅｔａｌ ａｎｉｍａｔｉｏｎ），将分枝用分段的刚性杆件表示，
该杆件不能变形只能弯曲［１，４，６］ 。 该结构模型具有三个缺点：
ａ）将所有计算负载置于 ＣＰＵ 上，因为每个分枝的骨骼矩阵
（ｂｏｎｅ ｍａｔｒｉｘ）必须在每帧中重新计算；ｂ）通过增加更多的连接
点（ｊｏｉｎｔ）来提升模拟枝条弯曲的精细程度，这将导致更大的计

算量；ｃ）相邻分段间的弯曲程度不同时会产生裂口现象。 以
上几点原因导致基于连接点的方法不适合用于高质量的实时

树木动画。
本文提出一种实时模拟树木与风场交互的方法，所有的变

形计算都基于 ＧＰＵ。 树木结构模型采用分级层次表示，适合
在 ＧＰＵ中计算不能访问上次运算结果的特点。 为了简化计
算、提高计算效率，在不影响真实感的前提下，本文弱化了树枝
间的联系，采用 Ｅｕｌｅｒ唱Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论分析树枝的受力与挠度
的变化关系。 运用线性最小二乘法拟合挠度曲线表达式为简
洁形式，并将简化后的表达式预计算于纹理中，实时计算时通
过 ＧＰＵ顶点纹理采样访问，大幅度地降低了计算开销，是本文
实时模拟风中树木运动的关键所在。

1　基于 GPU的树木结构模型
为提高计算效率以达到实时模拟目的，将树枝的所有变形

计算移植到顶点着色器（ ｖｅｒｔｅｘ ｓｈａｄｅｒ）上进行，平衡 ＣＰＵ 与
ＧＰＵ的工作量，充分发挥 ＧＰＵ 高效计算的优势。 借签文献
［３］中的部分思想，树木结构模型采用分层次结构，不同之处
在于，本文考虑了顶点在本枝中的位置索引，而文献［３］只考
虑了顶点在它所有父枝中的索引。 首先，将树木结构分层描
述，如图 １所示，借用二叉树结构中各层次的概念描述，兄弟
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分枝为具有相同父分枝的各树枝，具有子树枝的树枝称为子树
枝的父分枝。 其次，为了显式计算所有父分枝的受力变形且无
须在运行期间传递任何信息，需要将树木结构（如层级信息）
的相关信息暴露给每个顶点。 为了达到这个目标，每个树枝顶
点应该知道它所在层级的索引。 根据树木本身的特点，设计出
的树木结构模型如下：

ａ）对于具有相同父分枝的兄弟树枝而言，它们具有相同
的父分枝索引信息；

ｂ）对于同一枝条上的各个顶点而言，它们除了具有相同的
父分枝索引信息外，还存储了它们在相同枝条上的位置索引。

不同的兄弟树枝在相同父树枝上的位置关系，采用规范化
的 x∈［０，１］表示，具体为

x ＝
c －p０
p１ －p０

（１）

其中：c为子树枝在父树枝上的起始位置，p０ 和 p１ 分别为父枝
的起点位置和终点位置，位置相减采用欧拉距离计算。 每条树
枝的索引值∈［０，１］，其中：０ 表示父树枝起点，１ 表示父树枝
终点。 假设树木具有三层结构，如图 ２ 所示，那么每个 ０ 级树
干上各顶点的索引信息只有一个，１ 级树枝上各顶点的索引信
息有两个（在１级树枝上的位置索引和在 ０级树主干上的位置
索引），２级树枝上每个顶点的索引信息有三个（在 ２ 级树枝、１
级树枝以及 ０级树主干上的位置索引）。

2　风力模型
树木在风中的动画主要源于风的变幻，为模拟出真实的动

画效果，反映风力自然规律的模型必不可少。 根据大气研究方
面的知识，瞬时风速可表示为平均风速和脉动风速之和［７］ ：

v ＝v－＋vdp （２）

由于脉动分量 vdp相对于平均风速 v
－
成对称分布，且大体

上符合正态分布，故常将它近似为高斯过程。
顺着风向，整个风力由拖曳力和升力两个分量构成，根据

风速风压关系公式拖曳力和升力分别为：

Fd ＝１
２

CDραv２ S （３）

Ft ＝
１
２

CLραv２ S （４）

其中：CD 和 CL 分别是阻力系数和升力系数；S表示迎风面积；
ρα为空气密度。

根据文献［９］提供的数据，取 CD 和 CL 系数分别为 ０．０１３、
０．７５，空气密度 ρα＝２．３７ ×１０ －３ｇ／ｍ３ 。

3　力学模型
树枝的长度远大于直径，且树木在风中的舞动效果主要体

现为树枝的弯曲，枝条的剪切变形影响可以忽略，故本文采用
欧拉梁来模拟树枝。 梁的几何特性和物理特性的模型决定了
树枝在风中舞动的真实感。 在真实动画中，经常采用弹性圆柱
（均匀梁）表示梁的几何形体，并用均匀横向力计算梁的变
形［９］ 。 但是，均匀梁并不能很好地逼近树枝，本文的模拟方法
采用了一种更接近于真实树枝的梁模型，考虑了树枝的基本物
理属性。

3畅1　非均匀梁受力弯曲变形分析
将树枝视为图 ３ 所示具有线性锥度比的梁，长度为 L，半

径 s１ 和 s２ 分别表示固定端与自由端的半径。

树枝的挠度由欧拉—柏努利（Ｅｕｌｅｒ唱Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ）微分方程描述：
矪２

矪x２
EI（ x） 矪

２u（x）
矪x２ ＝F （５）

其中：u（x）挠曲线表示位置 x处的挠度；I是截面惯性矩（与所
受载荷方向有关）；F为分布荷载；E是弹性模量。
因为树枝一端固定在父枝（或树主干）上，称该端为固定

端，所以该端的挠度和斜率都为 ０，即它的边界条件为

u
x ＝０

＝０ 且 矪u
矪x x ＝０

＝０ （６）

树枝自由端的剪力和弯矩为 ０，即边界条件为
矪２ u
矪x２ x ＝L

＝０ 且矪３u
矪x３ x ＝L

＝０ （７）

为了简化计算并应用于本文设计的基于 ＧＰＵ的树结构模
型中，将梁模型规范化为单位长度，并用锥度比α表示树枝两
端的半径比。

r１，２ ＝
s１，２
L 　α＝

r２
r１

（８）

梁的圆形截面的截面惯性矩为

I ＝πr４ ／４ （９）

是半径 r在梁的轴方向线性变化。 在此，采用具有线性锥度比
的梁建模树枝的重要性通过半径 r的四次方得以充分体现，当
半径变化时挠度也会变化。 由式（８）和（９）可推导出沿着梁轴
方向的截面惯性矩可表示为

I（ x） ＝
πr４１ （（α－１）x ＋１）４

２ （１０）

在给定的边界条件式（６） （７）和可变的截面惯性矩（１０）
时，欧拉—柏努利微分方程（５）的解析解为

u（ x） ＝［F（（ x（a －１）（２x（a －１）（３ ＋（a －１）a） ＋

３（４（a －２）a））） －６（１ ＋x（a －１））２ ｌｎ（１ ＋x（a －１）））］

／［ r４１ LE（３π（１ ＋x（α－１））２ （a －１）２ ）］ （１１）

从式（１１）可知，力 F 与挠度值成正比（即挠度 u（ x）的幅
值与力 F成正比），与树枝固定端半径 r －４

１ 成正比。
为了提高在顶点着色器中计算 u（x）的效率，采用多项式

拟合最小二乘法简化挠曲线等式（１１）为多项式：

u（ x） ＝ F
r４１ LE

（ c３ x３ ＋c２ x２ ＋c１ x ＋c０ ） （１２）

其中：c０ ～c３ 是与α有关的系数，表 １ 为不同锥度比时 c０ ～c３
的取值及误差绝对值的最大值Δxｍａｘ。 通过多项式拟合，u（x）
的计算量从５８次降为１９次，计算量为原来的 ３２畅８％。 顶点纹
理采样是随着图形处理器的发展而提供的一种顶点采样功能，
在 ｖｓ＿３＿０以上版本得到支持。 将拟合后的多项式部分 c３x３ ＋
c２x２ ＋c１x＋c０ 视为自变量为α和 x的二元函数，α和 x分别对
应 ＧＰＵ纹理的 u、v坐标，则可将多项式预计算存储于纹理中，
实时计算时通过顶点纹理采样访问预计算信息。 ＧＰＵ实施顶
点纹理采样只需一次操作，所以挠度曲线 u（x）的计算从 ５８ 次
减少为 ８次，为原计算量的 １３．８％。
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表 １　多项式拟合系数及误差

α c３ 沣c２ _c１ 圹c０ VΔxｍａｘ
０ &．０１ ４ [．６４３９０７ －４ �．５３４１２１ １ S．４４５７７０ －０ 篌．０８８３２２ ０ Ё．０９５９３０
０ &．０４ ２ [．２５４３７４ －１ �．７４９００１ ０ S．５８２３７１ －０ 篌．０３４０７６ ０ Ё．０２８０８８
０ &．０７ １ [．３４６１１１ －０ �．７６７４４２ ０ S．２９３２６８ －０ 篌．０１６８５８ ０ Ё．０１０８５７
０ &．１０ ０ [．９３０８２２ －０ �．４０００２７ ０ S．２１７２４８ －０ 篌．０１７６８６ ０ Ё．００３１００
０ &．１３ ０ [．５５９５５０ －０ �．００２０３３ ０ S．０８５０８７ －０ 篌．００６２９０ ０ Ё．００１０２６
０ &．１４ ０ m．４７１９２ ０ 鬃．０８６３４３ ０ e．０５６５８ －０ 忖．００３８７６６ ０ Ё．００１０３４
０ &．２０ ０ [．１４７７１０ ０ 鬃．３７９１００ －０ w．０３３２８４ ０ 舷．００３４９０ ０ Ё．００１５６８
０ &．３０ －０ �．０５３４６１ ０ 鬃．４９３７６０ －０ w．０６０９４６ ０ 舷．００５３６８ ０ Ё．００１２０９

3畅2　三维空间弯曲变形计算
上节推导了二维空间梁挠度计算公式，为了将其应用到任

意树枝的顶点上，需要在树枝局部坐标系中表示挠度。 假设每
个树枝的顶点由树枝本地坐标系（ t，r，s）表示，t 为沿梁轴方
向，如图 ４所示，左图为变换前树枝的局部坐标系（与世界坐
标系相同），右图为变换后的局部坐标系。 将风力投影到 r 轴
和 s轴上分别计算其挠度 ur、us，最终树枝的变形位移为

p′＝p０ ＋r ×ur ＋s ×us （１３）

其中：p０ 为变形前的位置，p′是变形后的位置。 注意，由于每层
树枝上各顶点的变形除了本级树枝的受力变形外，还与它的所
有父分枝的变形有关，即子枝的变形是当级树枝变形叠加上所
有父枝的变形。 以图 ２中的点 p２ 为例，顶点 p２ 受力变形后的
最终位置表示为 p′，如式（１４）所示。 其中：p２ 为变形前的初始
位置；p２′表示顶点 p２ 来第 ２ 级分枝上的变形偏移；p１′表示顶
点 p１ 在第 １级分枝上的变形偏移；p０′表示 p０ 在树主干上的变
形偏移。

p′＝p２ ＋p２′＋p１′＋p０′
p２′＝r２ ×u r２ ＋s２ ×us２

p１′＝r１ ×ur１ ＋s１ ×us１

p０′＝r０ ×ur０ ＋s０ ×us０

（１４）

4　实验及分析
4畅1　简要实现

树枝的每个顶点及每个树枝需要的信息参见表 ２，为了在
ＧＰＵ上快速访问每个顶点所在树枝的信息，将树枝信息存储
在纹理中，在顶点着色器上直接进行顶点纹理采样。

表 ２　顶点及树枝信息表

每个顶点
位置 ｐｏｓ、在各级的索引信息 ｐｏｓ ＿ ｉｎｄｅｘ ［ ］，分枝索引
ｂｒａｎｃｈ＿ｉｎｄｅｘ

每条树枝

分枝索引 ｂｒａｎｃｈ＿ｉｎｄｅｘ，分枝长度 ｌｅｎｇｔｈ，分枝锥度比 α，局

部坐标系（ x→ l， y
→

l， z→ l），分枝层次 ｌｅｖｅｌ，父分枝 ｐａｒｅｎｔｓ［ ］，
杨氏模量 E

　　ＧＰＵ顶点着色器上的算法实现描述如下：
全局变量
ｆｌｏａｔ ｂｒａｎｃｈ＿ｉｎｄｅｘ， ｌｅｖｅｌ， ｐａｒｅｎｔ， E，α，ｌｅｎｇｔｈ；
／／各参数含义参见表 ２
ｖｅｃｔｏｒ３： x，y，z；／／分枝所在的局部坐标系
顶点着色器
１）得到该顶点所在分枝的索引 ｂｒａｎｃｈ＿ｉｎｄｅｘ；
２）顶点采样查询顶点所在分枝的层次 ｌｅｖｅｌ；
３）ｗｈｉｌｅ（ ｌｅｖｅｌ≥０．１）
｛

（１）顶点采样查询该分枝的锥度比 α、杨氏模量 E、分枝长度 L、分
枝的局部坐标系（ x→ l， y

→
l， z

→
l）、父分枝 ｐａｒｅｎｔ；

（２）根据 α值查询多项式拟合后的系数 c２ 和 c４ ；
（３）由式（１２）计算顶点在该级分枝上的弯曲后的位置 ｐｏｓｉｔｉｏｎ；
（４） －－ｌｅｖｅｌ；
｝

4畅2　实验分析
在显卡为 ＮＶＩＤＩＡ ＧｅＦｏｒｃｅ ９８００ ＧＴＸ ＋、ＣＰＵ 为 ＤｕａｌＣｏｒｅ

Ｉｎｔｅｌ Ｃｏｒｅ ２ Ｄｕｏ Ｅ７４００、内存大小为 ３３２７ ＭＢ平台上，采用 Ｄｉ唱
ｒｅｃｔＸ９图形开发包进行编程实验。 图 ５ 和 ６ 分别是一棵树在
不同风力和不同风向下实验的结果 帧率统计如表 ３所示。

表 ３　帧率对比表

顶点数 三角面片数 帧率

２２ ７８２ �２５ ４８０ j１ １１９ r
２３ ８１６ �２６ ４２０ j１ １１７ r
３４ ９２２ �３８ ０８０ j１ １０４ r
５６ ２６０ �５９ ９８０ j１ １０２

　　从图 ５、６可知，本文设计的基于 ＧＰＵ 的树木动画模拟方
法有效，模拟结果逼真；从表 ３可知，本文的树木动画模拟方法
高效（帧率达 １ １１９ ｆｐｓ）且随顶点数目增加帧率影响不大，从
本质上提高了绘制速度，而以往文献的模拟速度仅为几帧，难
以达到实时（通常为 ３０ ｆｐｓ）。
5　结束语

本文设计了基于 ＧＰＵ 的分层次树木结构模型，采用非均
匀梁作为树枝模型，分析并推导了树枝变形的挠度曲线表达
式，运用线性最小二乘法拟合挠度曲线并将其预计算到顶点纹
理中，在 ＧＰＵ上实时计算树枝各顶点由于风力作用引起的位
移时顶点纹理采样预计算结果，大幅度地降低了计算量。 实验
结果表明，本文提出的树木在风中运动的物理方法高效、模拟
结果逼真，能广泛应用于虚拟场景模拟中。
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