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基于 ＳＴＬ文件的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ网格优化算法
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摘　要：针对直接重构得到且以ＳＴＬ文件格式存储的网格模型质量不高的问题，提出了一种基于 Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐
标的网格模型全局优化算法。该算法在提高三角面片质量的同时可以很好地保持原网格模型的局部几何特征，

其核心思想是通过在最小二乘意义下求解由权重控制的包含顶点位置和拉普拉斯坐标双重约束的线性系统来

对网格顶点进行重新定位。从实验结果可以看出，该算法较以往的Ｌａｐａｃｉａｎ优化算法在对网格细节特征的保持
上有一定优势。
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　引言

随着软件功能的加强，目前很多测量设备可以在输出测量

数据的同时输出三角网格数据（即经过三角化的数据）或者

ＳＴＬ（ｓｔｅｒｅｏｌｉｔｈｏｇｒａｐｈｙ）格式数据。其中ＳＴＬ文件格式使用一系
列小三角形平面来逼近实体模型，已经成为ＣＡＤ／ＣＡＭ系统接
口文件格式的工业标准之一。直接使用测量设备测量并生成

的ＳＴＬ文件所描述的网格模型通常质量都不高，存在较严重
的三角面片不均匀（狭长或扁平的三角面片过多）问题。为了

提高逆向工程后续处理环节的效率和质量，有必要对这样的模

型进行优化。三角网格优化的目的就是在将网格曲面的几何

失真控制在一定范围内的前提下，尽可能地提高网格曲面的质

量，其方法有改变网格连接关系的优化算法和保持网格连接关

系的优化算法两大类。目前不改变网格连接关系的全局优化

算法是研究的主流。当下流行的网格全局优化算法都是将模

型顶点分为自由顶点和约束顶点两类。约束顶点的位置不变，

同时对自由顶点的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标进行约束，然后通过在最小
二乘意义下求解包含约束顶点位置和自由顶点 Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标
双重约束的线性系统来对自由顶点进行重新定位［１～８］。本文

算法是在综合研究了上述各种优化算法的基础上提出的，特点

是不再区分约束顶点和自由顶点，对所有顶点都进行位置和

Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标的双重约束，然后在最小二乘意义下求解包含
双重约束的线性系统，对所有顶点同时进行重新定位。本文算

法的优点是对模型的局部几何特征具有很好的保持性。

"

　网格质量评价标准

对网格模型进行优化，首先要有一个可以量化的网格质量

评价标准，本文采用边长正则度来评价单个三角面片的质量。

计算方法如式（１）所示。

ｒｅ＝
ｌ３－ｌ１
ｌ２

（１）

其中：ｒｅ是基于边长的三角形正则度，０≤ｒｅ＜１；ｌｉ是三角形的
一条边，ｌ１＜ｌ２＜ｌ３。三角面片为正三角形时，ｒｅ＝０；为狭长三
角形时，ｒｅ趋近于１。如果一个模型中的大部分三角面片的正
则度都趋近于０，说明该模型的质量很好，反之则质量不好。
在后文中使用质量曲线来描述模型的质量。

#

　优化算法总体流程

本文中的模型质量优化算法分为三步，具体步骤如下：

ａ）从ＳＴＬ文件中重建模型的拓扑结构。
ｂ）计算网格模型顶点的两类Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标。
ｃ）建立包含顶点位置和Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标双重约束的线性系
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统，然后通过求最小二乘解对顶点进行重新定位。

$

　
(5P

文件的拓扑结构重建

ＳＴＬ文件是三维曲面网格的离散表示，同时也是一种标准
的文件输出形式，它一般有 ＡＳＣⅡ格式和二进制格式两种格
式，本文中使用ＡＳＣⅡ格式，每行的关键字和数据内容如下：

ｆａｃｔｎｏｒｍａｌＶｘＶｙＶｚ〈三角面片法失量〉

ｏｕｔｅｒｌｏｏｐ

ｖｅｒｔｅｘＶｘ１Ｖｙ１Ｖｚ１〈顶点坐标〉

ｖｅｒｔｅｘＶｘ２Ｖｙ２Ｖｚ２〈顶点坐标〉

ｖｅｒｔｅｘＶｘ３Ｖｙ３Ｖｚ３〈顶点坐标〉

ｅｎｄｌｏｏｐ

ｅｎｄｆａｃｔ

由于ＳＴＬ文件中包含的数据是离散的三角面片顶点坐标
信息以及三角形单元的单位外法向量，不包含任何三角形之间

的拓扑关系，所以在实际应用中不能从 ＳＴＬ文件中直接提取
所需的相关信息（如邻接信息等）。因此，需要将 ＳＴＬ文件的
数据格式转换成合适的曲面网格数据文件，这需要将离散的三

角形单元进行曲面网格重建。曲面较复杂的实体模型一般由

几万甚至几十万个三角面片构成，这使得 ＳＴＬ文件数据量非
常大，而且顶点的坐标信息会在多个三角面片中重复出现，因

而国内外许多学者针对如何剔除冗余数据并且建立高效合理

的拓扑结构的问题进行了大量的研究工作［９～１３］。本文在以上

各种重建算法的基础上，以 ＳＴＬ文件数据中固有的相关性为
基础，提出了一种不需要复杂数据结构的快速重建算法，可以

在付出较少计算量代价的情况下实现拓扑结构的重建。具体

算法如下：

ａ）建立顶点数组 ｖｅｒｔｅｘ（３，）和三角面片数组 ｔｏｐｏｌｏｇｙ
（３，）。

ｂ）顺序读取ＳＴＬ文件中每一个三角面片（设为三角面片
ｊ）的数据，将顶点坐标按顺时针顺序编号存入ｖｅｒｔｅｘ，并按照同
样顺序将顶点的编号存入ｔｏｐｏｌｏｇｙ。

ｃ）将第ｊ号面片中每一个顶点的坐标与上一个面片（第
ｊ－１号面片的３个顶点坐标进行比较，如果第 ｊ号面片中的第
ｉ（ｉ＝１，２，３）个顶点坐标与第ｊ－１号面片的第 ｋ（ｋ＝１，２，３）个
顶点坐标值相同，则 ｔｏｐｏｌｏｇｙ（ｉ，ｊ）＝ｔｏｐｏｌｏｇｙ（ｋ，ｊ－１）；否则执
行步骤ｄ）。

ｄ）将第ｊ号面片中的第ｉ（ｉ＝１，２，３）个顶点坐标与顶点数
组ｖｅｒｔｅｘ（３，ｎ）（假设已经生成 ｎ个顶点的数组）逆向比较，如
果存在第ｍ（ｍ≤ｎ）号顶点的坐标值与其相同，则ｔｏｐｏｌｏｇｙ（ｉ，ｊ）
＝ｍ，否则为新顶点，令ｎ＝ｎ＋１，并将第ｊ号面片中的第 ｉ（ｉ＝
１，２，３）个顶点坐标存入ｖｅｒｔｅｘ（３，ｎ）中。

ｅ）处理完第 ｊ号面片中所有顶点之后，令 ｊ＝ｊ＋１，返回步
骤ｂ）。

算法结束后得到有序顶点数组 ｖｅｒｔｅｘ和三角面片数组 ｔｏ
ｐｏｌｏｇｙ。Ｔｏｐｏｌｏｇｙ中的元素是ｖｅｒｔｅｘ中顶点的编号，每三个为一
组，按顺时针排列构成一个三角面片，所以 ｔｏｐｏｌｏｇｙ中也包含
了模型中所有边的信息。

%

　网格顶点
P0?I0T90:

坐标

网格上的离散Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标是目前最流行的描述网格模

型几何细节的数学工具，当下很多网格模型优化算法中都有对

Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标的使用。本文算法的基本思想是：当网格某顶点
上两种不同权重的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标值相等时，包含该顶点的局
部片趋向于规则化。该思想是 Ｎｅａｌｅｎ等人于２００５年最先提
出的［１４］，最初是针对模型局部优化的，采用的是自由顶点和约

束顶点分开的策略，用于全局优化时要选取一定数量的特征顶

点作为约束顶点。

在步骤ｂ）完成后，已经得到了顶点数组 ｖｅｒｔｅｘ和三角面
片数组ｔｏｐｏｌｏｇｙ，下面就根据这两个数组中的数据计算网格顶
点的两类Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标，计算公式如下：

δｉ＝ ∑
ｖｊ∈Ｎ（ｉ）

ｗｉｊ（ｖｊ－ｖｉ） （２）

式（２）为网格模型顶点 ｖｉ处的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标的计算公
式，ｖｊ是顶点ｖｉ的局部片中的任意一点。

ｗｉｊ＝
ωｉｊ

∑ｖｊ∈Ｎ（ｉ）ωｉｊ
（３）

式（３）～（５）是权重系数计算公式，采用式（４）（５）计算出
来的Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标可以分别称为同一 Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标和余切
Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标，分别记为δｕ和δｃ。

ωｕｉｊ＝１ （４）

ωｃｉｊ＝ｃｏｔαｉｊ＋ｃｏｔβｉｊ （５）

在计算网格顶点的Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标时，本文使用 ｎ×ｎ阶的
Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵Ｌ。

Ｌ＝

Ｌ１１ … Ｌ１ｎ
 Ｌｉｊ 

Ｌｎ１ … Ｌｎｎ

（６）

式（６）中的Ｌｉｊ的形式如下：

Ｌｉｊ＝

－１　ｉ＝ｊ

ｗｉｊ　 ｖｊ∈Ｎ（ｉ）









０　　ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

（７）

Δｄ＝ＬＶｄ＝［δ１ｄ，δ２ｄ，δ３ｄ，…，δｎｄ］Ｔ　ｄ∈｛ｘ，ｙ，ｚ｝ （８）

Ｖｄ＝［Ｖｄ１，Ｖｄ２，Ｖｄ３，…，Ｖｄｎ］Ｔ　ｄ∈｛ｘ，ｙ，ｚ｝ （９）

其中：Ｖｄ是顶点坐标在某一坐标轴方向的分量，Δｄ是Ｌａｐｌａｃｉａｎ
坐标在某一坐标方向的分量。

ｋｉｎｉ＝δｃｉｋ＝
１

４Ａ（ｖｉ）
∑

ｖｊ∈Ｎ（ｉ）
（ｃｏｔαｉｊ＋ｃｏｔβｉｊ）（ｖｉ－ｖｊ） （１０）

其中：ｋｉ是网格曲面在顶点 ｖｉ处的平均曲率；Ａ（ｖｉ）是顶点 ｖｉ
的Ｖｏｒｏｎｏｉ图（图１中阴影部分）的面积。

&

　网格顶点重新定位

式（１１）中的Ｖ′ｄ是重新定位后的顶点坐标在某一坐标轴

方向上的分量，本文的优化方式是对网格顶点坐标的三个分量
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分别进行求解，求解的是式（１２）中所示的２ｎ×ｎ的线性系统。
Ｖ′ｄ＝［Ｖ′ｄ１，Ｖ′ｄ２，Ｖ′ｄ３，…，Ｖ′ｄｎ］Ｔ　ｄ∈｛ｘ，ｙ，ｚ｝ （１１）

Ｌｕ
Ｗ







ｐ
Ｖ′ｄ＝

Δｄｃ
ＷｐＶ







ｄ

（１２）

ＬｕＶ′ｄ＝Δｄｃ （１３）

ＷｐＶ′ｄ＝ＷｐＶｄ （１４）

式（１２）中的Ｌｕ是采用同一 Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩
阵；Δｄｃ是余切 Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标的一个分量；Ｗｐ为约束控制矩

阵，是一个ｎ×ｎ的对角矩阵。式（１２）中的线性系统可以进一
步写成式（１３）（１４）的形式，从式（１３）（１４）可以看出式（１２）中
的线性系统由几何约束系统（式（１３））和位置约束系统（式
（１４））构成，每个约束系统包括 ｎ个方程，网格上的每一个顶
点的任意坐标分量都分别受到两个约束系统的约束。在两个

约束系统中几何约束系统保证顶点重新定位后的网格曲面质

量，即令每一个三角面片的形状都尽可能地接近正三角形；位

置约束系统保证顶点重新定位后的网格曲面与原曲面的几何

误差在可接受范围内，即保证优化后的模型不失真。

采用式（１３）方式构造几何约束系统的思想是 Ｎｅａｌｅｎ等
人［１４］于２００５年提出的，其依据是：当网格曲面上任意顶点的
局部片中包含的所有三角面片都为等腰三角形时，该顶点的同

一Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标和余切Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标相等。当将上述结论由
某一个三角面片扩展到整个模型表面时可以发现，如果所有的

三角面片都接近于正三角形，所有顶点的同一 Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标
和余切Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标接近相等。

本文中需要求解的线性系统是一个不相容的超定方程组，

对于这样的方程组只能求得最小二乘意义下的近似解，约束控

制矩阵Ｗｐ的功能就是调节两种约束系统对优化结果也就是

最后得到的近似解的影响。当Ｗｐ的设置偏向于几何约束时，

优化结果网格的质量会更好，但是与原始网格间的误差会加

大；而当Ｗｐ的设置偏向于位置约束时得到的结果正好相反。

所以如何设置Ｗｐ，以使得优化后的结果在网格质量和失真度

之间取得平衡是一个重要问题。

式（１５）中的ｗｐｉ是Ｗｐ第 ｉ行的元素，也是顶点 ｖｉ的位置
约束权重，Ｗｐ的设置过程也就是确定ｗｐｉ的过程。实验发现优
化过程中较严重的几何失真都发生在顶点平均曲率很高的区

域，所以对于平均曲率高的点应当给予更高权重的位置约束，

以抑制其失真。但是如果简单地在ｗｐｉ和ｋｉ之间建立线性对应
关系，平均曲率较低的区域又会由于位置约束权重过低而失

真。本文在大量实验的基础上提出了如式（１５）中所示的ｗｐｉ确
定方法。

ｗｐｉ＝∑
ｎ（珋ｋｉ）

ｊ＝１

珋ｋｉ（珋ｋｉ－珋ｋｍｉｎ）
ｎ（珋ｋｉ）

（１５）

其中：珋ｋｉ为顶点 ｖｉ的平均曲率（珋ｋｉ为标量，平均曲率向量为

ｋｉｎｉ）；珋ｋｍｉｎ为网格上所有顶点的平均曲率的最小值；ｎ（珋ｋｉ）为平
均曲率小于 珋ｋｉ的顶点数。

'

　对比实验及结果分析

以ＶｉｓｕａｌＣ＋＋２０１０为开发平台，结合 ＯｐｅｎＧＬ图形库实
现了本文算法，并在 ２．８ＧＨｚＣＰＵ、２ＧＢ内存的 ＰＣ机上与
Ｎｅａｌｅｎ等人于２００５年提出的基于特征顶点的优化算法从多方
面进行了对比实验。

先对拥有２３４５５个面片的小鸟模型进行实验，并从内存消
耗、算法执行时间、优化后网模型的质量和模型失真度四个方

面考察实验结果。图２是原始模型及其网格表示，图３中的曲
线图为网格质量曲线。质量曲线的横轴为三角面片的正则度，

纵轴为具有某一正则度的三角面片的数量。需要说明的是每

一个三角面片的正则度是一个介于０到１之间的实数，很难出
现两个三角面片的正则度完全相等的情况。本文为构造直观

的质量曲线，将０～１等分为１００个区间，正则度属于同一区间
的三角面片被视为拥有相同的正则度，其值为该区间的中

点值。

从图３中的质量曲线可以看出，原始网格中三角面片的正
则度多集中在０．７～０．３，高质量的三角面片不多。

图４是使用 Ｎｅａｌｅｎ算法优化后的小鸟模型及其网格表
示，图５为使用 Ｎｅａｌｅｎ算法优化后的模型的质量曲线。从曲
线上可以看出网格的质量有了明显的改善，绝大部分三角面片

的正则度都集中在０．３～０．０３，但是从图４中可以看出网格曲
面的几何细节有明显的丢失。

图６中的模型是使用本文算法优化后的小鸟模型及其网
格表示，图７中是其对应的质量曲线。从质量曲线看，使用本
文算法优化后的模型的质量相较使用Ｎｅａｌｅｎ算法优化后的模
型还有小幅的提高，绝大部分三角面片的正则度集中在０．０２
～０．３；更重要的是从图６可以看出，本文算法很好地保留了原
模型上的一些几何细节，失真度很低。从理论上分析，出现这

种结果是因为Ｎｅａｌｅｎ算法要确定部分特征点的位置不变，为
了满足这一刚性约束，算法必须牺牲掉特征点周围区域的部分

几何细节，而本文算法是对模型上所有的点都进行重新定位，

虽然个别点没有严格保持位置不变，但是总体上更好地保持了

模型的几何细节。

图８是有３５７４１个三角面片的松鼠模型的原始模型及网
格表示，图９为其质量曲线。从图９中可以看到原始模型中三
角面片正则度分布比较分散，大多分布于０．８～０．１。

图１０中的模型是使用 Ｎｅａｌｅｎ算法优化后的松鼠模型。
从其质量曲线（图１１）可以看出，网格质量得到了较大提高，绝
大多数面片的正则度都集中到了０．４５～０．０２，但同时细节失
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真也很明显（如松鼠的眼睛）。

图１２中的模型是使用本文算法优化后的松鼠模型，细节
失真度非常低，同时从图 １３可以看出网格质量提高幅度比
Ｎｅａｌｅｎ算法更大。

表１为本文算法与Ｎｅａｌｅｎ算法在两个模型上的运行时间

和最大内存消耗的对比。从表中可以看到本文算法的运行时

间与Ｎｅａｌｅｎ算法基本相当，最大内存消耗要大于Ｎｅａｌｅｎ算法，

但也在可接受范围之内，对用户的实际使用没有影响。从理论

上讲，本文算法和Ｎｅａｌｅｎ算法的实质都是对大规模、稀疏线性

系统的求解，在实际编程过程中都采用了并行运算的策略，所

以对同一模型进行优化时用时相当，但由于本文算法需要求解

的线形系统规模更大所以内存消耗更大。

U

　结束语

本文提出了一种基于Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标约束的三角网格模型

全局优化算法和一种基于ＳＴＬ文件的模型拓扑结构的快速重

建算法，这两种算法结合使用可以达到对使用 ＳＴＬ文件格式
存储的三角网格模型进行全局优化的目的。算法提出后又与

Ｎｅａｌｅｎ算法进行了对比实验，这里之所以选择 Ｎｅａｌｅｎ算法进
行对比实验，是因为该算法是目前效果比较好且最有代表性的

曲面网格模型优化算法，近几年提出的一些新算法大多是该算

法的改进与发展。最后实验结果表明，本文算法在显著提高了

网格模型质量的同时，很好地保持了模型的几何细节，优化后

的模型失真度相较Ｎｅａｌｅｎ算法更低，同时式（１２）也提供了一
个开放的算法平台，通过选择不同的 Ｗｐ设计方案，可以得到

各种有针对性的优化效果。

表１　本文算法与Ｎｅａｌｅｎ算法的实验对比

算法

小鸟模型

最大占

用内存／ＭＢ
运行

时间／ｍｓ

松鼠模型

最大占

用内存／ＭＢ
运行

时间／ｍｓ

Ｎｅａｌｅｎ算法 ３６５ １．２８ ５５８ １．４７

本文算法 ４７５ １．２４ ７６４ １．４５
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