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摘 要 曲面上的曲线造型是计算机图形领域的一个新的研究热点=而且它们在纤维织物编织I三维服装裁剪以

及复合材料的纤维缠绕轨迹设计等领域有十分广泛的应用<为了解决圆环面上纤维轨迹的计算机辅助设计问题=
研究了圆环面上测地线的解析解以及拟测地线数值求解的具体算法并给出了其表达式<测地线是曲面上两点之间

最短距离的曲线段=在一般曲面上没有解析解=但是在圆环面上却可求出其精确的解析解<但在曲面的边沿部分=
测地线因不能实现自然的折返过渡=于是拟测地线就被引进到曲面上的曲线造型设计之中=在拟测地线分析研究

基础上=给出了圆环面上拟测地线的方程及数值解法=通过其在一个实例中的应用结果证明=该方法可获得织物的

纺织条纹以及缠绕物体的纤维轨迹<
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9 引 言

传统的曲线造型理论都是研究平面上曲线构造

及性质的=如 :;283+曲线及 :样条曲线等=最近=曲
面上的曲线表示及生成方法又受到广泛的重视=主

要是由于曲面上的曲线有着广泛的应用前景=如人

体模型上的各种曲线I立体服装裁剪中的拼接缝线

等=而其最广泛的应用却是在复合材料产品的生产

设计上<如今纤维缠绕技术已广泛应用于高品质复

合材料产品的生产设计之中=如航空器械的外壳I高
压力容器等=其中=纤维轨迹的设计是纤维缠绕技术

的关键<到目前为止=对称体及旋转体的设计和生产

技 术 比 较 成 熟=其 一 般 是 采 用 F.-8+-*-<’=方 程 来 求

解测地线以作为缠绕轨迹=而对非对称物体=其缠绕

轨迹的求解就相当复杂=一般是采用旋转体去逼近

复杂物体=或是采用离散的方法<%=来求解=而其精确

解析解的研究还未形成系统有效的方法
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最近!非轴对称物体的纤维缠绕产品也在复合

材料工业中得到广泛的应用!在非轴对称物体的纤

维缠绕过程中!计算机辅助轨迹设计比较困难!这是

由于非轴对称物体的结构非常复杂!而纤维轨迹的

计算必须非常精确!因为在工业生产中!不仅要求纤

维轨迹要有良好的几何性质!如要求纤维轨迹光顺!
分割长度均匀"布满!相邻轨迹基本平行和回头自然

等!还要求它们满足相应的物理约束!如不打滑"不

架桥"厚度均匀"稳定性好等!这样!靠经验模型及初

等方法是无法满足这些要求的#由此可见!非轴对称

物体比轴对称物体的纤维缠绕轨迹设计的纤维缠绕

轨迹设计!其难度要大得多$%&#
计算缠绕物体的纤维轨迹一般有两种方法$’!(&!

一种是基于离散剖分的方法!该方法首先是将缠绕

物体的芯模剖分成三角片!然后求解三角形网格曲

面上的测地线!得到用折线段表示的纤维轨迹!著名

的 纤 维 缠 绕 软 件 )*+,-.$/&和 )*+0-1+就 是 采

用这种方法$2&3另一种方法就是直接导出满足几何

及物理要求的纤维轨迹微分方程!因为一般没有解

析解!故采用数值方法来求解$’!(!4!5&#上述这两种方

法都有各自的优缺点!其中第 6种方法适应面比较

广!算法简单稳定!但计算量大!误差较大!并且在计

算过程中无法知道计算出来的轨迹是否满足给定的

几何及物理约束#第 /种方法虽然在精度和计算量

上都有优越性!但是它没有普遍适用性!这是由于不

同物体上的纤维轨迹的微分方程千差万别!不可能

有统一的方法来求解这些微分方程!因此在本文中!
仅仅研究圆环面上纤维轨迹的计算#

由于圆环面是非轴对称曲面!它的几何和代数

结构都比较简单!因此!其纤维轨迹微分方程的求解

相对来说就比较容易!而选择圆环面作为研究对象

的另一个原因!是由于它在复合材料工业中有广泛

的 应用!特别是 67/或 67’圆环面!对于管件8如天

然气输送管的管道接头9部件均是必不可少的#对它

们的生产方法!至今还是采用手工的方式!还没有达

到数控加工的程度#另外!还有一种弯曲型曲面的三

通管!其几何及代数结构都比环面复杂得多!因而对

环面上纤维轨迹的求解将有助于一般曲面上纤维轨

迹计算的研究#
由于测地线是曲面上的短程线!沿测地线缠绕

肯定能满足不打滑的要求!因此!应尽量采用测地线

作为纤维缠绕轨迹!当测地线不能满足某些特殊要

求时!就需采用拟测地线作为缠绕轨迹#

: 圆环面上测地线纤维轨迹的微分方

程及其求解

圆环曲面通常可用如下的参数方程来表示

;8<!=9> 8?8<!=9!@8<!=9!A8<!=99 869
式中 ?8<!=9> 8BC DEFG<9EFG=

@8<!=9> 8BC DEFG<9GHI=
A8<!=9> DGHI<

<和 =为圆环面的自然参数8如图 6所示9#

图 6 圆环及其上面的纤维轨迹

从式869可以得到

;<>8JDGHI<EFG=!JDGHI<GHI=!DEFG<9
;=>8J8BCDEFG<9GHI=!8BCDEFG<9EFG=!K9

8/9

式中!;<!;=是函数 ;8<!=9关于变量 <!=的偏导数#
从式8/9可得到该圆环曲面的第一个基本微分

形式!并用下式来表示

L>;<M;<> D/!N> ;<M;=> K!

O>;=M;=> 8BC DEFG<9/

进而圆环面上曲线弧长的微分形式可用下式来表示

PQ/> 8BC DEFG<9/P=/C D/P</ 8%9
假设在纤维轨迹上任意一点处纤维的切向与过该点

的中心圆切向之间的夹角为 R!如图 6所示!则称 R
为缠绕角#

这 时 测 地 线 方 程 的 .HFSTHUUV公 式 可 用 下 式 来

表示

WX>PRPQJ
6
Y/ O

ZUIL
Z=EFGRC

6
Y/ L

ZUIO
Z<GHIR> K 8’9

这里

P<
PQ>

6
YL
EFGR!P=PQ>

6
YO
GHIR 8(9

从式8/9和式8(9可得下式
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从 式*3,4式*+,和式*2,4即可得如下圆环面上的缠

绕角关于弧长的测地线方程

!(
!#$

’./"’./(
01 )%&’" *5,

由式*+,和式*2,可得下式

!-
!"$

)’./(
*01 )%&’",%&’( *6,

由式*+,和式*5,可得下式

!(
!"$

)’./"’./(
*01 )%&’",%&’( *78,

为了求解方程组*6,和*78,4构造如下整函数

9*(4",$ *01 )%&’",’./( *77,
就可以得到

!9*(4",$:9:(!(1
:9
:"!"

$*01)%&’",%&’(!(;)’./"’./(!"*7<,
将式*6,代入上式可得到 !9*(4",恒等于零4因

而有

*01 )%&’",’./(= > *7?,
这里4>是一个积分常数4其可以通过初始条件来确

定4如

>$ *01 )%&’"8,’./(8
这里4"8和 (8是初始中心角和缠绕角@

这个公式与旋转曲面上测地线的 ABC.DCEF方程

非常类似4因而可以看成是 ABC.DCEF方程在圆环面

上的推广@从式*7?,可以解出

’./($ >
01 )%&’" *73,

因而有

%&’($G *01 )%&’",<; >H <

01 )%&’" *7I,

将 式*73,和式*7I,代入式*6,4可以得到如下 -与 "
之间的关系

!-
!"$G

)>
*01)%&’", *01)%&’",<;>H <

*7+,

在给定初值条件下4由式*73,和式*7+,可求出

任意长度的一段测地线@图 <即是一个圆环面上测

地线的实例@
尽管测地线方程能够精确地求解4但在实际应

用中4测地线有很多约束限制4如要使纤维轨迹不架

桥4则初始缠绕角必须很大4这就对纤维的分布及力

图 < 圆环面上的测地线

初值条件J($5IK4"$8K4-$8K40$<)

学特性的调整带来不便L另一方面4在实际应用中4
并不需要生产整个圆环4而大量的是仅生产 7M3圆

环来作为管接头4一般在 7M3圆环的缠绕过程中4要
求 缠 到 边 界 处 能 自 然 回 头4且 不 能 打 滑4这 种 情 况

下4用测地线是完全不能满足这个要求的4但有没有

办法来克服这两个缺陷呢N由于实际物体表面都是

粗糙的4并且在实际缠绕过程中也一定有误差4因此

精确的测地线缠绕并不一定是必须的4为此将物体

的磨擦系数考虑进去4采用一种拟测地线的方法来

进行纤维缠绕4就可以减小缠绕角和自然回头4同时

满足不打滑不架桥的要求@

O 环面上的拟测地线方程及其求解

曲面上的拟测地线定义为

PQ
PR$ S *72,

这 里4PQ 是 测 地 曲 率4PR是 法 曲 率4从 力 学 分 析 上

看4PQ和 PR分别对应着曲面上的两种受力情况J一

是落在切平面上的切向分量 TQ4二是垂直于曲面的

法向分量 TR@
由于圆环面不是一个完全的凸曲面4如果轨迹

设计不合理4那么在缠绕过程中纤维就可能会因被

拉紧而架桥4因此为了避免纤维架桥4一方面法向力

TR必须将 纤 维 向 曲 面 方 向 拉 紧4而 在 另 一 方 面4又

要避免纤维在曲面上打滑4切向力 TQ必须不能超过

磨擦力的最大值 TU4可以用下式来表示

TQ V TU V UTR *75,
这里4U是静态磨擦系数@虽然一般磨擦系数 U的值

由多种因素确定4但主要由模芯曲面的形状W树脂的

粘 性 度 等 确 定4其 具 体 数 值 一 般 在 8X7Y8X3L
式*72,中的 S是一个常数L式*75,表示的稳定性标
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准可以写成

!" # $%&’
根据式$%(’式)并利用第 %节的推导方法)可得到圆

环面上的拟测地线方程如下

*+
*,-

./01./0+
23456.17!

56.8+
23456.13

./08+9 :4 $8;’

与式$&’和式$%;’所表示的测地线方程相类似)拟测

地线方程可以用如下微分方程表示

*<
*+-

7456.+
456.+./013!$56.8+3$23456.1’./08+’ $8%’

*1
*+-

7$23456.1’./0+
456.+./013!$56.8+3$23456.1’./08+’ $88’

微分方程式$8;’)$8%’和$88’没有解析解)因此必须

利用数值方法来求解这些微分方程)当给定适当的

初始参数 1;)<;)+;就可以一步一步地将拟测地线纤

维 轨 迹 计 算 出 来=一 个 张 角 为 &;>的 圆 环 面 上 的 拟

测地线纤维轨迹如图 ?所示=实验结果表明其计算

过程是稳定的=

图 ? %@A环面上的拟测地线纤维轨迹

$初始参数B+-(C>)1-;>)<-;>)2-?4)#-;=8;’

D 结 论

用复合材料制成的圆环面)尤其是 %@A圆环面

是常见的纤维缠绕产品)主要用于直管之间的接头)
如 今 纤 维 缠 绕 的 直 管 产 品 的 生 产 技 术 已 经 相 当 成

熟)并 已 经 大 量 投 入 生 产)生 产 过 程 已 经 实 现 自 动

化)而弯管的生产目前在国内还是靠手工方法来实

现=本文的研究成果为弯管生产的自动控制提供了

充分的依据=同时由于圆环是一种典型的非轴对称

物体)因此对其缠绕轨迹的研究方法可以应用或借

鉴到其他非轴对称物体$如三通管)多叉接头等’的

缠绕研究上去=
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