
1 引 言

波束形成是声纳信号处理的基础 , 其目的是使

多元阵构成的基阵经过适当处理得到在预定方向

的指向性。具体说 , 就是将一定几何形状( 直线、圆

柱等 ) 排列的多元基阵各阵元输出经过处理 ( 例如

加权、延时、求和等) 形成空间指向性的方法。假设

一个由 n 个无方向性阵元组成的直线阵列 , 其阵列

信号模型可以描述为

x( k) =a ( !) s( k) +n ( k) ( 1)

式中 , 接收信号为列向量 x( k) =[ x1( k) , ⋯, xN( k) ] T,

驾 驶 向 量 a ( !) =[ a 1( !) , ⋯ , a N( !) ] T, s ( t) 是 单 目 标

信号 , n ( t) 是背景噪声 , (·) T 为转置运算。

波束指向方向上的输出含有该方向上目标声

源发射的信号 , 也含有来自其它方向上的干扰信

号。为减少基阵对非期望方向上干扰的响应 , 需要

构造一个约束的最优化问题。最优化问题的准则是

在保证波束指向方向上信号的输出功率不变的前

提下 , 使波束输出功率达到最小。

给定条件

cH( !, f) a ( !, f) =1 ( 2)
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摘要: 研究了非正则复向量的特性对 MVDR 算法的影响。将阵元接收数据经过 FFT 运算后 , 在任一频率下的列向

量都是非正则复向量。根据非正则复向量伪自相关阵的特性 , 提出了扩展自相关矩阵和扩展驾驶向量 , 推导出了扩

展 MVDR( ExMVDR) 算法。仿真试验表明 ExMVDR 算法比 MVDR 能够更好的压制旁瓣 , 主瓣的信噪比能够提高

2dB 左右。
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Abst r act : The influence of the characteristic of the improper complex vector on MVDR algorithm is stu-

died. After FFT is performed on the received data from array, the column vector in each frequency bin

is improper. According tothe characteristic of the pseudo-autocorrelation matrix of the improper complex

vector , the extended autocorrelation matrix and the extended steering vector are brought forward. Ther-

eby, a new extended MVDR ( ExMVDR) algorithm is presented. Simulation results show that ExMVDR

can suppress the side-lobe well and improve the SNR of main lobe about 2dB.
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式中 , c( !, f) 和 a ( !, f) 分别为频率 f 时的权值向量

和驾驶向量 , H 为共轭转置运算。

满足上式时 , 波束形成器的输出功率

P( !, f) =cH( !, f) RX(f)( f) c( !, f) , ( 3)

达到最小。式中 RX(f)( f) 是频率 f 时的阵列协方差矩

阵 , 即

RX(f)( f) =E{X( f) XH( f) }, ( 4)

式中 , X( f) =[ X1( f) , ⋯, XN( f) ] H,

Xi( f) =
k- 1

k=0
!Xi( k) e- j2!kf/K, j2=- 1, i=1, ⋯ , N。

上述问题等效为对加权向量进行约束 , 使波束

指向方向上形成一个单位幅度输出 , 同时使基阵的

均方输出达到最小。求解这个问题要用拉格朗日法

来完成。构造一个代价函数

H( c( !, f) ) =P( !, f) +"[ 1- cH( !, f) a ( !, f) ] , ( 5)

式中 " 是任意常数。

将上式对 c( !, f) 求微分并令其为零 , 则可得最

佳权值向量为

c( !, f) = RX(f)( f) - 1a ( !, f)
a H( !, f) RX(f)( f) - 1a ( !, f)

( 6)

此即最小方差无失真响应 [ 1] ( Minimum Variance

Distortionless Response-MVDR) 波 束 形 成 的 基 本

思想。

由公式( 2) 至公式( 6) 可知 , MVDR 的运算数据

是 复 值 的 。 过 去 的 几 十 年 里 , 复 值 向 量 特 性 对

MVDR 性能的影响并没有得到足够重视。本文就研

究针对复值向量特性的 MVDR 算法。

2 非正则复向量简介

文献 [ 2-7] 详细介绍了复向量的特性。方便下文

公 式 推 导 , 首 先 对 非 正 则 ( improper) 复 向 量 作 一

介绍。

假 设 一 个 可 测 复 空 间 Cn 内 的 n 维 复 随 机 向

量 x=xR+jx1, 其自相关矩阵为

R=E{xxH}, ( 7)

其伪自相关矩阵为

P=E{xxT}, ( 8)

[ 定义 ] 若可测复空间 Cn 内的 n 维复随机列

向量 x 的伪自相关矩阵为零矩阵 , 即 , P=0, 则 x 是

正则复随机向量(proper complex random vector) ;

若 可 测 复 空 间 Cn 内 的 n 维 复 随 机 列 向 量 x 的 伪

自 相 关 矩 阵 不 是 零 矩 阵 , 即 , P≠0, 则 x 是 非 正 则

复随机向量( improper complex random vector) 。

本文重点研究非正则复随机向量。下面, 给出正

则复随机向量的存在条件, 从而确定评判复随机向

量是否是正则的标准。RRR=E{xRxR
T}, RRI=E{xRxI

T},

RIR=E{xIxR
T}, RII=E{xIxI

T}, 并且 , RRI=RIR
T, 伪自相关

矩阵 P 可表示为 ,

P=( RRR- RII) +j( RIR+RIR
T) , ( 9)

那么 , 当 P=0 为零时 , 必有

RRR=RII, RIR=- RRI ( 10)

也就是说 , 当且仅当 x 的实虚部方差相等 , 并且实

部与虚部互不相关时 , x 才是正则的 , 否则 x 就是

非正则复向量。

[ 引理 ] 假设一个可测复空间 Cn 内的 n 维非

正则复随机列向量 x, 如果其组成元素之间互不相

关 , 当且仅当其自相关矩阵与伪自相关矩阵都为

对角阵 , 即 ,

Rxx=E{xxH}=DR

Pxx=E{xxT}=DP, ( 11)

非正则复向量的特性已经成功被应用在复信

号盲分 离 算 法 中 [ 8-9] , 也 已 经 被 证 明 其 在 复 信 号 处

理中的有效性。下面就针对非正则复向量推导扩

展的 MVDR 算法。

3 扩展 MVDR 算法

首 先 验 证 公 式 ( 4) 中 的 复 向 量 X( f) 是 非 正 则

的, 进而推导扩展算法。

3.1 非正则复向量验证

假设 32 阵元线阵 , 阵元间距 0.75m, 入射信号

是 1000Hz 单频信号 , 采样频率为 6kHz, FFT 长度

是 1024 点, 信噪比为-21dB 的背景噪声干扰。X( f)

是一个 32 元的列向量。分别计算这个列向量实部

和虚部的方差之比和相关性。由图 1 可知 , X( f) 的

实虚部方差大小并不完全相等 , 并且二者也有一定

的相关性。这就说明 X( f) 是非正则的。需要说明的

是, 一个向量经过 FFT 运算后得到的复向量是正则

的, 但 X( f) 并不是一个向量的 FFT 结果 , 而是一个

数据矩阵经过 FFT 运算后得到的复矩阵的一列。这

个数据矩阵的行代表频率 , 列代表阵元。X( f) 是所

有阵元接收的时域数据经过 FFT 运算后在频率为

f 时的列向量, 因此 X( f) 是非正则的。

3.2 扩展算法

根据文献 [ 3] , 首 先 构 造 扩 展 的 ( Extended) 频

域内接收数据。定义 2N 维列向量 ZR( f) 和 2N 维行

向量 ZP( f) 如下:

107



声 学 技 术 2008年

图 1 非正则复向量验证

Fig.1 Validation of improper complex vector

( b) 复向量实虚部相关性

( a) 复向量实虚部方差之比
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( a) 输入信噪比为-15dB

( c) 输入信噪比为- 21dB

图 2 ExMVDR 和 MVDR 算法计算结果

Fig.2 Comparison between ExMVDR and MVDR
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( b) 输入信噪比为- 18dB
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ZR( f) =[ X1( f) , ⋯, XN( f) , X1( f) , ⋯, XN( f) ] H( 12)

ZP( f) =[ X1( f) , ⋯, XN( f) , X1

*
( f) , ⋯, X

*

N ( f) ] H ( 13)

式中, * 表示共轭运算。

由式( 12) 和( 13) 得到扩展自相关矩阵,

REx( f) =E{ZR( f) ZP( f) }, ( 14)

类似地, 可以构造扩展的驾驶向量 a R( !, f) , a P

( !, f) , 通过式( 6) 可以获得扩展的权值向量 cEx( !, f)

cEx( !, f) = REx( f) - 1a R( !, f)
a P( !, f) REx( f) - 1a R( !, f)

, ( 15)

将扩展的自相关矩阵和扩展的权值向量带入

到公式( 3) 中, 得到

PEx( !, f) =cEx
H( !, f) REx( f) cEx( !, f) 。 ( 16)

这 就 是 扩 展 MVDR 波 束 形 成 输 出 , 记 为

ExMVDR。

4 仿真实验

现 在 通 过 仿 真 试 验 对 比 公 式 ( 16) 与 ( 3) 的 性

能。仿真试验参数设置与 3.1 节相同。在信噪比分别

为-15dB, -18dB, 和-21dB 的 背 景 噪 声 干 扰 下 , 分 别

运算 200 次计算 ExMVDR 和 MVDR 的输出, 最后

取平均结果进行比较。为方便比较, 波束形成输出均

被归一化。

图 2 的横坐标是方位 !, 纵坐标是归一化的波

束形成器输出功率。图 2 的 3 幅图表明 ExMVDR

算法是非常有效的, 能够更好的压制旁瓣, 经过计
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算, 主波束的信噪比有 2dB 做右的提高。通过第二

节 对 非 正 则 复 向 量 性 质 的 介 绍 可 见 ExMVDR 比

MVDR 增加了约束条件 , 扩展的自相关矩阵、扩展

的驾驶向量和扩展的权值向量完全应用了非正则复

变量的二阶非正则性。与 MVDR 相比, ExMVDR 更

加严格按照欧式空间内的非正则复变量的运算法

则, 这使得计算结果更加准确, 因此波束形成主波束

输出信噪比得到提高。

5 结 论

所有阵元接收的时域数据经过 FFT 运算后在

某一频率 f 下的列向量是复值的, 这个向量的实虚

部方差并不相等, 且实部与虚部有相关性, 因此该向

量是非正则的。非正则复向量的伪自相关矩阵是存

在的, 通过构造扩展自相关矩阵和扩展驾驶向量所

推导出的扩展 MVDR 波束形成算法最充分利用了

非正则复向量的信息量 , 仿真试验也表明所提出的

ExMVDR 算法性能优于 MVDR。本文提出的思路可

以在其它的波束形成和卷积混合盲分离的频域算

法 [10]中得以扩展。
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