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四元传声器阵列定向算法及其结构优化 
黄国信 1,2，高 勇 1 

（1. 四川大学电子信息学院，成都 610065；2. 中国人民解放军 77108 部队，成都 611233） 

摘要：推导任意四元传声器阵列的定位算法和近似的定向算法，并得出性能最优的四元传声器阵列结构。建立任意

四元阵列后，通过矩阵分析推出定位公式，在声源位于远场时，通过近似得到既能保证精度又十分简洁的定向算法；

通过数学分析，推导出最佳的四元传声器阵列结构。数值计算结果表明，提出的近似定向算法是可靠的；计算机蒙

特卡罗仿真结果表明，导出的最佳四元阵列性能优于普通的四元阵和正四面体阵。 
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Abstract: The location algorithm and approximate directional algorithm of  the arbitrary four-element acoustic array 
are presented, and the best structure of  the array is designed. After the arbitrary four-element acoustic array is designed, 
the location algorithm is derived from matrix analysis. The concise approximate directional algorithm with high 
precision is presented when the acoustic target locates in far field. The best structure of  the array is derived according to 
mathematical analysis. The result of  numeric computation demonstrates that the approximate directional algorithm is 
robust, the result of  Monte Carlo simulation shows that the performance of  the optimum four-element array structure 
is better than the common one or the regular tetrahedron one. 
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1  引 言  

传声器阵列可分为线阵、面阵和立体阵。对于

固定式阵列，线阵由于其轴对称性，在定位时会造

成空间模糊。对于平面阵和立体阵，文献[1]证明立

体阵有更优的定向性能。目前，已有研究人员对立

体五元十字阵
[1]
、正四棱锥形阵

[2]
、五元十字阵

[3]
、

双直角三角形阵
[4]
、六元阵

[5]
、多基阵

[6]
等结构模型

的定位算法、性能、误差进行了细致的研究。 
本文将推出任意四元阵的定向算法，然后在此

算法的基础上讨论如何构建性能最佳的四元声阵

列，并通过计算机蒙特卡罗仿真对提出的阵列模型

进行了误差分析。 
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2  建立任意四元阵模型 

设阵列由四个阵元 Si(i＝0,1,2,3)构成，S0 位于

坐标原点 O，其它阵元位置任意，坐标为 ( , , )i i ix y z ，

i＝1,2,3；目标 M 坐标为 ( , , )x y z ，M 距原点的距离

为 r，直线 MO 同 Z 轴的夹角为目标的俯仰角 θ，M
在 OXY 平面的投影为 M ′，OM′同 X 轴的夹角为

目标的方位角 φ。模型结构如图 1 所示。 

 
图 1  任意四元阵列模型 

Fig.1  The model of  arbitrary four-element array 

定义模型中的初始条件和常量、变量如下。设

声速 c＝340m/s，波长为 λ，阵元 S1、S2、S3 距参考
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阵元 S0 的距离 2 2 2
i i i ir x y z= + + (i＝1,2,3)，根据空间

采样定理，为避免出现相位模糊的情况，要求阵元

间距离小于信号最小波长的一半
[7]
，即 min /2ir λ≤ ,根

据文献[8]的结果，设目标声信号频率为 113Hz，即

1.5mir ≤ 。设目标声源位于远场(取 r ≥ 1000m)，声

波以平面波方式直线传播至阵列。定义时延向量为

[ ]1 2 3
Tτ τ τ=∆ ，其中 iτ 为阵元 Si相对于 S0的时延

量。误差分析时，只考虑各阵元测量时延量的误差，

不考虑声速变化和阵元位置误差等情况，假定各时

延量误差相互独立，且统计误差特征相同，其标准

差均为 τσ 。 

3  定向算法 

定义参考阵元 S0（原点）至目标 M 的方向矢量

K为：  

T
sin cos

1 sin sin
cos

x y z

x
y k k kr
z

θ φ
θ φ

θ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

K  (1) 

其中，kx、ky、kz 为直线 OM 的方向矢量在 x，
y，z 轴的分量。 

由系统中的几何关系可得： 
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x x y y z z r c
x x y y z z r c
x x y y z z r c

τ
τ
τ

− + − + − = − ⋅⎧
⎪ − + − + − = − ⋅⎨
⎪ − + − + − = − ⋅⎩

 (2) 

化简式（2），并转化为矩阵方程得： 
rc= +AX ∆ H   (3) 

其中: 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

x y z
x y z
x y z

⎡ ⎤
⎢ ⎥=⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ， [ ]Tx y z=X ，

2 22 2 2 2
3 31 1 2 2 ( )( ) ( )

2 2 2

Tr cr c r c ττ τ −− −⎡ ⎤=⎢ ⎥⎣ ⎦
H 。 

只考虑矩阵 A可逆的情况，得： 
1( )rc−= +X A ∆ H   (4) 

由定义可得： 2 2 2 2 Tr x y z= + + =X X，可推出： 
2 1 1( ( )) ( ( ))Tr rc rc− −= + +A ∆ H A ∆ H  (5) 

展开式(5),得： 
2 2 1 1 1 1

1 1

( ( ) 1) 2 ( )
( ) 0

T T T T

T T

r c rc− − − −

− −

− + +
=

∆ A A ∆ ∆ A A H
H A A H

 (6) 

式(6)为以 r 为未知量的一元二次方程，解出 r
的值后代入式(4)可得目标的定位估计值。通过仿真

发现，在时延标准差取很小值时，即时延量有很小

误差时，r 估计值将会产生很大的误差。单阵列定

距将会产生很大误差，在文献[1]中也有叙述，本文

仅讨论单声阵列的定向问题。需要在定向的同时取

得较高精度的定距估计值，可以使用主从阵
[9]
或多

个阵列
[10]
实现。 

目标位于远场时有 r>>ri，易推出 rc >>∆ H，故

式(4)中可直接舍弃 H，并将式(1)带入，可得： 
1c −=K A ∆   (7) 

由式(7)可求得目标的方向矢量。然后，由所得

的方向矢量可计算出目标的方位角 φ 和俯仰角 θ，
从而实现目标的定向。另外，在 r＝1000m，ri＝1.5m
时，用式(7)进行数值计算得出的定向结果与式(6)
计算结果(即真值)的偏差在±0.1％以内，说明通过

近似得到的式(7)是可靠的。 

4  阵列结构优化 

下面直接分析目标方向矢量 K的误差，这样做

有两个好处：一是能取得更简洁的表达式，且得出

的表达式与未知量无关；二是由于空间对称性，方

向矢量的三个分量具有相似性，可以在讨论其中一

个分量的情况后，推广到其它两个分量。根据误差

传播定理
[11]
，时延估计误差标准差为 τσ 时，方向矢

量 kx分量的误差为： 

2 2 2

1 2 3
( ) ( ) ( )

x

x x x
k

k k k
τ τσ σ τ τ τ

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
 (8) 

由式(7)和(8)，易推得： 
2 2 2
11 12 13

2 2 2
21 22 23

2 2 2
31 32 33

  
x

y

z
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k

k

c

c

c

τ
τ

τ
τ

τ
τ

σσ

σσ

σσ

⎧ = + +⎪
⎪
⎪ = + +⎨
⎪
⎪

= + +⎪⎩

A A AA

A A AA

A A AA

 (9) 

其中，Aij为矩阵 A的代数余子式。 
分析模型及定向算法可得出，一个好的阵列结

构，需遵循以下条件： 
(1) 其它阵元距参考阵元的距离应满足不会出

现相位模糊的条件，且尽量大； 
(2) , ,

x y zk k kτ τ τσ σ σ 取得最小值； 
(3) 阵列坐标构成的矩阵 A可逆，即 0≠A 。 
由条件(1)可得 min /2ir λ= ，即阵元分布于以参考

阵元为球心、半径为 min /2λ 的球面上，由于对称性，

可不失一般性地限定阵元均位于上半球。建立坐标

系时，设以 S0 为原点，S0S1 所在直线为 x 轴，阵元

S0、S1、S2 决定的平面为 OXY 平面。即 S1在 x 轴上，

且 x 坐标为 2/minλ ，S2 位于 OXY 平面，即 z 坐标等

于 0，阵元坐标构成矩阵 A为： 
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min

2 2

3 3 3

/2 0 0
0x y

x y z

λ⎡ ⎤
⎢ ⎥=⎢ ⎥
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A   (10) 

且 2 2
2 min 2/4x yλ= − ， 2 2 2

3 min 3 3/4x y zλ= − −  
令 2( ) /

j jk k cτ τ τσ σ σ′ = ，其中 { }, ,j x y z∈ ，可以看出，

在
jk τσ 和

jk τσ ′ 均大于零时，讨论
jk τσ 的极值情况等价

于讨论
jk τσ ′ 的极值情况。简化式(9)，并将式(10)代

入，可得： 
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2 2 2
3 3 2 3
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由条件(2)，要使
zk τσ 最小，由式(11-3)推得： 

3 min /2z λ=   (12) 
将式(12)代入式(11-2)，并对变量 y2、y3求偏导得： 

2 2
3 min
2 3

2 min 2

3
2

3 2 min

2( /4)                             (13-1)
( /4)

2                                      (13-2)
( /2)

y
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k
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τ

τ
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σ
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=⎪ ∂⎪

⎨ ′∂⎪ =⎪ ∂⎩

 

要使 τσ
yk 最小，即使 τσ

yk′ 最小，由式(13-2)得： 
y3＝0  (14) 
将式(14)代入式(13-1)，推得： 

2 min /2y λ=   (15) 
由式(12)、(14)、(15)得： 

[ ]min min mindiag /2 /2 /2λ λ λ=A  (16) 
即推导出四元阵的最佳结构，如图 2 所示： 

 
图 2  最佳四元阵结构 

Fig.2  The structure of  the optimum four-element array 

需要说明：(1) 如图 2 所示的最佳四元阵结构

基于本文提出的近似定向算法的性能最优；(2) 阵
形中阵元 S1、S2、S3 相互间的间距大于 2/minλ ，利

用阵元 S1、S2、S3 相互间的时延量进行定向会出现

相位模糊，需要使用其相互间的时延量时需将阵形

改变，如变为正四面体阵。 

5  计算机仿真 

设普通的四元阵 P、正四面体阵 T 和本文推导

的最佳四元阵 W 的阵元坐标构成矩阵分别为： 

1.3 0 0.5
1 0.6 0.8
0.5 0.7 1.2

P

⎡ ⎤
⎢ ⎥=⎢ ⎥
− −⎢ ⎥⎣ ⎦

A  

1.5 0 0
0.75 0.75 3 0
0.75 0.25 3 0.5 6

T

⎡ ⎤
⎢ ⎥=⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A  

[ ]diag 1.5 1.5 1.5W =A  

在每个阵形中，分别设方位角 φ和俯仰角 θ均
以 4º为步进在(0º～90º)内变化，目标距参考阵元

距离 1000mr = ，利用式(7)进行 100000 次量级的

计算机蒙特卡罗统计仿真，得出时延标准差 τσ 为

100µs 时的目标方向矢量的估计值，以及估计的方

向矢量和目标真实方向矢量的夹角 γ。在不同阵列

的定向性能分析时，为避免出现俯仰角或方位角中

一个参数的误差小但另一个参数误差大，而无法判

断阵列性能优劣的情况，仿真中使用 γ作为衡量估

计值误差大小的参数，对俯仰角和方位角的误差进

行综合考虑。 
设阵列 P、T、W 中得到的对应 γ值分别为 Pγ 、

Tγ 、 Wγ ，( )P Wγ γ− 的统计均值 PWε 分布如图 3 所示，

( )T Wγ γ− 的统计均值 TWε 分布如图 4 所示。 

 
图 3  普通阵与最佳阵的 γ值差 

Fig.3  The γ value’s difference between optimum array and the  
common one 

 
图 4  正四面体阵与最佳阵的 γ值差 

Fig.4  The γ value’s difference between optimum array and the  
regular tetrahedron one 
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由图 3 和图 4 可以看出，俯仰角和方位角在 0º
~90º范围内，所有方向的均值 PWε 和 TWε 都为正，

即使用普通的四元阵或正四面体阵定向比使用最佳

四元阵进行定向会产生更大的误差。仿真结果表明：

方位角和俯仰角在 0º~90º范围内变化时，最佳四元

阵的定向性能优于普通的四元阵和正四面体阵。 

6  结 论 

(1) 本文推出了任意四元声阵列的定位算法。并

验证了使用单四元阵定位时，计算量大、精度很低，

以及单四元阵只适合对目标进行定向的结论。 
(2) 通过近似得出了计算量小的定向算法，而

且算法误差很小，定向性能稳健。 
(3) 参考阵元位于原点，其余 3 个阵元分别位于

(x, y, z)坐标轴的正半轴上，且距参考阵元的距离等

于声信号的最小半波长时，四元阵的定向性能最优。 
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