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基于二阶锥规划的稳健低旁瓣自适应波束形成 
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摘要：针对水下成像时圆弧阵常规波束旁瓣级较高，当存在强干扰时容易带来较多虚警的缺点，提出一种基于二阶

锥规划的稳健低旁瓣自适应波束形成方法。该方法通过对波束旁瓣进行优化设计，可以将波束旁瓣级进行严格控制，

并进一步结合协方差矩阵重构法，使波束形成器的稳健性得到提高，最后将该波束优化问题转化为二阶锥规划问题

进行求解。计算机仿真结果表明，相较于其他算法来说，文中算法在波束旁瓣级得到严格控制的同时，可以在存在

各类失配的情况下获得更高的输出信干噪比，稳健性更高。水池实验进一步验证了该方法的有效性，该研究成果可

以在声呐成像领域应用。 
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Second-order cone programming based robust low sidelobe 
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Abstract: In this paper, a robust low sidelobe adaptive beamforming method based on second-order cone programming 

is proposed in view of  the disadvantages of  high sidelobe level of  arc array conventional beamforming and high false 

alarm rate in the case of  strong interference. This method can strictly control the sidelobe levels by the optimization de-

sign of  beam sidelobes, and further improves the robustness of  the low sidelobe beamformer by the covariance matrix 

reconstruction method. Finally, the beamformer optimization problem is transformed into a second-order cone pro-

gramming problem and then solved. The results of  computer simulation show that, compared with other algorithms, the 

proposed algorithm can achieve higher signal to interference plus noise ratio (SINR) and higher robustness in the case of  

various mismatches while strictly controlling the beam sidelobe levels. The pool experiment further proves the validity of  

the proposed method, and this method can be used in the field of  sonar imaging. 
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0  引 言1
 

在阵列信号处理中，旁瓣级大小一直是波束形

成器设计中的一个重要指标。低旁瓣可以有效抑制

来自旁瓣区域的干扰，降低目标检测的虚警概率。

目前为止已经出现了大量有关波束旁瓣控制的算

法。第一类为加窗法，例如 Dolph-Chebyshev加权
[1]

可以在主瓣宽度一定的情况下获得最低的均匀旁

瓣，但是该方法只适用于均匀线列阵，并且要求各
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阵元各向同性、不存在差异。第二类为基于自适应

阵列理论的方法，例如 Olen等在 1990年提出的静

态波束图数字综合方法

[2]
。该方法通过在旁瓣区域

增加虚拟干扰源，运用自适应阵原理，采用迭代法

调节干扰强度从而达到旁瓣控制的目的。该方法适

用于任意阵型，并且不要求阵元满足各向同性，但

在迭代过程中会引起波束主瓣的较快增宽并且迭

代增益因子难以选择、迭代存在一定的收敛误差，

导致波束旁瓣不能得到严格的控制。第三类为基于

凸优化理论的波束图优化算法，例如 Liu等
[3]
利用二

阶锥规划(Second-Order Cone Programming, SOCP)

方法设计的旁瓣控制自适应波束形成器，文献[4-5]

提出了基于二阶锥规划的最低旁瓣波束形成器优

化设计方法，该类方法适用于任意阵型并且对阵元
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无要求，可对波束旁瓣进行严格控制。 

文献[1-3]中的旁瓣控制波束形成方法只将重点

放在了旁瓣级控制方面，而对波束形成器的稳健性

没有提出要求。文献[4-5]中，通过对加权向量的范

数进行约束从而对波束形成器的稳健性进行提升，

但在该方法中，加权向量范数的具体约束值通常是

根据经验进行选取，不能通过计算得到严格的解。

为了使该方法能运用于实际基阵，则需要更进一步

提高旁瓣控制波束形成算法的稳健性。众所周知，

自适应波束形成器的性能受到协方差矩阵与期望信

号导向向量的影响，当期望信号存在于训练数据

中，并且协方差矩阵估计不准时，自适应波束形成

器的性能会出现很大程度的下降。针对以上情况，

近年来已有多种改进算法对自适应波束形成器的稳

健性进行讨论。其中一类是对期望信号导向向量进

行估计，例如序列二次规划(Sequential Quadratic 

Programming, SQP)算法
[6]
、最少先验信息导向向

量估计法

[7]
等。第二类是对协方差矩阵进行改进，

其中较为经典的是原始对角加载算法(Load Sample 

Matrix Inversion, LSMI)
[8]
及其一系列改进算法，例

如加权向量约束法(Norm Constrained Capon Beam-

forming, NCCB)
[9]
、最差性能最佳化 (Worst-Case 

Performance Optimization, WCPO)
[10]
等。但是对角

加载类算法在输入信噪比较高的情况下其输出信

干噪比会出现较大程度的降低，其原因是，此类

算法无法去除期望信号存在于训练数据中所带来

的影响，接收信号中始终包含期望信号成分，当

信噪比逐渐增高时，各类误差所导致的信号“自

消”现象始终存在，导致自适应波束形成器产生

较大的性能下降，而对角加载类方法无法改进这

种性能下降。 

本文针对自适应波束形成器的旁瓣控制和稳健

性提高方面，提出了一种基于二阶锥规划的稳健低

旁瓣自适应波束形成器设计方法，本方法对波束形

成器的旁瓣级进行控制，并且利用干扰和噪声协方

差矩阵重构法对波束形成器的稳健性进行提高，从

而达到低旁瓣和高稳健性这两个目的。 

1  基于 SOCP 的圆弧阵波束图设计 

1.1  二阶锥规划简介 

二阶锥规划是凸优化问题的一个子集，常常被

用来解决波束优化设计问题。SeDuMi 工具箱可专

门用于解决二阶锥规划问题，其具有计算量小和计

算结果精确的特点，并且可对优化问题的可解与否

直接进行判别

[11]
。在 SeDuMi中，标准的对称锥优

化问题形式定义为 
T Tmax , subject to − ∈b y c A y K  (1) 

式中：y包含优化变量，A是任意矩阵，b与 c是任

意向量，K是一个对称锥集合，零锥与二阶锥都是

对称锥的子集。 

q维二阶锥的定义为 

1 , ,q q
t

Q t t
x

−  
∈ ∈    

≜ ≥R x C x  (2) 

式中：x为所求优化变量，C为复数向量集，t为二

阶锥的限定范围。 

零锥定义为 

}{ }{ 1
0 , 0

f f ×∈ =≜ x x C x  (3) 

式(3)可以代表等式约束。 

波束优化设计问题即是将加权向量 w 的求解

转化为在一系列线性等式与二阶锥约束条件下使

得目标函数最大化的问题。即将约束问题写成如下

形式： 

}{ 1T T

1
max , subject to 0 N

f qq

N
Q Q− ∈ × ×⋅⋅⋅×b y c A y  (4) 

然后再利用已有的内点方法对上述问题进行

求解。 

1.2  干扰加噪声协方差矩阵重构 

前面已经提到，对角加载类算法虽然可以对自

适应波束形成的性能进行改进，但其输出信干噪比

在输入信噪比较高时还是会出现较大程度的降低。

因此，为了提高波束形成器的稳健性，一种有效的

方法就是将协方差矩阵中的期望信号成分滤除。基

于此思想，Gu等提出了干扰协方差矩阵重构算法
[12]
。

该算法利用 Capon空间谱估计，对期望信号存在区

域以外的其他区域进行积分，从而获得重构的干扰

加噪声协方差矩阵，减小了期望信号存在于接收信

号中所带来的干扰。具体步骤如下： 

假设观测区间由

s
Θ 与

i n
Θ + 两部分组成，其中

s
Θ 为期望信号所存在的区域，

i n
Θ + 为干扰信号存在

的区域，

s
Θ 与

i n
Θ + 互补。利用 Capon空间谱估计作

为空间谱分布，再对

i n
Θ + 区间进行积分则可得到重

构的干扰加噪声协方差矩阵，即： 

( ) ( ) ( )
i n

H

i n
ˆ ˆ θ θ θ

+
+ Θ

=∫R P d d  (5) 

其中：

( )
( ) ( )H 1

ˆ 1θ
θ θ−

=P
d R d

为 Capon空间谱估计； 

( )θd 为干扰信号存在区域对应的导向向量。利用

干扰加噪声协方差矩阵重构法对样本协方差矩阵

进行改进后，可提高波束形成器的稳健性。 
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2  基于 SOCP 的稳健低旁瓣自适应波

束形成 

假设阵元数为 N，波束的主轴方向为
s

θ ，旁瓣
区域为 SL SLjΘ θ Θ∈， ，则稳健低旁瓣自适应波束形

成可以表述成下述问题： 

( )
( )

H

i n

H

H

min

 subject to

 1

ˆ

 1

, , ,

s

j
j J

θ
θ ζ

+


=
 ≤ = ⋅⋅⋅

w
w R w

a w

a w

 (6) 

其中：
i n

ˆ
+R 用干扰加噪声协方差矩阵重构法进行

改进后的样本协方差矩阵， ( )s
θa 为期望信号导向

向量，
( )jθa
为波束旁瓣区域所对应的导向向量。

此问题是一个凸优化问题，为求解此问题，需要

将其转换为标准的对称锥优化问题，具体求解步

骤如下： 

首先，利用楚列斯基(Cholesky)分解将上述问题

中的二次目标函数转换为线性目标函数，即： 

H 2

i n
ˆ

+ =w R w Lw   (7) 

引入一个非负标量 τ ，使得 τ≤Lw ，则上述问题可

以转化为 

( )
( )

H

H

min

subject to 

1

 , 1, ,

s

j
j J

τ
τ

θ
θ ζ

=

= ⋅⋅






 ⋅

≤

≤

w

Lw

a w

a w

 (8) 

其次，将上述问题转化为二阶锥约束问题。令

[ ]
TT T

1 0 0 τ ζ− ⋅⋅⋅ =  ≜b y w, ，使得

Tτ− =b y。则

上式中的等式约束可写为 

( ) ( )( )
}{

H H

1T

1 1

1 1 0 0

 0

s s

c

θ θ− = −

− ∈

≜a w a y

A y
 

(9)
 

当 Kf=1，二阶锥约束可写为 

1

1 1 1

1

2 2

0 1

0 0 0

        

0

  T Nc Q

τ ×

× × × ×

+

−   = −     −     
− ∈

T
0

≜N

N N N N N

y
Lw L

A y

 

(10)

 

( ) ( )
1

H

1

2

2 2

0 10
 

0 0 0

                    1, ,,

j j

T

j
c Q j J

ζ
θ θ

×

×

+ +

−    
= −     −     

− ∈ = ⋅⋅⋅

T

H

0

≜
N

N

j

y
a w a

A y

 

(11)

 

则 [ ]1 2 2K q N⋅ = + ⋅⋅⋅ 。 令 [ ]1 2 2J+⋅⋅⋅≜c c c c ，

T T T T

1 2 2J+⋅⋅⋅  ≜A A A A 。 

最后，将 b、c、
T
A 、K代入 SeDuMi中即可求

解出 y和复加权向量
3 4

[ ]
N

y y y= …w 。 

 

3  仿真分析 

3.1  旁瓣控制性能分析 

假设一半径为 0.262 5 m、张角为 165°的圆弧上

均匀分布着 384个阵元，定义圆心为极坐标原点，

最中心两个阵元中垂线所在方向为 0°方向。假设信

号频率为 390 kHz，选取相对 0°方向对称的 186个

阵元在 0°方向形成波束。在理想情况下，给出圆弧

阵常规波束图和基于二阶锥规划的低旁瓣自适应

波束图，如图 1所示，放大后的波束图如图 2所示。 

 
图 1  理想情况下圆弧阵波束图 

Fig.1  Arc array beam pattern under ideal condition 

  
图 2  放大后的波束图  

Fig.2  Enlarged beam pattern 

由图 1可以看出，圆弧阵的常规波束图旁瓣较

高，最高旁瓣级大约为−11.95 dB，而基于二阶锥规

划 的 低 旁 瓣 自 适 应 波 束 图 可 以 将

[ ] [ ]60 , 1.5 1.5 , 60− ° − ° ° °∪ 区 域 的 旁 瓣 级 控 制 到

−50 dB。由图 2 可以看出，常规波束形成波束图

−3 dB束宽约为 0.55°，而基于二阶锥规划的低旁瓣

自适应波束图−3 dB束宽增大到约 0.86°。 

3.2  稳健性分析 

波束形成器的稳健性是指其在理想情况下获

得的性能指标(如输出信干噪比)在存在各类失配情
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况下的下降程度。加权向量范数的大小是表征波

束形成器稳健性高低的一个指标，波束加权向量

范数越小，波束形成器对误差的灵敏度越低，稳

健性越高。 

本文将针对以下两种常见的失配情况，分别利

用对角加载(LSMI)、最差性能最佳化(WCPO)以及

协方差矩阵重构法(R-Reconstruction)对样本协方差

矩阵进行改进，计算不同输入信噪比(Signal to Noise 

Ratio, SNR)情况下波束形成器的输出信干噪比

(Signal to Interference plus Noise Ratio, SINR)以及

加权向量范数的值，并与未进行改进的样本协方差

矩阵求逆法(Sample Matrix Inversion, SMI)的输出信

干噪比进行比较。 

3.2.1  阵元位置与响应存在误差 

在实际中，由于人工安装会导致阵元位置产生

一定的误差，并且阵元会存在一定的方向性，导致

方向幅度响应不同，从而给波束形成器的性能带来

一定的影响。考虑阵元位置存在误差与阵元幅度响

应具有一定的方向性的情况，假设上述圆弧阵各阵

元真实位置所处角度与理想位置所处角度的误差服

从 [ ]0.05 , 0.05θ θ− 的均匀分布，θ为阵元间隔角度，

且各阵元具有方向性，−3 dB响应时的角度为 90°。

图 3、4 所示为阵元位置与幅度响应存在误差时的波

束输出信干噪比及加权向量范数。 

由图 3、4可以看出，在存在阵元位置误差与响

应误差的情况下，采用干扰协方差矩阵重构法

(R-Reconstruction)对样本协方差矩阵进行改进后，

相对于 SMI、LSMI与WCPO方法，在输入信噪比

逐渐增大的情况下，输出信干燥比略高于WCPO，

远高于 SMI与 LSMI，并且具有最小的加权向量范

数值，稳健性最高。 

3.2.2  期望信号在传播过程中产生波前畸变 

当期望信号在非各向同性介质中传播时，非常 

 
图 3  阵元位置与幅度响应存在误差时的输出信干噪比 

Fig.3  Output SINR when error appears in sensor position 

          and amplitude response 

 

 
图 4  阵元位置与幅度响应存在误差时的加权向量范数 

Fig.4  Norm of  weight vector when error appears in sensor  

        position and amplitude response 

容易产生一定的幅度和相位的畸变，会导致期望信

号导向向量产生一定的误差，从而波束形成器的性

能下降。假设期望信号导向向量在传播过程中产生

了相位畸变，相位误差服从均值为 0、方差为 0.04

的高斯分布。图 5、6 所示为期望信号存在波前畸

变时的波束输出信干噪比及加权向量范数。 

 
图 5  期望信号存在波前畸变时的输出信干噪比 

Fig.5  Output SINR in the case of  wavefront distortion  

 
图 6  期望信号存在波前畸变时的加权向量范数 

Fig.6  Norm of weight vector in the case of wavefront distortion 

由图 5、6 可以看出，在期望信号存在波前畸

变的情况下，在输入 SNR 大于−10 dB 之后，SMI、

LSMI与WCPO算法的输出 SINR均产生了很大程

度的下降，而采用干扰协方差矩阵重构法
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(R-Reconstruction)对样本协方差矩阵进行改进后，

相对于理想情况下的输出 SINR只下降了约 4 dB，

性能下降远小于其他 3种算法，并且其具有最小的

加权向量范数值，稳健性最高。 

综合上述两种失配情况下波束形成器的输出信

干噪比和加权向量范数的结果可以看出，利用

LSMI、WCPO 和 R-Reconstruction算法对样本协方

差矩阵进行改进后，波束形成器的输出 SINR 相较

于未进行改进的 SMI 算法均产生了较大程度的提

高，但利用 R-Reconstruction 对样本协方差矩阵进

行改进后，相较于利用 LSMI与WCPO算法，输出

SINR 更高。并且当输入 SNR 增大时，输出 SINR

与理想情况下的输出 SINR 相差都为一定值，而其

他方法在输入 SNR 逐渐增大的情况下，输出 SINR

下降程度越来越大，稳健性更低。 

4  实验结果及分析 

为了验证基于二阶锥规划的稳健低旁瓣自适应

波束形成方法对成像效果的改进，进行了水池实验。

首先将成像声呐放置在水池一侧的中间位置，在成

像声呐中心线正前方 6.78 m处放置一个点声源，与

成像声呐同深度。成像声呐的基阵是具有 384个阵

元、半径为 0.262 5 m、张角为 165°的圆弧阵列，信

号频率为 390 kHz。实验中每 186个阵元形成一个

波束，共形成了 384个波束。采用常规波束形成和

基于二阶锥规划的稳健低旁瓣自适应波束形成的结

果如图 7所示。图 7(a)为常规波束形成成像结果，

7(b)为稳健低旁瓣自适应波束形成成像结果。图 8

为某距离处的输出强度。 

从图 7 中可以看出，在无强干扰的情况下，

利用上述两种方法均可以分辨出目标的位置。但

是常规波束形成成像中目标的旁瓣级较高，在目

标检测时易产生虚警。而本文提出的基于二阶锥

规划的稳健低旁瓣自适应波束形成的成像，由于

波束旁瓣级大大降低，因此目标变得更清晰，但

是波束主瓣增宽，会在一定程度上降低成像声呐

的分辨率。 

从图 8中可以看出，在对目标成像强度不变的

情况下，本文所提算法可以将旁瓣区域的强度降低

约 10 dB 左右，但并未达到仿真所得到的效果，产

生此种情况的原因可能为：(1) 在仿真时对自适应

波束形成失配情况考虑不全面；(2) 在协方差矩阵

重构时，对于期望信号所存在的区域估计不准，导

致在后续的优化计算中，旁瓣区域的设定存在问题，

导致优化计算出的解存在误差。 

 

 
(a) 常规波束形成 

 
(b) 稳健低旁瓣波束形成 

图 7  不同波束形成算法的成像效果  

Fig.7  The imaging effects of  different beamforming methods 
 

 
图 8  某距离处的输出强度 

Fig.8  Output intensities at a distance 

5  结 论 

本文提出了一种基于二阶锥规划的稳健低旁

瓣自适应波束形成算法，该算法利用二阶锥规划算

法设计低旁瓣自适应波束形成，并且针对自适应波

束形成容易受到各类失配因素的影响从而导致性

能大幅下降的问题，利用干扰加噪声协方差矩阵重

构法对该算法的稳健性进行提高。仿真结果表明，

该算法在很大的输入信噪比范围内可以获得接近

于理想情况下的输出信干噪比，并且加权向量范

数最小，稳健性最高。水池实验结果证明，本文所

提算法在成像时，可以在一定程度上降低旁瓣级，
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但是并未达到理论计算值，故本文所提算法还有待

改进。 
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• 简 讯 • 

《声学技术》2019 年度编委会工作会议纪要 

2020年由于疫情影响，不便聚集开会，《声学技术》编辑部于 2020年 4月 20日发起了线上书面编委会会议，邀请了包

括外地编委在内的全体编委参会。会上，编辑部李秀红书面汇报了期刊 2019年的工作进展情况，就出版情况和稿件状况、

期刊在全国学术期刊（按学科）所处地位、编委会换届、优秀论文和优秀编委评选、期刊审读、制度建设以及下一步的工作

设想做了详细汇报。线上会议历经 20余天，编委们提出了很多中肯的、富有建设性的具体意见。 

新任主编胡长青研究员首先发言。他对各位编委亲自投稿、审稿，并且带动年轻科技工作者踊跃投稿的示范和宣传

作用，给予了《声学技术》持续前进的源泉和动力表示感谢。胡长青主编还就约稿、优秀论文评选提出了建议。 

编委们就如何进一步办好期刊纷纷献计献策，提出了许多具体的建议，如：向在科研方面比较活跃且成绩较好的专家约

稿、组稿，组织专题文章；采用线上审稿系统、设置时间节点、缩短审稿周期；优秀论文评选办法的改进；改进学风，杜绝

为项目交差随意加注基金项目编号；对稿件的内容质量提高要求等。 

《声学技术》编辑部将根据主办单位领导、主编的办刊思想，对编委们提出的建议认真研究，积极落实。 
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