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超声作用下刚性壁面附近的双气泡脉动
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摘要：在实际应用时，空化泡可能位于刚性壁附近。对刚性壁附近的空化泡脉动进行研究有利于更好地利用声空

化。文章研究了刚性壁附近双气泡的动力学规律。研究结果表明，当两气泡与刚性壁距离相同时，气泡与壁之间的

距离越大，刚性壁对辐射声波的反射越小，气泡脉动时能够达到的最大半径与最小半径的比值(即压缩比)也越大。

若改变单个气泡与刚性壁的距离，则当两个气泡距离接近时，位置固定的气泡压缩比会减小。增大单个气泡的平衡

半径，会使得两气泡脉动时的压缩比变小。此外，文章还对两气泡间距固定情况下，气泡压缩比与两气泡中心连线

和壁面所成夹角之间的关系进行了讨论。
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Pulsations of  double bubbles near a rigid wall under 
the driving of  ultrasound
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Abstract: In real applications of  ultrasonic cavitation, the cavitation bubbles perhaps locate at the region around rigid 
wall. Investigation of  bubble pulsation near the wall is beneficial to utilize cavitation. The dynamics of  bubbles near 
rigid wall is studied in this paper. The results reveal that if  the distances of  two bubbles to the wall are the same, with 
the increase of  the distance, reflection of  the rigid wall falls down, and the ratio of  the maximum radius to the 
minimum radius of  each bubble in pulsation (i. e. compression ratio) increases; the compression ratio of  the bubble 
with a fixed position decreases when it is approached by another bubble with a varying distance from the wall; 
Increasing the equilibrium radius of  a certain bubble leads to the decrease of  the compression ratios of  the two 
bubbles. Moreover, this paper also discusses the relationship of  the bubble compression ratio with the angle between 
the connecting line of  two bubble centers and the wall surface when the spacing between the two bubbles is fixed.
Key words: rigid wall; double-bubble; mirror image; compression ratio

0　引 言

在超声的作用下，液体介质的分子排列疏密程

度会发生变化。当声压达到一定强度时，液体中的

气泡核将逐渐成长为肉眼可见的气泡，这种现象被

称为声空化[1-2]。声空化在清洗[3]、催化[4]和生物组

织破碎[5]等领域有着广泛的应用。空化泡会在超声

的驱动下进行周期性脉动。声空化的实际应用通常

基于大量空化泡，每个空化泡的脉动将受到其他气

泡的影响[6-8]。双气泡动力学问题考虑两气泡的相互

作用，是多气泡动力学问题的最简单形式。对双气

泡动力学问题进行探索，有利于解决实际应用中遇

到的多气泡问题，从而更好地利用声空化[9]。

目前，已有很多科研人员对双气泡动力学问题

进行了研究。张鹏利等[10]使用数值模拟的方法研究

了空化泡初始半径、驱动声压幅度和频率以及液体

黏滞性等因素对双气泡动力学的影响。梁金福等[11]

研究了相互作用的双气泡声致发光的光谱，讨论了

双泡与单泡光谱的异同。王德鑫等[12]研究了双气泡

系统中两气泡间的次 Bjerknes 力和气泡内温度变

化，并讨论了当气泡内包含的气体为惰性气体时，
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气泡半径和内部温度的变化规律。Zhang等[13]研究

了双频声波驱动下两个气泡间的次Bjerknes力，探

讨了多个参数对次Bjerknes力的影响。Shen等[14]对

比了考虑和不考虑相互作用情况下双气泡的脉动规

律，研究了气泡间的相互作用对气泡膨胀和收缩的

影响。蒿超凡等[15]基于Keller-Miskis模型，在考虑

声传播时延的情况下计算了双气泡耦合振荡时气泡

半径的变化，并与不考虑时延情况下的气泡半径变

化进行了对比。马艳等[16]对比了驻波声场中波腹和

波节位置附近双气泡的脉动规律和气泡间的相互作

用力。

上述研究均未考虑边界对气泡的作用。然而，

在实际情况中，气泡可能位于液面[17]或容器壁附

近[18]，其运动会受到边界的影响。掌握刚性壁面附

近的气泡在超声驱动下的运动规律，有利于提高容

器中声空化应用的效率。相关学者对存在边界约束

条件下的气泡动力学问题进行了研究。例如，郭策

等[19]研究了超声驱动下气泡初始半径、气泡到界面

距离和超声频率等因素对刚性界面附近单气泡的溃

灭速度的影响，并讨论了溃灭速度与微射流的关

系。张鹏利等[20]假定气泡半径仅发生微小变化，基

于镜像原理研究了刚性壁面附近两个空化泡的辐射

声场。张亚磊等[17]利用高速相机研究了自由液面附

近两个空化泡的溃灭过程，讨论了自由液面对溃灭

方向的影响。Ye等[21]在理论和实验方面对平面波入

射下刚性壁面附近双气泡的溃灭过程进行了研究，

并在此基础上将研究扩展到了多气泡。

为了深入理解壁面附近气泡的动力学行为，本

文从超声作用下的气泡动力学方程入手，考虑壁面

的作用，基于镜像原理建立了刚性壁面附近的双气

泡动力学方程。本文通过数值计算，对气泡间距、

气泡与壁面距离和气泡平衡半径等参数对气泡脉动

的影响进行了研究。

1　刚性界面附近双气泡动力学方程

为了探讨超声驱动下刚性壁面附近双气泡的动

力学行为，首先引入双气泡动力学方程。该模型有

以下假设：(1)气泡在脉动过程中始终保持球形；

(2)不考虑气泡的平移；(3)考虑液体的可压缩性；

(4)不考虑液体内外的质量交换和化学反应。根据

郭策等[19]和张鹏利等[20]的研究，刚性壁面会将气泡

辐射的声波全部反射，等效于在刚性壁面的另一侧

存在一个与原气泡始终大小相同的镜像气泡。因

此，刚性壁面附近双气泡组成的系统可等效为图1。

其中气泡 1和气泡 2的半径分别为R1和R2，气泡 1

的镜像(气泡1' )和气泡1本身始终相同，因此气泡

1'的半径也是R1。同理，气泡2镜像(气泡2' )的半径

也始终为R2。L0为两气泡在壁面上垂直投影点之间

的距离，L1为两气泡中心点之间的距离，L2为气泡

1中心点到气泡2'中心点的距离(气泡2中心点到气

泡1'中心点的距离也为L2)。L3和L4分别为气泡1和

气泡2的中心点与壁面的距离。易知，气泡1中心

点与气泡1'中心点之间的距离为2L3，气泡2中心点

与气泡2'中心点之间的距离为2L4。

结合图 1和参考文献[12]，得到描述刚性壁面

附近双气泡脉动的Keller-Miksis方程为
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其中：c为液体中声速，ρ为液体密度，Ṙ1和 R̈1分

别为气泡1的半径对时间的一阶和二阶导数，Ṙ2和

R̈2分别为气泡 2的半径对时间的一阶和二阶导数。

式(1)中最后三项依次表示气泡2、气泡2'和气泡1' 

对气泡1的影响，式(2)中最后三项依次表示气泡1、

气泡 1'和气泡 2' 对气泡 2的影响。ps,1和 ps,2可以表

示为

ps i =Pg i -
2σ
Ri

-
4μṘi

Ri

- pd(t ) -P0 i = 1 2 (3)

其中：σ为气泡表面张力系数；μ为液体黏滞系数；

pd(t)为驱动声压；Pg,i为第 i个气泡的内部压强，满

图1 刚性壁面附近的双气泡系统
Fig.1 Double-bubble system near a rigid wall
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足van der Waals方程[22]：

Pgi = (P0 +
2σ
Ri0 ) ( R3

i0 - b3
i

R3
i - b3

i ) γ i = 1 2 (4)

其中：Ri0为气泡 i的平衡半径；bi为气泡 i的van der 

Waals半径，本文中设定 bi=Ri0/8.5；γ 为气泡内气

体的多方指数。本文的研究使用正弦波驱动，pd(t)

的表达式为

pd(t ) =-PAsin (2πft ) (5)

其中：PA为驱动声波的声压幅度，f为驱动声波频

率。PA前加上负号与文献[23]一致，其目的在于使

气泡在仿真开始后立即膨胀。不加负号并不会影响

本文的讨论。气泡 i 作用在气泡 j 上的次 Bjerknes

力为[24]

Fij =
ρ

4πL2
Vj

d2Vi

dt2
(6)

其中：Vi和Vj分别为气泡 i和气泡 j的体积，L为两

气泡中心点之间的距离。联立式(1)~(5)并进行数值

求解，可以得到气泡半径随时间的变化，进而计算

其他相关变量。

2　数值计算及结果讨论

2.1　气泡与刚性壁面的距离对气泡脉动的影响

首先假定两气泡平衡半径相同(R10=R20)，且与

刚性壁距离相同(L3=L4)。依次设定两气泡与刚性壁

的距离为120 μm和260 μm，进行数值计算。计算

过程中其他参数如下：f=20 kHz，P0=1.013×105 Pa，

PA=1.4×105 Pa，R10=R20=5 μm，σ =7.275×10-2 N·m-1，

μ =1.0×10-3 Pa·s， L0=200 μm， c=1 481 m·s-1， ρ =

998.2 kg·m-3，γ =1.33。计算得到的气泡半径变化

如图2所示。由图2可以看出，无论气泡与刚性壁

面的距离为120 μm或260 μm，气泡脉动过程中的

最小半径(Rmin)几乎相同，但最大半径(Rmax)有显著

不同，L3=L4=260 μm时气泡的最大半径大于L3=L4=

120 μm气泡的最大半径。文献[25]指出，气泡收缩

时内部的温度和压力与气泡脉动时的半径压缩比

(Rmax/Rmin)呈正相关，压缩比对声化学反应有很大影

响。由图2可以看出，L3=L4=260 μm气泡的压缩比大

于L3=L4=120 μm时气泡的压缩比，即L3=L4=260 μm

时，气泡收缩时能够达到更高的温度。

为了详细展示压缩比与气泡到刚性壁距离的关

系，本研究计算了 L0分别为 200 μm、250 μm 和

300 μm时，L3和L4从100 μm同步增加到300 μm过

程中气泡脉动的压缩比，结果如图 3所示。由图 3

可以看出，随着气泡与壁面距离的增大，气泡的压

缩比逐渐增大，但增大的速率有所减缓。

图4显示了气泡与壁面相距100 μm、120 μm、

180 μm 和 300 μm 时气泡 1 受到的次 Bjerknes 力。

图 4(a)为气泡 2 作用在气泡 1 上的次 Bjerknes 力

(F21)，图 4(b)为气泡 2的镜像作用在气泡 1上的次

Bjerknes力(F2'1)，图4(c)为气泡1的镜像作用在气泡

1上的次Bjerknes力(F1'1)。由图 4可以看出，F21随

着气泡与刚性壁间距离的增加而增大，F2'1和F1'1随

着气泡与刚性壁间距离的增加而减小。结合图3~4

可知，刚性壁对双气泡的脉动有限制作用，随着气

泡与刚性壁距离的增大，刚性壁反射的声波强度降

低，即刚性壁对气泡脉动的影响逐渐减弱，气泡压

缩比增大。气泡 2的受力情况与气泡 1完全一致，

在此不再叙述。

在前面的讨论中，两气泡的平衡半径相同。为

了研究气泡平衡半径不同时(R10≠R20)气泡的脉动规

律，设定R10=5 μm，R20=4 μm，L0依次为 200 μm、

250 μm 和 300 μm，L3和 L4从 100 μm 同步变化到

300 μm，计算气泡脉动过程中的压缩比，结果如

图2 气泡与刚性壁距离不同时气泡脉动过程中半径的变化
Fig.2 Radius changes of  the two bubbles in pulsation when 

the distances between the bubbles and the rigid wall are 
different

图3 两气泡平衡半径相同时气泡压缩比与气泡到刚性壁距离
的关系

Fig.3 Relationship between the bubble compression ratio and 
the distance of  the bubbles to wall when the equilibrium 
radii of  the two bubbles are the same
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图5所示。由图5可以看出，平衡半径较大的气泡

(气泡 1)在脉动时达到的压缩比较小。可见在某些

情况下，使用平衡半径较小的气泡可促进声空化效

应。当气泡间距L0增大时，两气泡脉动的压缩比增

大；随着气泡与刚性壁距离的增大，两气泡压缩比

也会增大，这与两气泡平衡半径相同时的情况是类

似的。上述结果表明，在实际应用时，若调控气泡

出现在与壁面相对较远的位置，将有利于提高气泡

的压缩比，促进声化学反应。

图6展示了气泡与刚性壁距离不同时气泡2(图

6(a))、气泡2'(图6(b))和气泡1'(图6(c))作用在气泡1

上的次Bjerknes力。随着距离的增大，气泡1'和气

泡 2'作用在气泡 1上的次Bjerknes力减小，即刚性

壁对气泡 1 的影响减弱，与图 4 中的情形是类

似的。

若仅仅改变单个气泡与刚性壁面的距离，气

泡压缩比的变化规律将与上文所述不同。设 R10=

5 μm，R20=4 μm，固定L3为100 μm或150 μm，L4

在 100~300 μm之间变化，得到两气泡压缩比的变

化如图 7(a)所示。固定L4为 100 μm或 150 μm，L3

在 100~300 μm之间变化，得到两气泡压缩比的变

化如图 7(b)所示。由图 7(a)可以看出，当气泡 1与

刚性壁距离为 100 μm时，随着气泡 2与刚性壁距

离(L4)的增大，气泡1压缩比缓慢增大，气泡2压缩

比快速增大。当气泡1与刚性壁距离为150 μm时，

随着 L4的增大，气泡 1压缩比先减小后增大，在

L4=150 μm时达到最小；气泡2压缩比总体上增大，

但在接近L4=150 μm处增长速率略有降低。这是由

于当 L4=L3=150 μm时，两气泡距离最近，气泡间

抑制作用较大。在图7(b)中，无论L4取何值，随着

L3的增大，气泡 1压缩比逐渐增大，气泡 2压缩比

图5 两气泡平衡半径不同时气泡压缩比与气泡到刚性壁距离
的关系

Fig.5 Relationship between the bubble compression ratio and 
the distance of  the bubbles to wall when the equilibrium 
radii of  the two bubbles are different

图4　平衡半径相同的双气泡与刚性壁距离不同时气泡 1受到
的次Bjerknes力

Fig.4　Secondary Bjerknes force exerted on bubble 1 when the 
distances between two bubbles with the same equilibri-
um radius and the wall are different

图6　平衡半径不同的双气泡与刚性壁距离不同时气泡 1受到
的次Bjerknes力

Fig.6　Secondary Bjerknes force exerted on bubble 1 when the 
distances between two bubbles with different equilibri-
um radii and the wall are different
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先减小后增大。值得注意的是，当L4=100 μm时，

L3从 100 μm开始增大，两气泡是逐渐远离的，但

气泡2的压缩比仍然出现了先略微减小后增大的情

况。由此可知，在刚性壁面附近，增大气泡间距并

非总是有利于提高气泡的压缩比。文献[14]的研究

表明，减弱气泡的相互影响可能会减小气泡脉动半

径，与本文上述结论相似。

2.2　气泡平衡半径对其脉动的影响

设置 L0=200 μm，L3=L4=100 μm，R20=3 μm，

R10为3 μm或7 μm，进行数值计算。图8展示了R10

为3 μm和7 μm时两气泡的半径变化。由图8可以

看出，当R10增大后，气泡1达到的最大半径变大，

气泡2达到的最大半径变小。为了进一步探讨气泡

平衡半径的影响，设置R10在3~7 μm之间以0.5 μm

为间隔增大，进行数值计算，得到的两气泡的压缩

比如图 9所示。由图 9可以看出，随着R10的增大，

两气泡压缩比均会减小，而气泡1的压缩比始终小

于气泡2的压缩比。当刚性壁不存在时，两个气泡

的压缩比变化规律与有刚性壁时相似，但比相同参

数条件下有刚性壁时的压缩比大。这同样说明了刚

性壁的存在对空化泡的脉动有抑制作用。图 10展

示了R10取不同值时气泡1受到的次Bjerknes力。由

图 10 可以看出，随着 R10的增大，F21和 F2'1增大，

即气泡2及其镜像对气泡1的作用力随着R10的增大

而增强，气泡1受到的抑制也相应增加。

2.3　两气泡质心连线与壁面夹角对气泡压缩比的

影响

在本节中，设定两气泡质心距离 L1=200 μm，

R10=5 μm，R20为4 μm或3 μm。当固定L3=250 μm，

图 1中的 θ在 0~π之间变化时(即改变气泡 2位置)，

计算得到两个气泡的压缩比如图 11(a)所示。由图

11可以看出，随着 θ的增大，气泡1受到的影响较

小，其压缩比缓慢地减小再增大(红色实线和红色

短虚线)；气泡2受到的影响较大，压缩比会以较快

的速度减小(蓝色虚线和蓝色点线)。这是由于气泡

图8 气泡1平衡半径取不同值时两气泡半径
Fig.8 The radii of  two bubbles when the equilibrium radius of  

bubble 1 takes different values

图7　改变单个气泡与壁面距离时两气泡压缩比的变化
Fig.7　The compression ratios of  two bubbles when the dis-

tance between one bubble and the wall surface is altered

图9 不同情况下两个气泡压缩比随气泡1平衡半径的变化
Fig.9 Variations of  the compression ratios of  two bubbles 

with the equilibrium radius of  bubble 1 in different con-
ditions
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1的位置没有变化，且气泡2和气泡1之间的距离也

没有变化，仅有气泡2的镜像与气泡1之间的距离

改变了，这一改变对气泡1压缩比的影响较小。而

在 θ增大的过程中，气泡2会逐渐靠近刚性壁，其

脉动将受到抑制。当固定L4=250 μm，α在 0~π之

间变化时(即改变气泡 1位置)，计算得到两个气泡

的压缩比如图 11(b)所示。与此前类似，当α增大

时，由于气泡2位置不变，其压缩比变化较小，而

气泡1将逐渐靠近刚性壁，其压缩比逐渐减小。

需要强调的是，当气泡在刚性壁附近时，气泡

仅有一侧受到壁面的作用力，即气泡受力不均匀，

气泡可能会出现非球形形变。由于本文所有研究均

假定气泡与刚性壁间距在约两倍气泡最大半径以

上，刚性壁引起的气泡非球形形变相对较小，此时

可以近似认为气泡脉动时保持球形[26]。这与文献

[20]的假设是一致的。当气泡与壁面距离过小时，

气泡的非球形形变则不可忽略，这不在本文的讨论

范围之内。

3　结 论

本文研究了超声驱动下刚性壁附近两个气泡的

脉动，详细讨论了气泡平衡半径、气泡与刚性壁之

间的距离等参数对气泡压缩比的影响，并利用气泡

受到的次Bjerknes力分析了刚性壁对气泡的作用。

研究表明，减小单个气泡的平衡半径会使得两气泡

压缩比增大。另外，当两气泡与刚性壁距离相同

时，增大距离可以提高气泡脉动的压缩比，但仅增

大单个气泡与刚性壁的距离并非总是有利于增大气

泡的压缩比。这些研究为提高声空化应用的效率提

供了理论基础。然而，本文的研究仍存在一定的不

足之处，例如在研究中假定双气泡为球形，且未考

虑气泡的平移，这与实际应用时的情况存在一定的

差异。在今后的研究中，我们将考虑气泡的非球形

形变和平移，对超声驱动下刚性壁附近气泡的动力

学问题进一步开展理论和实验研究。同时我们也将

研究同类环境下的气泡群的动力学问题，并对其化

学效应开展实验研究。
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